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PRÉFACE. 


Il  est,  dans  l'histoire  des  connaissances  humaines, 
des  époques  où  le  génie,  après  s'être  élevé  aux  plus 
hautes  conceptions ,  semble  quelque  temps  arrêté 
dans  son  vol  pour  prendre  bientôt  un  nouvel  essor, 
et  se  signaler  par  l'une' de  ces  découvertes  qui  chan- 
gent la  face  de  la  science. 

C'est  ainsi  que  Descartes,  par  l'application  de  l'Al- 
gèbre à  la  Géométrie,  se  fraya  une  route  inconnue  à 
ses  prédécesseurs,  et  que  Newton  et  Leibnitz  éton- 
nèrent l'Europe  savante  par 3ë$ivention  d'une  analyse 
bien  supérieure  à  la  Géométrie  de  Descartes. 

Jamais  découverte  n'honora  plus  l'esprit  humain  : 
l'infini,  cet  être  idéal,  parut  soumis  au  calcul,  et  opé- 
rer des  prodiges.  En  vain  quelques  philosophes  vou- 
lurent révoquer  en  doute  l'exactitude  d'une  analyse 
aussi  singulière;  ils  ne  purent  en  contester  les  résul- 
tats, et  ne  firent  qu'exciter  les  géomètres  à  méditer 
davantage  sur  la  vraie  métaphysique  des  nouveaux 
calculs.  Newton,  le  premier,  pénétra  ce  mystère,  en 
considérant  le  Calcul  différentiel  comme  la  méthode 
des  premières  et  dernières  raisons  des  quantités,  ou 
autrement,  comme  la  méthode  des  limites  de  leurs 
rapports.  D'Alembert   reconnut  dans  les   idées  de 
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Newton  la  vraie  métaphysique  du  calcul  infinitési- 
mal, et  prouva  que,  par  la  méthode  des  limites,  on 
peut  donner  une  explication  satisfaisante  de  celle  des 
fluxions  dégagée  de  toute  considération  de  mouve- 
ment, chose  étrangère  au  Calcul  différentiel.  Posté- 
rieurement à  d'Alembert,  plusieurs  géomètres,  et 
entre  autres  Cousin,  ont  exposé  dans  leurs  écrits  la 
méthode  des  limites;  mais  ce  n'est  qu'après  eux  qu'elle 
a  été  mise  dans  tout  son  jour,  et  qu'on  a  dissipé  entiè- 
rement les  doutes  qui  pouvaient  naître  de  la  métaphy- 
sique spécieuse  de  la  méthode  des  infiniment  petits, 
méthode  qui  peut  être  regardée  comme  une  espèce 
d'abréviation  de  celle  des  limites. 

La  méthode  des  infiniment  petits,  sous  ce  rapport, 
n'est  plus  qu'un  moyen  expéditif  de  trouver  les  diffé- 
rentielles <Jes  diverses  fonctions;  elle  grave  ces  diffé- 
rentielles dans  notre  mémoire,  par  des  figures  géo- 
métriques réduites  au  dernier  degré  de  simplicité,  et 
qui  parlent  plus  à  l'imagination  que  des  idées  abs- 
traites; enfin,  cette  méthode  devient  indispensable 
dans  les  hautes  parties  de  la  Mécanique  et  de  l'Astro- 
nomie, où,  sans  son  secours,  la  résolution  des  pro- 
blèmes deviendrait  souvent  d'une  extrême  complica- 
tion; aussi  nos  grands  géomètres,  dans  les  parties  les 
plus  relevées  de  leurs  écrits,  ne  craignent  pas  d'y 
recourir.  Nul  moyen  n'est  plus  sûr  pour  nous  faire 
distinguer  les  quantités  qui,  suivant  l'ordre  d'infinis 
auxquels  elles  appartiennent,  doivent  être  rejetées 
d'un  calcul  ou  y  être  conservées. 

Cette  méthode,  dans  sa  métaphysique  même,  eut 
autrefois  d'ardents  défenseurs,  parce  que  si  l'on  ne 
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s'écarte  pas  d'une  certaine  série  de  propositions,  tout 
paraît  avoir  la  rigueur  mathématique,  et  semble  dé- 
couler naturellement  d'un  principe  fondamental. 

Ce  principe  a  été  regardé  jusqu'à  présent  comme 
une  espèce  d'axiome;  mais  le  point  de  vue  sous  lequel 
il  nous  fait  considérer  l'infini,  nous  présentant  des 
conséquences  difficiles  à  admettre,  j'ai  cru  devoir  le 
démontrer,  en  donnant  pour  base  à  la  méthode  des 
infiniment  petits  un  autre  principe  qui,  également 
fondé  sur  les  notions  que  nous  avons  de  l'infini,  sa- 
tisfait plus  la  raison  par  l'idée  de  limite  qu'il  renferme 
tacitement. 

Si  la  méthode  des  limites  complète  celle  des  infini- 
ment petits,  en  rectifiant  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  dé- 
fectueux dans  cette  dernière,  la  méthode  de  Lagrange 
complète  à  son  tour  celle  des  limites,  en  rattachant 
les  coefficients  différentiels  à  la  pure  Algèbre. 

On  peut  donc  considérer  ces  trois  méthodes  comme 
n'en  formant  pour  ainsi  dire  qu'une  seule;  aussi,  en 
les  comparant,  reconnaît-on  que  les  principes  qui  en 
découlent  leur  sont  communs,  et  qu'il  ne  faut,  pour 
les  entendre  toutes,  qu'ajouter  très-peu  de  chose  à  celle 
des  limites*  La  Méthode  de  Lagrange  se  réduit  alors, 
en  quelque  sorte,  à  un  théorème  que  j'ai  rendu  ex- 
trêmement facile  par  les  modifications  que  je  lui  ai 
fait  subir. 

Comme  dans  mes  autres  ouvrages  en  Mathéma- 
tiques, j'ai  développé  toutes  les  opérations,  persuadé 
que  ce  n'est  pas  en  dédaignant  d'entrer  dans  de  sem- 
blables détails,  qu'un  auteur  paraîtra  doué  de  plus 
vastes  conceptions,  et  qu'il  ne  doit  être  jugé  que  par 
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la  manière  dont  il  expose  ses  idées,  et  par  les  aperçus 
plus  ou  moins  nouveaux  renfermés  dans  ses  écrits. 

Une  telle  extension  donnée  aux  calculs  devait  né- 
cessairement rétrécir  l'espace  réservé  à  l'exposition  de 
la  partie  philosophique  de  l'ouvrage.  J'ai  cherché  à 
surmonter  cette  difficulté  par  beaucoup  de  précision, 
et  Ton  verra  que  je  me  suis  constamment  attaché  à 
rendre  raison  des  procédés  analytiques,  à  suivre  la 
marche  d'invention,  et  à  m'élever  progressivement 
des  idées  les  plus  simples  aux  résultats  les  plus  géné- 
raux. 

J'ai  souvent  fait  précéder  une  théorie  par  des  ré- 
flexions qui  tendent  à  en  faciliter  l'intelligence,  et  j'ai 
toujours  évité  d'adopter,  sans  démonstration,  ces  for- 
mules d'origine  inconnuer  dont  on  ne  peut  justifier 
l'emploi  que  par  le  résultat  auquel  on  parvient. 

A  la  suite  du  Calcul  intégral,  j'ai  traité  de  celui  des 
différences  finies,  qui  est  d'une  si  grande  utilité  dans 
la  théorie  des  suites*  L'ordre  et  les  tableaux  que  j'ai 
introduits  dans  cette  matière  abstruse,  doivent  sans 
doute  contribuer  à  en  rendre  l'ensemble  facile  à  sai- 
sir. J'ai  expliqué  avec  soin  la  méthode  d'interpola- 
tion de  Newton;  et,  par  des  considérations  puisées 
dans  le  fond  du  sujet,  je  suis  parvenu  aisément  aux 
formules  que  Lagrange  a  trouvées  pour  parvenir  au 
même  but.  Je  donne  ensuite  le  beau  théorème  d'Euler, 
par  lequel  l'intégrale  de  forme  finie  d'une  fonction 
dépend  de  ses  coefficients  différentiels;  et  je  fais  con- 
naître l'analogie  qui  existe  entre  les  différences  et  les 

puissances. 

Je  passe  de  là  au  Calcul  des  variations,  dont  je  dé- 
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montre  les  théorèmes  principaux  avec  une  grande 
généralité,  ce  qui  me  fournit  les  moyens  de  lever  plu- 
sieurs difficultés  qui  peuvent  nous  arrêter  dans  ce 
calcul . 

Enfin ,  j'ai  rejeté  dans  les  notes  deux  nouvelles  dé- 
monstrations de  la  règle  d'Euler,  pour  ramener  un 
problème  de  maxima  ou  minima  relatifs  à  un  problème 
de  maxima  ou  minima  absolus. 

Le  calcul  des  variations  a  toujours  passé  pour  très- 
abstrait;  je  pense  seulement  que,  comme  on  Ta  fait 
pour  d'autres  théories,  on  finira  par  le  dépouiller  de 
tout  ce  qu'il  a  d'épineux.  L'obscurité,  en  Mathéma- 
tiques, ne  provient  pas  seulement  d'un  ordre  de  pro- 
positions mal  établi,  mais  dérive  encore  des  lacunes 
qui,  même  dans  le  meilleur  plan,  peuvent  arrêter  la 
marche  de  la  pensée.  Voilà  recueil  que  j'ai  voulu 
éviter,  en  cherchant  à  lier  entre  elles  des  propositions 
isolées  par  des  démonstrations  dont  l'urgence  se  fai- 
sait sentir. 

Le  calcul  infinitésimal  se  composant  de  diverses 
théories  qui  souvent  sont  indépendantes  les  unes  des 
autres,  j'ai  cru  devoir  indiquer  par  de  plus  fins  car 
ractères  les  matières  qui  peuvent  être  supprimées  à 
une  première  lecture.  Par  là,  ceux  qui  ne  veulent  en- 
treprendre qu'une  étude  peu  approfondie  de  la  haute 
Géométrie  auront  la  faculté  de  ne  parcourir  que  les 
parties  les  plus  élémentaires  de  cet  ouvrage;  tandis 
que  ceux  qui  désirent  acquérir  des  connaissances  plus 
étendues,  après  s'être  familiarisés  davantage  avec  les 
principes,  parcourront  avec  plus  de  fruit  les  autres 
parties. 
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Quant  aux  notes  qui  terminent  cet  Ouvrage,  elles 
se  composent  de  quelques  démonstrations  nouvelles, 
et  de  choses  qui  auraient  pu  entraîner  des  longueurs, 
si  elles  n'eussent  été  traitées  à  part.  Mais  ce  qui  en 
forme  la  partie  la  plus  intéressante,  ce  sont  quelques 
théories  importantes  que  j'ai  beaucoup  modifiées  pour 
les  rendre  plus  intelligibles  et  plus  complètes. 


On  a  souvent  demandé  le  complément  du  Cours 
de  Mathématiques  de  mon  beau-père,  M.  Boucharlat. 

Dans  les  dernières  années  de  sa  vie,  il  s'était  vive- 
ment préoccupé  de  cette  pensée;  mais  la  mort  étant 
venue  le  surprendre  au  milieu  de  ses  travaux,  je  me 
propose  de  publier  prochainement,  et  d'après  ses 
notes,  un  Traité  élémentaire  d'Arithmétique,  d'Al- 
gèbre et  de  Géométrie. 

Je  n'ai  apporté  aucuns  changements  aux  Eléments 
de  Calcul  différentiel  et  de  Calcul  intégral,  à  la 
réimpression  desquels  je  viens  de  donner  mes  soins  : 
les  cinq  éditions  qui  précèdent  celle-ci  prouvent  suf- 
fisamment que  cet  ouvrage  a  eu  l'approbation  du 
public. 

Matbon  de  Fogêres, 

Chevalier  de  la  Légion  d'honneur,  membre  du  Conseil  général 
de  la  Loire ,  de  la  Société  Philo  technique. 
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CALCUL  DIFFÉRENTIEL. 


De  la  différentiation  des  quantités  algébriques. 

1 .  On  dit  qu'une  variable  est  Jonction  d'une  autre  va- 
riable* lorsque  la  première  est  égale  à  une  certaine  expres- 
sion analytique  composée  de  la  seconde  ;  par  exemple ,  y 
est  une  fonction  de  x  dans  les  équations  suivantes  : 


X2 


yz=.\ja2 —  x%     y  =  xs — 3  bx2,     yz=z—,     y  =  b -h  ex* . 

a 

2.  Considérons  une  fonction  dans  son  état  d'accroisse- 
ment ,  en  vertu  de  celui  de  la  variable  qu'elle  renferme  : 
toute  fonction  d'une  variable  x  pouvant  être  représentée 
par  l'ordonnée  d'une  courbe  BMM'  {fig.  i),  soient  AP  =  x 
et  PM  =  y,  les  coordonnées  d'un  point  M  de  cette  courbe, 
et  supposons  que  l'abscisse  AP  reçoive  un  accroissement 
PP'  =  h\  l'ordonnée  PM  deviendra  F  M'  =  y1.  Pour  ob- 
tenir la  valeur  de  cette  nouvelle  ordonnée,  on  voit  donc 
qu'il  faut  changer  x  en  x  -f-  h  dans  l'équation  de  la  courbe  ; 
et  la  valeur  que  cette  équation  déterminera  alors  pour  ja- 
sera celle  de  yf. 

i 


>.. 
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Par  exemple,  si  Ton  avait  l'équation  ^  =  mx!,  on 
obtiendrait  y'  en  changeant  x  en  x  -h  h  et  y  en  y\  et 
Ton  aurait 

on ,  en  développant , 

j'  =  mx1  -+-  2  mxA  -h  mh7 . 

3.  Prenons  maintenant  l'équation 

et  supposons  que  y  devienne  y'  lorsque  x  devient  x  -f-  h  : 
nous  aurons  donc 

et ,  en  exécutant  l'opération  indiquée  ? 

y'  =  4P»  -h  3x*A  -*-  3xAJ  -f-  #  : 

si  de  cette  équation  nous  retranchons  l'équation  (i),  il 
restera 

y'  —  y  =  3x'A  -f-  3x/r* -f-  A1  ; 

et ,  en  divisant  par  h , 

(a)  r  ~-r  =  3x»-f-3xÀ-M'. 

Voyons  ce  que  ce  résultat  nous  apprend  :  y9  — y  repré- 
sente l'accroissement  de  la  fonction  y  en  vertu  de  l'accrois- 
sement h  donné  à  x,  puisque  cette  différence  y'  — y  est 
celle  du  nouvel  état  de  grandeur  de  y  a  son  état  primitif. 

D'une  autre  part ,  l'accroissement  de  x  étant  A,  il  suit  de 

yr  —  y 

là  que  l'expression  - — 7-^-  est  le  rapport  de  l'accroissement 

de  la  fonction  y  à  celui  de  la  variable  x.  En  considérant  le 
second  membre  de  l'équation  (  2  ) ,  on  voit  que  ce  rapport 
diminue  d'autant  plus  que  h  diminue ,  et  que  lorsque  h 
devient  nul,  ce  rapport  se  réduit  à  ix1. 
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Ce  terme  3:r*  est  donc  la  limite  du  rapport  :  c'est 

vers  ce  terme  qu'il  tend  lorsqu'on  fait  diminuer  h. 

4.  Dans  l'hypothèse  de  h  =  o  l'accroissement  dejr  deve- 

i    y' —  X  >i  -    *  °        * 

nant  aussi  nul,   — -. —  se  réduit  a  ->    et  par  conséquent 

l'équation  (2)  devient 

'  o 

Cette  équation  n'a  rien  d'absurde,  parce  que  l'Algèbre 

nous  apprend  que  -  peut  représenter  toutes  sortes  de  quan- 
tités (*).  D'ailleurs  on  conçoit  que  puisqu'en  divisant  les 
deux  termes  d'une  fraction  par  un  même  nombre ,  cette 
fraction  ne  change  pas  de  valeur,  il  en  résulte  que  la  peti- 
tesse des  termes  d'une  fraction  n'influe  en  rien  sur  sa  valeur, 
et  que,  par  conséquent,  elle  peut  rester  la  même  lorsque 
ses  termes  sont  parvenus  au  dernier  degré  de  petitesse ,  c'est- 
à-dire  sont  devenus  nuls. 

La  fraction  -»  qui  se  trouve  dans  l'équation  (3) ,  est  un 

symbole  qui  a  remplacé  le  rapport  de  l'accroissement  de  la 
fonction  à  celui  de  la  variable  :  comme  ce  symbole  ne  laisse 

(  *  )  Pour  le  reconnaître ,  il  suffit  de  considérer  les  équations  du  premier 
degré;  en  effet,  tout  ce  qu'on  nous  demande  dans  celle-ci,  y  =  ax  -+-  b  , 
c'est  de  trouver  pour  y  une  valeur  composée  du  produit  d'un  certain  nom- 
bre x  par  à ,  et  de  la  quantité  b.  Or,  ce  nombre  x  est  tout  à  fait  arbitraire  ; 
il  peut  être  égal  à  1 ,  à  2,  à  3 ,  ou  à  toute  autre  quantité  numérique  :  et  les 
résultats  a -+-  b ,  2û  +  i,  3 a -j- b,  etc.,  qu'on  obtiendra  ainsi,  seront  tou- 
jours des  valeurs  convenables  de  y.  Il  n'en  serait  pas  de  même  si  l'on  avait 
une  seconde  équation  y=a'x-+-b'  entre  x  et/;  car,  en  éliminant  y,  on 

trouverait  x  = ;>  valeur  qui  n'est  plus  arbitraire,  et  qui  devient - 

a  —  a'  o 

dans  le  cas.  où,  l'on  a  b'  =  b  et  a  =  a'  ;  mais  aldrs  les  deux  équations  se  ré- 
duisent à  cette  seule  y  =  ax -+-  b ,  et  la  valeur  de  x,  comme  on  vient  de  le 

voir,  devient  une  quantité  indéterminée  qui  se  présente  sous*  la  forme  V* 

t. 


4  calcul  différem;iel. 

aucune  trace  de  cette  variable,  représentons-le  par  -r-  5 

alors  -p  nous  rappellera  que  la  fonction  était  y  et  que  la 

\JLttf 

variable  était  x  f*).  Mais  dy  et  d.z  ne  seront  pas  moins 
des  quantités  nulles ,  et  nous  aurons 

(4)  %  =  **■ 

dv 

-r^  ou  plutôt  sa  valeur  Sx*  est  le  coefficient  différentiel  de 

ùx       * 

la  fonction  r. 

dr 
Remarquons  que  -=-    étant  le  signe  qui  représente  la 

limite  3a:8  [comme  le  montre  l'équation  (4)] ,  àx  doit 
toujours  être  placé  sous  dy.  Cependant,  pour  faciliter  les 
opérations  de  l'Algèbre,  on  peut  momentanément  faire 
évanouir  le  dénominateur  de  l'équation  (4),  et  Ton  a 
dy  =  3  x9dx.  Cette  expression  3  x*dx  est  ce  "qu'on  appelle 
la  différentielle  de  la  fonction  y. 

o.  Cherchons  encore  la  différentielle  de  la  fonction 
a-4-3x2.  Pour  cet  effet,  il  faut  donc,  dans  l'équation 
y  =  a  -f-  3 ,r%  faire  x  =  x  -f-  /*  ;  et ,  en  changeant  y  en  y* \ 
cette  équation  deviendra 

y'=  a  +  3x7~h  &xh  -f-  3/i»; 

donc    #  ,    -  =  6x  -+-  3  h  ;  égalant  A  à  zéro ,  il  nous  vient 

dy 

-p  =  6x  :  donc  la  différentielle  cherchée  est  dy  =  6a:d.r. 

6.  Pour  troisième  exemple,  cherchons #la  différentielle 
de  y  =  ax*  —  A3  :  faisons  x  =  x  -f-  h ,  et  substituant  nous 

(•)  Ce  n'est  pas  la  première  fois  que,  dans  l'analyse,  un  signe  rattache 

une  quantité  à  celle  dont  elle  tire  son  origine.  C'est  ainsi  que  \/ï>  qui  repré- 
sente 1,4142' 36  •  •  »  nous  indique  que  ce  nombre  dérive  de  1  »  par  une  suite 
d'opérations. 
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avons 

y'  =  ax*  -+-  3ax*h  -+-  3oxA>  -+-  «A»  —  b*; 

donc 

r'  —  v 

' --^  =  3ûx>  -+-  3oxA  -*-  ûA»; 


passant  à  la  limite,  on  a 

àr       .       . 
dx 

Tel  est  le  coefficient  différentiel  de  la  fonction  proposée^ 
la  différentielle  sera  dy  =  3ax*dx.  -. 

7.  Proposons-nous  de  trouver  encore  la  différentielle  de 

y  = :  effectuant  la  division ,  on  trouve  y  =  1  -\-x  -h  x8} 

mettant  x  -+-  A  à  la  place  de  x,  et  y'  à  celle  de  y.  on  obtient 

y'  =  i  +x  +  A-f-x^H-aAx-f-  A% 
et  en  ordonnant  par  rapport  à  A, 

/  =  i+x  +  x,4-  (2x-Hi)  A -f-  A2; 


donc 


=  2J  +  I+  A; 


passant  à  la  limite,  onaj-=  2x4-1:  donc  la  différen- 

tieUe  de est  (ix  -hi)  dx. 

1 — x  v  ' 

8.  Prenons  encore  pour  exemple 

yz=  (xî-2flî)  (x*—  3û2S 

développant ,  on  a 

y  =  x4  —  5/isx*  -+-  6a*  ; 

substituant  x  -f-  A  à  x  et  y'  à  y,  et  ordonnant  ensuite  par 
rapport  à  A,  il  vient 

y'  =  x*  —  5ûjx:  H-  6û4  -h  (4**  —  10  <rx)  A 
-+-  (6x5  —  5n"  AJ  -h  4xAJ  -h  A*  ; 
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donc 


y  -y 


=  4*»  —  10 a7x  +  (6x2  —  5a2)  A  -f-  4xA»  -h  A3  ; 


passant  à  la  limite ,  on  a 

-i  =  4^  —  \oàlx\ 

QX 

et  en  multipliant  par  àx,  on  trouve  que  la  différentielle 
est 

dy  =  (4^  —  ioa2x)  àx. 

9.  L'expression  àx  est  elle-même  la  différentielle  de  x  ; 
car  soit  y  =  x ,  on  a  y1  =  x  -f-  A  ;  donc  y'  —  y  =  h ,  et 

par  conséquent  - — •—-  =  i .  Comme  la  quantité  h  n'entre 

pas  dans  le  second  membre  de  cette  équation ,  on  voit  que 

pour  passer  à  la  limite,  il  suffit  de  changer  — - —  en  -j—  > 

dv 
ce  qui  donne  -r-  =  1 $  donc,  dans  notre  hypothèse ,  dy  =  do:. 

40.  On  trouvera  de  même  que  la  différentielle  de  ax  est 
adx]  mais  si  l'on  avait  y  =  ax  4-  A,  on  obtiendrait  encore 
aàx  pour  la  différentielle.  D'où  il  suit  qu'une  constante  b 
qui  n'est  point  affectée  de  x ,  ne  donne  aucun  terme  à  la 
différentiation ,  ou ,  autrement  dit ,  n'a  point  de  différen- 
tielle. 

On  peut  d'ailleurs  considérer  que  si  l'on  a  y  =  A,  c'est  le 
cas  où  a  est  nul  dans  l'équation  y  =  ax  -+-  A,  et  où  par 

conséquent,  -z—  =  a  se  réduisant  à  -r-  =  o ,  il  n'y  a  ni 
^  dx  dx  7  J 

limite  ni  différentielle. 

41.  Il  est  à  observer  que  quelquefois  l'accroissement  de 
la  variable  est  négatif;  dans  ce  cas ,  il  faut  substituer  x  —  h 
à  X,  et  opérer  comme  précédemment. 
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Ainsi,  pour  trouver  la  différentielle  de  ax*  lorsque 
l'accroissement  est  négatif,  on  remplacera  x  par  x  —  h ,  et 
Ton  aura 

y' =  ax* — 3ax*à  -+-  3axh* —  ah*\ 
donc 

y  "7^  =  —  3*r5  -+-  Zaxh  —  ah*  : 
h 

Q  Y 

passant  à  la  limite,  on  aura  -r—  =  —  3ax*,  et  par  con- 

U  X 

séquent  dy  =  —  5ax*dx. 

On  voit  que  cela  revient  à  supposer  dx  négatif  dans  la 
différentielle  dey  calculée  dans  l'hypothèse  d'un  accroisse- 
ment positif. 

12.  Avant  que  d'aller  plus  loin,  faisons  une  remarque 
essentielle,  c'est  que  dans  une  équation  dont  le  second 
membre  est  une  fonction  de  x,  et  que  pour  cette  raison 
nous  représenterons  généralement  par  y=.fx,  si  l'on 
change  x  en  x  H-  h ,  et  qu'après  avoir  ordonné  par  rapport 
aux  puissances  de  h ,  on  trouve  le  développement  suivant 

X'  =  A  -h  Bà  -f-  Ch7  +  D# -4-  . . . , 

on  doit  toujours  avoir  y  =  A.  En  effet,  si  l'on  fait  A  =  o, 
le  second  membre  se  réduit  à  A;  i  l'égard  du  premier 
membre ,  comme  nous  n'avons  accentué  y  que  pour  mar- 
quer que  y  éprouvait  un  certain  changement  lorsque  x 
devenait  x  -f-  h ,  il  faudra ,  lorsque  h  sera  nul ,  que  nous 
supprimions  l'accent  de  y,  et  l'équation  (a)  se  réduira 
alors  à 

y  =  A. 

13.  Ceci  va  nous  donner  les  moyens  de  généraliser  le 
procédé  de  la  différentiation.  En  effet,  si  dans  l'équation 
y  =  fx,  dans  laquelle  on  est  censé  connaître  l'expression 
représentée  par  fx,  on  a  mis  x-hh  à  la  place  de  x  ^  et 
qu'après  avoir  ordonné  par  rapport  aux  puissances  de  h , 


i 


^:- 
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on  ait  pu  obtenir  le  développement  suivant 

r'  =  À-hB*4-CA2-hDA*-f-  . 

ou  plutôt .  d'après  l'article  précédent , 

y'  =  y  -h  BA  -h  Chr  -h  . . . , 
on  aura 

donc 

~r  Tr  =  B  H-  CA  -h  . . . , 


et  en  passant  à  la  limite.  -=—  =  B.  Ce  qui  nous  apprend 

que  le  coefficient  différentiel  est  égal  au  coefficient  du  terme 
qui  contient  la  première  puissance  de  h  dans  le  développe- 
ment de  f  (x  -h  A)  ordonné  par  rapport  aux  puissances 
ascendantes  de  h. 

14.  Si  au  lieu  d'une  fonction  y  qui  change  d'état  en 
vertu  de  l'accroissement  donné  à  la  variable  x  qu'elle 
renferme ,  on  a  deux  fonctions  y  et  z  de  cette  même  va- 
riable x ,  et  que  Ton  sache  trouver  en  particulier  les  diffé- 
rentielles de  chacune  de  ces  fonctions ,  il  sera  facile  par  la 
démonstration  suivante  .  d'en  conclure  la  différentielle  du 
produit  zy  de  ces  fonctions.  En  effet ,  si  Ton  substitue  x-hh 
à  la  place  de  x  dans  y  et  dans  z ,  on  obtiendra  deux  déve- 
loppements qui ,  étant  ordonnés  par  rapport  aux  puissances 
de  h ,  pourront  être  représentés  ainsi  : 

(5)  jr'srjr  +  AA+Btf-l-  .... 

(6)  2'=2+A'A  +  B'A,+  ..-; 

passant  à  la  limite ,  on  trouvera 

dx  dx 

multipliant  les  équations  (5)  et  (6)  l'une  par  l'autre,  nous 
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obtiendrons 

z'y'  =  zy  +  kzh   4-  Bzh7  -h  .  . . 

-h  Myh  -f-  AA'A2-+-  ... 

-h  B'jà5  H-  .  .  . 
donc 

Z  y   TZy  =  Az  -h  À'j  +  (Bz  -h  AA'  •+•  B'^)  h  -H  .  • .; 

passant  à  la  limite ,  et  indiquant  par  un  point  l'expression 
qui  doit  être  différentiée ,  on  obtiendra 

d •  *y       k         A , 

■d7  =  Al  +  A^ 

mettant  au  lieu  de  A  et  de  A'  leurs  valeurs  données  par- 
les équations  (  7  ) ,  il  viendra 

d .  zy         zdy       fdz 


dx  dx  dx 

et  en  supprimant  le  diviseur  commun  d.r, 

d.zy  =:  zdy  -h  ydz. 

Ainsi y  pour  trouver  la  différentielle  d'un  produit  de 
deux  "variables ,  il  faut  multiplier  chacune  par  la  diffé- 
rentielle de  Vautre ,  et  ajouter  les  produits. 

15.  Au  moyen  de  cette  règle,  on  trouvera  facilement  la 
différentielle  d'un  produit  de  trois  variables. 

Soit,  par  exemple,  yzu  :  faisons  yz  =  £,  nous  aurons 
donc  à.. yzu  =  d.tu. 

Or,  d'après  ce  qui  précède , 

(8)  d.tu  =  fda-h  udt; 

et  puisque  t  =  yz ,  on  a  dt  =  y  àz  :  -+-  zdy  :  mettant  donc 
ces  valeurs  de  t  et  de  dt  dans  l'équation  (8) ,  elle  se  chan- 
gera en  drjzu  =  yz  du  -+-  uydz  -f-  uzdy. 

On  voit  que  la  même  règle  subsiste  encore  pour  un  pro- 
duit de  trois  variables ,  c'est-à-dire  qu'*7  faut  écrire  le  pro- 
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duk  yzu ,  et  remplacer  successivement  chaque  variable  par 
sa  différentielle y  et  ajouter  ces  produits. 

La  même  règle  a  lieu  pour  un  plus  grand  nombre  de 
variables. 

16.  La  différentielle  d'une  fraction  -  est -  :  car 

y  y7 

supposons  -  =  r,  nous    avons   z  =yt\   donc   (art.  14) 

àz  =  ydt  -f-  tdjr }    d'où  nous  tirons  ydt  =  dz  —  tdy  ; 
mettant  dans  le  second  membre  la  valeur  de  £,  il  vient 

ydt  =  dz dy  ;  réduisant  au  même  dénominateur,  et 

divisant  ensuite  par  y,  on  a 

yàz  —  zdy                    z       ydz  —  zdy 
dt  = — —     ou     d.-=' . — -• 

y2  y  y7 

17.  Si  dans  l'équation  d . yzu=zyzdu-\-yudz-\-zudy 
(art.  15)  on  divise  tous  les  termes  par  yzu,  on  obtiendra 

à,  yzu       du       àz        dy 

yzu    "~~   *  z  y 

En  général ,  en  divisant  la  différentielle  d'un  produit 
d'un  nombre  quelconque  de  variables  par  ce  produit ,  on 
trouvera 

,    .  à.xyztu.  .  .        Ax       dy       dz       dt       du 

(9  J- = h— H h  -H 

w  xyzlu...  x         y  z         t         u 

Si  x ,  y,  z ,  t ,  u ,  etc. ,  sont  égaux  à  x  et  en  nombre 
m ,  on  aura  dans  le  second  membre  de  cette  équation  un 

dx 
nombre  m  de  termes  égaux  à  — ;  ce  second  membre- se 

x 

changera  donc  en *  et  l'équation  (9)  deviendra 

X 

d.x"1  dx 

=  m  —  ? 

xm  x 


y 
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et  en  multipliant  par  #"*,  on  aura 

d.<rm  =  mxm'mXdx. 

18.  D'où  Ton  peut  conclure  cette  règle  :  Lorsqu'une 
variable  est  élevée  à  une  puissance  m ,  pour  avoir  la  diffé- 
rentielle, il  faut,  i°  changer  V exposant  en  coefficient  ; 
20  affecterla  variable  d'un  exposant  moindre  d'une  unité  ; 
3°  multiplier  ensuite  ce  produit  pa?\dx. 

19.  Si  l'exposant  était  fractionnaire  ou  négatif,  la  même 

règle  aurait  lieu.  Pour  démontrer   ce  premier  cas,  soit 

p 
y  =  x   ;  en  élevant  les  deux  membres  à  la  puissance  <7,  on 

aura  yi^=.xY\  donc  (art.  18)  qyi~ldy  =  pxP~ldx,  d'où 
Ton  tire 

A  P  X?~X  A 

a  y  =  —  ax  ; 

xP 
et  comme  xp~x  peut  se  mettre  sous  la  forme  — *  et  que  de 

X 

même  r?-1  =  —  *  en  substituant  ces  valeurs ,  on  a 

7  ■ 

qyq* 

et  à  cause  de  x^  =  y%  l'équation  précédente  se  réduit  à 

d.r  =  ^d*; 

q  x 

mettant  enfin  pour  y  sa  valeur,  on  obtient 

p 

d/  = dx;  • 

q    x 

et  en  faisant  passer  le  diviseur  x  en  exposant ,  on  a 

P    *- 

1  '  • 

p 
ce  qui  est  la  même  chose  que  la  différentielle  de  y  =x  xq 

qu'on  aurait  obtenue  en  faisant  usage  de  la  règle  du  n°  18. 
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Pour  démontrer  le  cas  où  l'exposant  est  négatif,  soit 

y  =  x~~?,  ce  qui  revient  à  y  =  —  \  différentiant   par  la 
règle  des  fractions  (art.  16) ,  nous  aurons 

x^d.  i  —  i  .dx? 


dy  = 


xry^xP 


et  comme  l'unité  n'a  point  de  différentielle,  étant  une  con- 
stante (art.  10) *  cette  expression  se  réduit  à  à  y  = ^—  ; 

effectuant  la  différentiation  indiquée   (art.  18),  on  aura 

pxP — '  dx 
Ay  =  —  - — ?  et  en  retranchant  l'exposant   ip  de 

l'exposant  p  — i ,  il  vient  enfin  djr  =  —  px~r~l  dx ,  ainsi 
qu'on  F  aurait  trouvé  en  faisant  usage  de  la  règle  du  n°  18. 
Concluons  donc  que  cette  règle  a  lieu ,  quel  que  soit  l'expo- 
sant de  x ,  c'est-à-dire  pour  un  exposant  entier,  négatif  ou 
fractionnaire. 

20.  On  peut  parvenir  immédiatement  à  la  différentielle  de  -r" 
par  la  considération  du  binôme,  de  la  manière  suivante  :  faisant 
x  =  x  -f-  h ,  dans  y  =  x*,  on  obtient 

.r'=(*-M)-, 

et  en  développant  par  la  formule  du  binôme ,  on  trouve 

m — i        ,,.  m — i    m — 2        ,,, 

r'=xm-hmxm-1  h-\-m . x—2à5-Hw. - — x*-"3A3-K..; 

a  2  3 

retranchant  de  cette  équation  la  précédente,  et  divisant  par  h  ,  il 
reste 

y' — y  #                     m — *          ,          m — *    m — 2    -  ,  *, 
'?—rï-=mxm-l+m. x^'-ih+m. _-x— 3As-h 

Il  2  2  3 

Passant  à  la  limite,  en  faisant  h  =  o,  on  obtient 

dr 
#       -^-=zmxm~\      donc     dy=mxm-t  dx, 

et  en  remettant  la  valeur  de  y,  on  a 

d.x*  =  mxrs  dx. 


\ 
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21.  Si  l'on  remplace  les  radicaux  par  des  exposants  frac- 
tionnaires, la  règle  du  n°  18  pourra  donc  servir  à  différen- 
tier  ces  sortes  de  quantités.  Par  exemple,  pour  trouver  la 

différentielle  de  y'z,  on  écrira  s%  dont  la  différentielle 

sera  j  z    7  àz  =  — p?  ce  qui  nous  apprend  que ,  pour  avoir 

la  différentielle  de  la  racine  carrée  d'une  quantité  varia- 
blej  il  faut  diviser  la  différentielle  de  cette  quantité  par 
le  double  du  radical. 

De  la  différentiation  d'une  somme  de  fonctions. 

22.  Pour  différentier  une  quantité  qui  renferme  plu- 
sieurs termes ,  le  procédé  serait  bien  long  s'il  fallait  tou- 
jours tenir  lfl.  marche  que  nous  avons  suivie ,  en  cherchant 
d'abord  la  valeur  de  y'  pour  en  déduire  ensuite  celle  de 

,  ?  et  passer  à  la  limite,  en  faisant  h  =  o.  Heureuse- 
ment que,  lorsqu'on  sait  différentier  en  particulier  chaque 
terme,  on  peut  suivre  une  voie  plus  simple,  en  vertu  d'un 
théorème  qui  se  réduit  à  cette  proposition  :  la  différentielle 
d'une  somme  de  fonctions  est  égale  à  la  somme  des  diffé- 
rentielles de  ces  fonctions. 

Pour  le  démontrer,  soient  donc  f  F,  <p,  etc.,  les  signes 
indicatifs  de  ces  diverses  fonctions  dont  j*  se  compose,  et 
supposons  que  nous  ayons 

y  =  fx  -h  F  x  -h  yx  + .  .  . , 

dont  il  faille  chercher  la  différentielle. 

Si  nous  mettons  x  -+-  h  à  la  place  de  x  dans  ces  fonc- 
tions; comme  par  hypothèse,  on  sait  les  développer  cha- 
cune en  particulier  suivant  les  puissances  de  h ,  nous  pour- 
rons représenter  le  résultat  par 

y'  =  fx  +  kh  +  h!h>+... 
-h¥x-hBh-+.B'h*-h..  . 
-h  <p x  H-  C//  -+-  Qlh-  -f- . .  .  y 
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rassemblant  les  termes  multipliés  par  les  mêmes  puissances 
de  A,  et  retranchant^,  nous  trouverons 

passons  à  la  limite , 

dr 

VL  =  A-hB-4-C      et      dy  —  kdx  -h  Bd.r  H- Cd*. 

ax 

A ,  B,  C  étant  les  termes  qui  sont  multipliés  par  la  première 
puissance  de  h  dans  les  développements  de  f(x-h  A),  de 
F(x-t-A),etde  <f(x-hh)y  il  en  résulte  que  Adar-j-BdaH-Cdo: 
représentent  la  somme  des  différentielles  des  fonctions  pro- 
posées. 

23.  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  sup- 
posons qu'on  ait  à  trouver  la  différentielle  de 

y  =  ax*  -+-  b7x*  H-  e*  y^r  ; 


s 


nous  savons,  par  l'art.  10,  que  la  différentille  de  ax 
est  ad.xz\  et  en  exécutant,  d'après  l'art.  18,  la  diffé- 
rentiation  indiquée,  il  vient  a  .Zx%àx\  et  en  mettant  le 
coefficient  numérique  en  dehors,  on  obtient  5ax*dx.  En 
agissant  de  même  à  l'égard  de  la  constante  4%  on  trouvera 
que  la  différentielle  de  Wx*  est  2  b*xàx\  d'un  autre  côté, 

l'art.    21   nous  apprend   que   e4  yx  a  pour  différentielle, 

d  x 
e4  — -=•  Ajoutant  donc  ces  résultats,  nous  trouverons 

2  \jx 

e*dx 


dy  =  3ax2dx+  zb2xdx  4- 


2  >[x 

24.  En  général,  lorsque,  dans  une  expression  que  Ton 
veut  différentier,  une  constante  entre  comme  facteur  d'une 
fonction  de  x,  il  faut  différentier  comme  si  cette  constante 
n'existait  pas,  et  multiplier  ensuite  par  cette  constante. 

25.  Si,  au  contraire,  une  constante  n'est  point  affectée 
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<Tutie  fonction  de  x,  elle  ne  fournit,  comme  nous  l'avons  vu 
(art.  10) ,  aucun  terme  à  la  différentielle. 


De  la  manière  de  faciliter  la  différentiation  de*  fonctions  compli- 
quées, et  d'éviter  l'opération  de  l'élimination,  lorsque  la  fonction  y 
n'est  pas  immédiatement  exprimée  au  moyen  de  la  variable  r. 

26.  Quelquefois  la  fonction  y  et  la  variable  x  ne  sont 

pas  données  par  une  même  équation.  Par  exemple,  si  Ton 

avait  les  deux  équations  des  formes  suivantes  y  =fu,  et 

u  =  <px,  le  premier  moyen  qui  se  présenterait  pour  obte- 

àr 
nir  le  coefficient  différentiel  -f-  serait  d'éliminer  u  entre 

ax 

ces  deux  équations ,  pour  pouvoir  y  appliquer  le  procédé 
de  la  différentiation  *,  mais ,  sans  avoir  recours  à  cette  opé- 
ration préliminaire,   on  peut  obtenir  immédiatement  le 

coefficient  différentiel  -p-  :  c'est  ce  qui  va  être  l'objet  de  la 

démon tration  suivante. 

Supposons  donc  que  dans  l'équajion  u  =  <p .r,  on  mette 
x  -+-  h  à  la  place  de  x  et  qu'alors  u  devienne  u'  =  u  ■+-  fc, 
c'est-à-dire  se  compose  de  la  fonction  primitive  et  d'un 
certain  accroissement  (art.  12)  que  nous  représenterons 
par  A;  admettons  encore  qu'en  substituant  ensuite  u-\-k 
à  la  place  de  u  dans  l'équation  y  =  fu ,  la  fonction  y  de- 
vienne y'  :  si ,  en  développant  ces  fonctions  de  u  et  de  x 
par  rapport  aux  puissances  de  leurs  accroissements,  la 
substitution  de  x  -f-  h  à  la  place  de  x  dans  la  fonction  u  r 
nous  donne 

ur  =  u  -h  qh+'q'h2-*-  q"h*  +  .  .  .  ; 

et  que  la  substitution  de  u  +  h  à  la  place  de  u  dans  la  fonc- 
tion y,  nous  donne 

y'  —  y  +pk  -h  p'k*  -f-  p" fr  -4- .  .  ., 
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on  obtiendra 


h'  —  u 


Multipliant  ces  équations  terme  à  terme ,  on  aura 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  se  réduire  ; 
car  l'accroissement  de  u  étant  représenté  par  A,  est  donc 

égal  à  m'  —  u  :  par  conséquent ,  au  lieu  de      ,  J = —  , 

•  fi  h 

nous  pouvons  écrire  - — j-^  ;   et  en  mettant  x'  —  x  à  la 
place  de  A,  l'équation  précédente  devient 

[il)  Ç^==(q^qfh^qtfh^...)(p^p'k^p''k^...). 

Lorsque  h  est  nul,  A* s'évanouit  aussi  (puisque  u  n'a  pris 
l'accroissement  k  que  parce  que  x  est  devenu  o:  +  A);  par 
conséquent,  dans  le  cas  où  A==  o,  qui  est  celui  de  la  limite, 
l'équation  (n)  se  change  en 

dr 

Pour  déterminer  p  et  <jr,  il  faut  supposer  h  et  k  nuls  dans 
les  équations  (10),  et  ces  équations  donnent 

ày  du 

Substituant  ces  valeurs  de  p  et  de  q  dans  l'équation  (ta), 
on  obtiendra 
fi3)  dy___dxdu 
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Ce  résultat  nous  apprend  que  si  Ton  a  deux  équations 
y =fu  et  u  =  (fX)  et  qu'on  en  tire  les  valeurs  des  coeffi- 

cients  différentiels  -—-  et  ~r- »  ^  suffira  de  multiplier  ces 

du        ax  * 

valeurs  entre  elles  pour  avoir  celle  de  —• 

27.  Si  Ton  a ,  par  exemple ,  le»  équations  y  =  3  u1  et 
u  =  x*  -f-  ax*,  on  trouvera 

d;r       ~  d/t 

dx  d.z 

■ 

donc ,  en  multipliant  ces  équations  terme  à  terme ,  on  ob- 
tiendra 

-^  =  6u(3x>  +  zax)  =  6(x>  -t-  ax>)  (3x*  +  zax). 
ax  ' 

28.  La  formule  (i3)  est  d'un  grand  usage  pour  différen- 
tier  des  quantités  compliquées  \  donnons-en  quelques  appli- 
cations. 

i°.  Cherchons  la  différentielle  de 

i 

cela  se  réduit  à  trouver  le  coefficient  différentiel  -—•  Pour 

ax 

i  — - 

cet  effet,  faisons  i  -f-  x*  =  u ,  alors  y  =  — -.  =  u    %  et  les 

équations  y  =fu  et  u  =  (p  x  (art.  26) ,  sont  donc  représen- 

j_ 

tées  ici  par  y=u    7 ,  et  par  u  =  i  -+-  rr*. 

Différentiant  ces  équations  (art.  18) ,  et  divisant  la  pre*- 
mière  par  dix,  et  la  seconde  par  dx,  on  trouve 

dr  .    -t  i  /         ,n-t      dii 

du  dx 

multipliant  ces  coefficients  différentiels  entre  eux ,  on  a 

dy  ,  v—  4  —  # 


d*  Vfi+O1 
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donc 

—  xdx 
i«4)  dr  = 


Soit  encore  y  =  (/i  4-  ftx")"  ;  pour  trouver  la  différentielle, 
faisons  a  -f-  for"  =  ii}  nous  aurons  les  équations  y  =  «", 
2/  =  a  -f-  for"  9  donc 

dr  ,         ,  d« 

V1  =  /!«*-'  =  «  fû  -+-  £x*V-'        —  =  £/»x~-'; 

du  dx 

multipliant  entre  eux  ces  coefficients  différentiels,  on  ob- 
tiendra 

dr 

dx 

29.  Pour  troisième  exemple ,  soit 


supposons 


r=(«+i/*-p)': 


o =  «  : 

x- 


donc 

(i5)  j  =  (a  -h  v^4  ; 

differentiant  l'équation  précédente,  nous  avons 

.          2  rx  d  x 
d  a  = : 

x* 

donc 

du       ic 

dx        x3 

L'équation  (i5)  donne 

dy  =  4  (*  H-  V7»)3  d  (a  +  V^*)  =  4  ( *  +  V  ")* 


et  en  mettant  pour  u  sa  valeur,  il  vient 


2 


V=' 


DES    DIFFÉRENTIELLES    SUCCESSIVES.  19 

multipliant  ces  coefficients  différentiels  entre  eux ,  on  a 


dx 


M-v^r. 


On  pourrait  prendre  encore  pour  exemple 

et  l'on  trouverait 

dj  _  3(«-f-  \fx)2 

dx  ?  ^x 

De»  différentielle*  successive». 

30.  Soit  y  une  fonction  de  x  \  si  elle  est  différentiée ,  on 
trouvera  un  résultat  de  la  forme  pdx  (p  étant  une  quantité 
qui  peut  renfermer  x)  $  si  p  renferme  x ,  nous  pourrons 
aussi  différentier  p ,  et  obtenir  un  résultat  représenté  par 
qdx'y  opérant  de  même  par  rapport  à  q ,  le  résultat  rdx 
sera  encore  de  la  même  forme,  ainsi  de  suite,  pdx,  qdx, 
rdx,  etc.,  sont  les  différentielles,  successives  de  y.  Par 
exemple,  si  l'on  a  y  =  ax8,  on  trouvera  d^=3tfxsda:  ;  donc 
p=z3ax*.  Différentiant  de  nouveau,  on  a  dp  =  6axdx; 
donc  q  =  6ax.  Différentiant  encore,  dq  =  6aàx\  donc 
r=6a.  Ici  la  différentiation  ne  peut  plus  avoir  lieu, 
puisque  6  a  est  une  constante. 

Les  équations 

dr 
dy  =r  pdx    donnent,  en  divisant  par  dx ,     ~—  =  p  t 

dp 
dp^zqdx      1 —  =  q, 

dq 
À9  =  rdx      ^^r, 
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q  étant  obtenu  par  deux  différentiations  successives ,  et 

en  divisant  chaque  fois  par  dx ,  nous  représenterons  cette 

,     .  d2r  d\r  ■. 

opération  par  -=— -,  et  nous  aurons  -r-~  =  Ç)  de  même,  en 

différentiant  de  nouveau  et  en  divisant  par  dx  ,  nous  au- 

d\r 
rons  -r-4  =  r:  ainsi  de  suite. 
dx3  ' 

dy      est  la  différentielle  première  de  y  ; 
d  *  y     en  est  la  différentielle  seconde  ; 
d *y     en  est  la  différentielle  troisième  ; 


Théorème  de  Maclaurin  (•  ). 

31  •  Soit  y  une  fonction  de  x  \  ordonnons-la  par  rapport 
à  x,  et  supposons 

(16)  y  =  A+B^  +  C^  +  Dx'+E^-f-  . ..  , 

nous  aurons,  en  différentiant  et  en  divisant  par  dx, 

dx 

à1  y 

-^=...2C    4-2.3Dx-H    3.4E^H-.., 

d3r 

-^-=r 2.3D       +2.3.4E*  -+-  ..  ., 

dx3 

Représentons  par     ( y)     ce  que  devient  y  quand  x  =  o , 

•  par  (  -p-  J    ce  que  devient  -J-  quand  x  =  o , 

par  (di) ce  (Iue  devient  ai  quand  *  ==  °' 

(*)  Ce  théorème,  comme  l'a  fait  observer  M.  Peacock,  avait  été  trouvé 
par  Stirling,  dès  1717,  et  par  conséquent  avant  que  Maclaurin  en  fît 
usage. 


THÉORÈME    DE    MÀCUllRIN.  21 

ainsi  de  suite;  les  équations  précédentes  nous  donneront 

w=*.  (£)=»•  (S)-».  (S)-». 

d'où  nous  tirerons 

™    -fê).    '  =  ♦(£)•    .-^(g). 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (16),  elle  deviendra 

Telle  est  la  formule  de  Maclaurin. 

32.  Pour  première  application ,  prenons  y  =  \ 

nous  trouverons,  en  diflérentiant  par  l'art.  46, 

.     (a-i-x)d.i —  ï  .d(a-}-x) do: 

y  ""  (a+xf  "~  ~~  (a  +  x)*  ' 

d'où  nous  conclurons 

dy  ï 


dx  (a+xf* 

diflerentiant  de  nouveau ,  nous  trouverons  successivement 


d7jr        i{a-\-x)  2 

«H?  ~~  {a-\-xy   ~~  («  +  *)*' 

d3j  __       2 . 3  ( #  -+-  *)s 2.3 

J?  ~~        (<i4-i)6    -~  ~~  (t  +  xy' 

Jê  m*  fit  y* 

Faisant  donc  x  =  o  dans  les  valeurs  de  y,  de  -—•»  de  t^> 

y  7        do:         d-e2 

de  -r— -ï  etc.,  nous  trouverons 
dx*  7 

/   x"     »    (*y\  *    /d3r\      2    /d3r\         2.3 

substituant  ces  valeurs  et  celle  de  y  dans  la  formule  (17), 
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nous  obtiendrons 


x        x1       x3 


a  -+-  x        a'      a*        a1        a* 


33.  Pour  seconde  application,  prenons1^  =  sja?  ■+-  bxj 
nous  avons  donc 

y  =  (<?*-+-  bx)7 
fe  =!(«»+ fa)"**  ==i   ,     *         , 
d2  v  -3-  i-  i  A2 

JZ=_|.±(*»-+-te)  't's-T-a^L^i 

à*7  Sl{a*  +  bxf 

d»  v  -i.  1    1    i.  A3 

d^3  V  v/(«24-fa)5 

Si  nous  faisons  x  =  o ,  ces  valeurs  deviendront 

<„  =  <*,♦  =  ..  (g) _ t. i.  (g)  _ _UE, 


ds/\  _ *-*-**' 


\d*3;~ 


a& 


,   .    .    . 


substituant  dans  la  formule  (17)  ces  valeurs  de  (y),  de 

(aï)  ' de  (ë)  ' de  (aï)  ' etc-  ' on  trouyera 

,  rtv  , =—  fa        b*x*        b3x* 

(18)  Vfl24-fa  =  «H "q-t  H--S-1— •••  • 

34.  Pour  troisième  exemple,  prenons  y  =  (a  +  x)m  -, 
nous  trouverons,  en  différentiant, 

d  x 


d2r 

—  =  /w(w—  1)  («+*)—■ 


2 


d3r 
d#3 


DIFFÉRENTIATION    DES    QUANTITÉS    TRANSCENDANTES.       a3 

Faisant  x = o,  U  valeur  de  y  se  réduit  à  am  5  donc  (y  )  =  am, 
et  les  coefficients  différentiels  ci-dessus  deviennent 

Substituant  ces  valeurs  de  (y),  de  f  -7—  J,  de( -p^  ),etc, 
dans  l'équation  (18),  on  trouve 

(  a  +  x  )m  =  am  -+-  mam~x  x  -f-  m  - am~7  x7 

(-)(':Vi-+....  [tein.] 


m 


De  la  différentiation  des  quantités  transcendantes. 

35.  Les  quantités  transcendantes  sont  celles  qu'affectent 
des  exposants  variables,  des  logarithmes,  des  sirïus ,  des 
cosinus,  etc. 

36.  Proposons-nous  de  différentier  d'abord  ax.  Soit 
donc  yz=.ax,  changeons  x  en  x-hh  et  j  en  j';  cette 
équation  deviendra       y*  =  ax+A,     ou  plutôt 

(19)  y'=iaxak (Notell.) 

Il  faut  donc  développer  cette  expression  par  rapport  aux 
puissances  de  h ,  et  trouver  ensuite  les  termes  multipliés 
par  la  première  $  or,  pour  que  ah  puis.sè  se  développer  par 
la  formule  du  binôme ,  je  ferai  a  =  1  +  b ,  et  par  consé- 
quent ah  deviendra 

(,4-ô)*  =  H-Â-4-A(A  —  1)—  +  h(h-\){h-i) 
_-+*(4-1,{*-»)(*-3)5X?  +  "---- 

I  ■         I  _    Il  I  II  — ■ " ■ -      -    -         -  "  —^ *^  I        MM     ■     »  ■  ■  ■ 

(  *)  y  oyez  les  Notes  à  la  fin  de  l'ouvrage. 


* 
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On  peut  trouver  les  termes  multipliés  par  la  première 
puissance  de  h  sans  former  tous  les  produits  indiqués  par 
le  second  membre  de  l'équation  (  20) .  Pour  cela ,  on  s'aper- 
cevra d'abord  que  les  termes  qui  contiennent  la  première 
puissance  de  h  dans  le  second  et  dans  le  troisième  terme  de 

b                b2 
l'équation  (20)  sont  -  h  et /*.  A  l'égard  des  autres  , 

nous  remarquerons  que  si  dans  un  produit  tel  que 

A(A—  i)(/i  —  a)(A  — 3)..., 
la  partie 

(A—i)(A  — 2)(/*—3)... 

est  composée  de  n  facteurs,  son  développement,  d'après  la 
théorie  des  équations ,  sera  de  la  forme 

hn  4-  A  A"-1 4-  Bhn~2 .  . .  4-  M//  4-  N , 

c'est-à-dire  qu'on  aura 

(21)  A(À-i)(A-2)(A-3)...=  A(AB+A/r,..,-HM/<  +  N), 

ou,  en  exécutant  l'opération  indiquée  dans  le  second 
membre,  il  vient 

h  (h  —  1)  {h  —  2)  (h  —  3)...  ==  A"*' 4-  A  A»...  -+-  MA2 -h  NA, 

et  l'on  voit  que  le  terme  qui  contient  la  première  puissance 
de  h  dans  le  produit  h  (h  —  1)  (h  —  2)  (h  —  3) ,  etc.,  sera 
NA.  Examinons  maintenant  comment  se  compose  le  coeffi- 
cient N.  Or  l'Algèbre  nous  apprend  encore  que  dans  un 
produit  tel  que  (A  — .1)  (A  —  2)  (A  —  3) ,  etc.,  dont  le  déve- 
loppement est  hn 4-  hn~~l ...  4-  MA  4-  N,  le  dernier  terme  N 
de  ce  développement  se  compose  du  produit  des  secondes 
parties  —  1 ,  —  2 ,  —  3 ,  etc. ,  des  binômes  A  — 1 ,  A  —  2 , 
A —  3,  etc. ,  c'est-à-dire  qu'on  a,  en  général, 

N  =  -iX-2X-3x-4-" 
Ainsi,  eu  considérant  le  quatrième  terme A  (A — 1)  (A —  2) 

1  .  y< 
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de  l'équation  (ao) ,  nous  voyons  que  le  développement  de 
la  partie  (A— i)  (A — 2)  qu'il  renferme  sera  de  la  forme 
h'  -+-  A  h  -+-  N  et  »ora  le  produit  —  1  X  —  a  pour  valeur 
de  N;  par  conséquent  la  partie  affectée  de  ]a  première  puis- 
sance de  A  que  nous  fournira  ce  terme,  sera 
£'  b1 

Ï3X'—  x—>*=t*- 

En  considérant  ensuite  le  cinquième  terme  de  l'équation  {30}, 
on  verra  de  même  que  le  terme  affecté  de  la  première  puis- 
sance de  h  qu'il  renferme,  doit  être 

— t-jX(-  IX  —  iX-  3)A  =  -TA; 
a. i. 4  4 

et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  nous  aurons 

(i-r-iP=i-t-  [ h~ r-  -  -  )  A -t- termes  en  h',  en  A1,  etc., 

\i      2       3      4       / 

et  en  remplaçant  fi  H   b)  par  sa  valeur  a,  ou  aura 

(b      b'      b'      b'       \  ,  .,       ,. 

«*  =  i-|-  I 1-  -ç- jr.  .  .  )  /i  +  termcsenh',enh',elc. 

\i        2        3        4         / 

Représentons  I h-~  — -?•■  •  )  p"  A,  on  obtiendra 

a*=  1  ■+•  A  A. -t-  termes  en  A*,  en  A',  etc.; 
par  cette  valeur,  l'équation  ,}''  =  a'a*,  deviendra 
j*'  =  Br-î- A^A  -i-  termes  en  A',  e/t  A1,  etc. 

Si  nous  en  retranchons  l'équation  primitive  y  =  à",  il 
restera^' — y  =  Aa'h  -h termes  en  A1,  en  h*,  etc.;  passant 
à  la  limite, on  trouvera 

<->  £=*-■ 

et  en  mettant  la  valeur  de  j-,  on  obtiendra 
(,3)  ^  =  A«>. 
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37.  La  constante  A  dépend  de  a  \  car  si  dans  l'équation 

.        (b       b*      b>      b*       \ 

on  met  pour  b  sa  valeur  a  —  i ,  on  trouvera 

(24)     A  =  ^)_.(^  +  (JL^_(JLÇIV.... 

I      •  J2  ô  iL 

38.  Pour  déterminer  la  valeur  de  la  constante  A ,  cher- 
chons, par  le  théorème  de  Maclaurin  et  à  l'aide  des  équa- 
tions (22)  et  (a3),  le  développement  de  ax\  nous  avons 
donc 

d2r       Ad.«x        4  Aa'dx 

j"^  =  — i =  A— s =  À'ax, 

do:2  dx  dx 

»  •        ■    il.    £•     «   •   •    • 


•   •    ■    •  • 


dx3* 
Faisons  (art.  31)  x  =  o,  nous  trouverons  (y)  =  a0  =  i, 

(îî)  =A'  (aï)  =  A%  (^)  =  A»,  etc.  Substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (18),  nous  trouvons 

,    ^                                  Ax       A*x*        A3x3 
(25)  tf*=lH 1 h 


I  1.2  1.2.3 

faisons  x  =  -  »  cette  équation  deviendra 


fl    =1  +  H h 


1 .2        1 .2.3 

Nommons  e  le  second  membre  de  cette  équation,  elle  se 

change  enaA  =  e,  d'où  l'on  tire  a  =  eA  5  prenant  les  loga- 
rithmes ,  on  a 

log  «  =r  log  c    ■=■  A  log  c  ; 
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donc 

(»6)  A=!^- 

v      '  log  e 

Le  nombre  e,  dont  la  valeur  est  donnée  par  l'équation 

e  =  i  +  H 1 0  -h  . . . ,  est  la  base  que  Néper 

1.2  1.2.3  ^  r 

choisit  pour  calculer  ses  Tables  de  logarithmes. 

Comme  la  série  î-hH h  . . .    est  assez  conver- 

i  .2 

gente,  on  peut  se  borner  à  prendre  les  douze  premiers 
termes  de  cette  suite,  et  alors  on  trouve  que  e  vaut  envi- 
ron 2,7182818.  Si  nous  représentons  par  La  le  loga- 
rithme de  a  dans  le  système  népérien ,  nous  aurons  donc 

a  =  (2,7182818. ..) ^  ou  simplement  a  =  e  :  donc 
log  a  =  log  e1**  et  log  a  =  La  log  e  -,  d'où  nous  tirerons 

ce  qui  réduit  l'équation  (26)  à  A  =  La,  et,  par  consé- 
quent, l'équation  (23)  donne 

(28)  da*z=zaxdx.L.a. 

39.  Lorsque  la  base  quelconque  a  est  remplacée  par  la  base  du 
système  népérien ,  l'équation  précédente  devient 

de*  =  e'dx.'Le; 

et  comme ,  en  changeant  a  en  e  dans  l'équation  (  27  ) ,  il  en  résulte 
que*  Le est  égal  à  l'unité,  l'équation  précédente  se  réduit  à 

de*=£*dx. 

L'équation  (25)  nous  fournit  les  moyens  de  trouver  le  déve- 
loppement de  e*.  En  effet,  lorsque  a  =  ey  l'équation  (26)  se  ré- 
duit à 

À=i; 

substituant  cette  valeur  de  A  dans  l'équation  (25),  et  changeant  a 
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en  ey  on  obtient 

29)  .     e*  =  1  H 1 j -  -h 

1  1.2  1.2.3 

Des  différentielles  logarithmiques. 

40.  Soit  x  le  logarithme  de  y  dans  le  système  dont  la 
base  est  a;  on  a  y  =  ax,  et  l'équation  (22)  nous  donne 
ùy  =  A  a*  dx  ;  d'où  l'on  tire 

A<ix       loga  «x  1og«  ' 

loge 

et  comme  ax  =  y  et  x  =  logy,  l'équation  précédente  de- 
vient 

<••)         '•*'-££• 

Dans  le  cas  où  Ton  prend  les  logarithmes  dans  le  système 
népérien ,  la  base  a  devient  le  nombre  e  (art.  38)  •,  par  con- 
séquent ,  on  a  7-^—  =  7-2-  =  1  :  donc  alors  d .  loe  y  =  — • 
*         7         loga       log*         1  °^         y 

Des  différentielles  des  sinus ,  cosinus  et   autres   lignes  trigonométrie 
-ques,  ou  des  différentielles  des  fonotions  circulaires. 

41  •  L'arc  est  plus  grand  que  le  sinus  et  plus  petit  que  la 
tangente. 

Pour  le  démontrer,  soit  AB  (fig.  2)  un  arc  qui  a  BE 
pour  sinus  et  DA  pour  tangente ,  et  prenons  l'arc  AB'  égal 
à  l'arc  AB.  En  considérant  la  corde  BB'  comme  une  ligne 
droite,  on  en  tire  la  conséquence  qu'elle  est  plus  courte 
que  l'arc  BAB'.  Donc  la  droite  BE ,  moitié  de  la  corde  BB', 
est  plus  courte  que  l'arc  B A ,  moitié  de  Tare  BAB'  }  d'où  il 
résulte  que  le  sinus  est  moindre  que  l'arc. 

Pour  démontrer  que  la  tangente  est  plus  grande  que  l'arc, 
nous  avons 

aire  du  triangle  DD'C]>  aire  du  secteur  BAB'C; 


D1FFÉRENTIAT10N    DES    FONCTIONS    CIRCULAIRES.  29 

ou ,  en  mettant  les  expressions  géométriques  de  ces  aires , 

Diy  X  f  AC  >arc  BAB' X  7  AC; 
supprimant  7AC  de  part  et  d'autre,  il  reste 

DD'  >  arc  BAB\ 
et ,  en  prenant  la  moitié ,  on  a 

DA  >  arc  BA. 

42.  11  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  limite  du  rapport  du 
sinus  à  l'arc  est  l'unité  5  car,  lorsque  l'arc  h  représenté  par  AB 
devient  nul ,  le  sinus  se  confondant  avec  la  tangente,  à  plus 
forte  raison  le  sinus  se  confond  avec  Parc  qui  est  compris 
entre  la  tangente  et  le  sinus;  par  conséquent  on  a,  dans  le 

iii..        sin  h  .      ,    sin  h 

cas  de  la  limite , r  5  ou  plutôt  — j—  =  1 . 

arc  h  r  h 

43.  Pour  trouver  la  différentielle  du  sinus  dont  l'arc 
est  .r,  supposons  donc  que  cet  arc  reçoive  un  accroisse- 
ment h  ;  nous  savons,  par  la  «Trigonométrie ,  que 

(3i)  sin(x  -4-  h)  =  sin  .r  cos  A  -f-  sin  h  cosj:. 

Retranchant  de  cette  fonction  son  état  primitif,  et  divisant 
par  l'accroissement  h  de  la  variable ,  nous  aurons 

sin  ( x  -f-  h  )  —  sin  x sin  .2:  cos  h  -4-  sin  //  cos  x  —  sin  x 

Rassemblant  entre  des  parenthèses  les  termes  qui  sont 
multipliés  par  sin  x  dans  le  deuxième  membre ,  on  trou- 
vera 

N    sin  (x  4-  h  )  —  sin  x       sin  x  (cos  h —  1  )       sin  h  cos  x 
{32)    -h = + -h 

Quand  h  devient  o ,  cos  h  —  1  devient  aussi  nul ,   et 

cos  h  —  1  ,,   .    ,  o   T1  .        ,         , 

r se  réduit  a  —  11  convient  donc  de  mettre  ce  terme 

h  o 

sous  une  autre  forme  :  pour  cela  l'équation  cosîA-+-sinî/i=  1 


i 
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me  donne 

cos7  h  —  i  =  —  sin2/*     ou     (cos  h  —  i)  (cos  A  +  i)  =  —  sin2// , 

d'où  je  tire 

.  sin2  h 

cos  h  —  i  =  — 


cos  h  -f- 1 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (3a),  cette  équation 
devient 

,^v   sin (j: -f- /*) — sinx  .  sin^      sin/*  sinA 

(33)  i r =  *"* smjc r 7 hcosa? — r— 

N      '  h  cos^  +  i      h  h 

Dans  le  cas  de  h  =  o ,  Tare  et  le  sinus  se  confondent,  c'est- 

à-dire  qu'on  a  — r—  =  i  -,  d'un  autre  côté,  cos  h  =  î  ;  donc 

sin h         o  ., ,         .      /00v        .,   .    ,  d.sinx 

=  -=o,etl  équation  (33)  se  réduit  a — ; =cosjc; 

cos^H-i      2  ^  v     '  dx  ' 

d'où  l'on  déduit  d .  sin  x  =  d x  cos  x. 

44.  Dans  cette  démonstration,  le  rayon  des  Tables  a  été 
pris  pour  unité;  mais  si  l'on  voulait  la  différentielle  d'un 
sinus  dont  le  rayon  serait  a,  au  lieu  d'employer  l'équa- 
tion (3 1),  on  se  servirait  de  celle-ci  : 

,  _  , .  .    ,  .  N       sin  x  cos  h  -f-  sin  /*  cos  x 

(34)  sin(x-hA)= 

Dans  le  résultat  précédent,  il  faudrait  donc  restituer  la 

•   i              •     i      •              dx  cos  x  . 

constante  a ,  ce  qui  donnerait  d .  sm  x  = pour  la 

différentielle  du  sinus  d'un  arc  dont  le  rayon  est  a. 

48.  On  peut  parvenir  à  la  différentielle  de  sin  x  par  des  consi- 
dérations géométriques;  car  soit  AB  {fig.  3)  Tare  x;  BM,  l'arc  h; 
la  perpendiculaire  BP  sera  donc  sin  x ,  et  la  perpendiculaire  MQ 
sera  sin(.r  H-  h).  Cela  posé,  plus  l'arc  BM  =  h  diminue,  plus 
l'angle  MBC  tend  à  devenir  droit;  par  conséquent,  dans  le  cas  de 
la  limite,  on  peut  considérer  l'angle  MBC  comme  droit;  alors  le 


s 
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triangle  MBD  devient  semblable  au  triangle  BCP,  puisque  dans 
cette  circonstance  ces  triangles  ont  leurs  côtés  perpendiculaires; 
d'où  il  suit  qu'on  a  la  proportion 

BC:CP  ::  BM:MD, 

ou 

r  :  cosx  ::  BM  :  sin(x  -h  h)  —  sin.r; 

donc 

sin(x  -f-  h)  —  sin x cosx 

BM  ~~~7~* 

Passant  à  la  limite  et  observant  que,  dans  ce  cas,  la  corde  BM 

peut  être  remplacée  par  Tare  BM  =  h ,  Féquation  précédente  de- 

.      .     d.sinx       cosx  .  .  , 

viendra  — -= =r >  et  en  prenant  le  rayon  égal  à  1  unité , 

d.sinx.=  dxcosx. 

46.  Pour  trouver  la  différentielle  de  cos  .r,  l'équation 
sin*  x  4-  cos*  x  =  î  ou  plutôt  (sin  .r)*  -f-  (cos  *r  )*  =  i ,  étant 
diflerentiée  (art.  18),  donne 

2  sin  x  d  .  sin  x  -+-  a  cosxd  .  cos  x  =  o  ; 

d'où  Ton  tire 

.  sinxd.sinx 

d  .  cos  x  == • 

cosx 

Mettant  pour  d  .sin  x  sa  valeur  dx  cos  .r  (art.  43),  et  rédui- 
sant, on  a 

d .  cos  x  =  —  d  x  sin  x. 

47.  On  obtient  la  différentielle  de  tango:  en  considérant 

que  tangx= ;  différentiant  cette  équation  par  Far- 

cos  X 

ticle  16,  on  trouve 

(  cosxd.  sin  x  —  sin  xd.  cosx 

d  .  tang  x  = \ 

°  cos'x 

mettant  les  valeurs  de  d.  sin  x  et  de  d.  cos  .r,  on  aura 

.  /cos'x  -f-  sin'x\   . 

d.tang.r=^         cos<x  )dx; 
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donc 

,  dx  . 

d  .  tang  x  rz  — - —  »     puisque     cos2  x  -+-  sin2  x  =  i . 


cos*  x 


48.  On  sait ,  par  la  Trigonométrie ,  que  le  rayon  est  une 
moyenne  proportionnelle  entre  la  tangente  et  la  co tangente, 
et  entre  le  cosinus  et  la  sécante  y  ce  qui  donne 


1  * 

cot  x  = >      sec  x  = 


tang  x  cos  x 

En  différentiant  la  première  de  ces  équations  (art*  16),  on 
trouve 

.  d.tancx  dx  àx 

d  .  cot  x  = ; —  = — —  = r-r—  ; 

tang'x  cos2xtangax  sin'x  ; 

cin 

car  de  l'équation  —  =  tang  on  tire  cos .  tang  =  sin. 

49.  L'équation  séc  x  = étant  différentiée  donne 

^  COS.T 

.      ,  d .  cos  x       sin  x  d  x       sin  x      i 

d  .  sec  x  = —  r= = d  x 

cos2.r  cos2  x  cos  a;  cosx 

=  tang  x  séc  xdx. 

50.  On  déterminerait  de  même  la  différentielle  de  la  co- 
sécante ,  car  coséc  x  =  — —  ;  différentiant ,  on  a 

cosxdjr  cos.r      i 

d  .  COSeC  X  = r-z = : : d  X 

sin3  x  sm  x  sin  x 

cosec  xdx  =  —  cot  a?  cosec  j?  d  x . 


tang  x 

51.  A  l'égard  du  sinus  verse,  en  différentiant  l'équa 
tîon  sin  verse  x  -+-  cos  x  =  i ,  on  trouve 

d  .  sin  verse  x  =  d  .  (i  —  cos  x) , 

et  en  effectuant  la  différend ation , 

d . sin  verse  x  =  sin  xdx. 
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52.  Les  principes  précédents  suffiraient  pour  pouvoir 
différentier  toute  expression  affectée  de  quantités  trans- 
cendantes. 

Soit  y  =  a**  ;  faisons  bx  =  a ,  nous  aurons  y  =  a*  ;  diffé- 
rentions  par  Fart.  38  (équation  28) ,  nous  trouverons 

^  =  ««La  =  a*'La,      ^  =  b*Lb  ; 
dit  dx 

donc  (art.  26) 

^X^     ou     ^  =  «*-**LflLi.- 

53.  Soit  encore  y=zv-,  prenant  les  logarithmes ,  on  a 
log  y  =  *>log  s;  donc  d.log  y  =  vd  .  log  z  -+-  log  zdv  \ 
mettant  pour  les  différentielles  logarithmiques  leurs  va- 
leurs (art.  40),  nous  trouverons 

dy  dz 

—  =  p—  -+-logzdp, 

et,  par  conséquent , 

dy  =  r  f  p h  log  «dp  J  9 

ou  plutôt 

/   dz       ,         ,   \ 
d^  =  z*  I  p h  log  zi\v  j  • 

Au  moyen  de  cette  différentielle,  on  trouvera  facilement 
celle  de  y  =  ztU,  car  soit  tu  =  \>,  l'équation  se  réduit  à 
y  =  zv:  or,  les  équations  y  =  zv  et  v  =  **,  qui  sont  de 
même  forme  que  l'équation  dont  nous  venons  de  trouver 
la  différentielle ,  donneront 


dy  =  z*  (p 1-  log  zdv  ) 

dp  =  /"  (  a h  logrdtt ) 
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Substituant  dans  la  valeur  de  dy  donnée  par  cette  ayant- 
dernière  équation  celles  de  d y  et  de  y,  nous  aurons 

d y  =  z*"  \t"  —  -f-  log  ztu  (  u  —  h-  log  tà'u  ) 

—  s/M  f M  ( h«  log  z h  log  a  log  tl\  u  1  • 

Théorème  de  Taylor. 

54.  Avant  que   d'aller  plus  loin,  nous  remarquerons 

dr 
que  dans  le  calcul  différentiel  une  expression  telle  que  -p-  * 

signifie  qu'une  fonction  y  d'une  ou  de  plusieurs  variables 

a  été  différentiée  par  rapport  à  la  variable  x  et  divisée 

par  dx;  par  exemple,  si  Ton  avait  y  =  ax*u%  zk,  l'exprès- 

d  y 
sion  -p-  se  déterminerait  en  regardant  u  et  z  comme  con- 

stants ,  et  en  différentiant  par  rapporta  x  et  divisant  ensuite 

par  dx  :  ainsi  on  aurait  -s—  =  2axu*z*.  On  trouverait  de 
r  d.r 

même  -~-  =  £ax*z*u*  et  -?-  =  3ax*zku*,  Si  l'on  avait 

dz  au 

«  «     dr  . 

Y  =  x*  -+-  s%  t—  serait  ax. 

17  QX 

55.  Si  dans  une  fonction  y  rfc?  x,  /a  variable  x  se  change 
en  x  -H  h  y  o/z  a  /e  même  coefficient  différentiel  lorsque  x 
e$£  variable  et  h  constant ,  que  lorsque  h  est  variable  et  x 

Pour  le  démontrer,  si  dans  l'équation  y  =  fx,  nous 
mettons  x  ■+-  A  =  x'  à  la  place  de  x ,  nous  aurons  jv'  =  fx'\ 
la  différentielle  de  /r'  sera  égale  à  une  autre  fonction  de  x1 
représentée  par  yx'  et  multipliée  par  dx\  par  conséquent 
dy'==  yxfdx\  ou  en  mettant  pour  a:'  sa  valeur  x -h  A. 
on  aura 

d  r'  =r  cp  («r  -h  A)  d  (.r  -h  A) . 
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Or,  le  seul  changement  qu'apporte  dans  cette  différentielle 
l'hypothèse  de  x  variable  et  de  h  constant,  n'est  que  dans 
le  facteur  d  (x-h  A),  qui  se  réduit  à  dx  quand  x  est  variable, 
et  h  constant  ;  on  a  donc  alors 

ày'  =  f(x  +  h)dx% 
d'où  l'on  tire 

(35)  i£  =  .(x  +  A). 

Si ,  au  contraire ,  on  fait  x  constant  et  A  variable ,  le  facteur 
d  (x  -h  A)  se  réduit  à  d  A ,  et  l'on  a 

et  >  par  conséquent , 

(36)  Ji'  =  t(x-i-*)î 

égalant  ces  deux  valeurs  de  <p  (x  -h  A),  il  nous  vient 

4x-       àà' 

Par  exemple ,  si  Ion  avait  y  =  ax*,en  mettant  x  -h  A  à  la 
place  de  x,  on  trouverait 

et ,  par  conséquent , 

d  y    à  y 

dx         àh 

* 

56.  Les  équations  (35)  et  (36)  étant  différentiels  par 
rapport  à  x  4-  A ,  donnent  encore  les  résultats  égaux 

%  =  »'(**-  *)«!(*  +  *)» 

Faisons  h  constant  dans  la  première  équation,  et  x  con- 

3. 


* 
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stant  dans  la  seconde,  nous  aurons 

d'où  nous  tirerons 

à1  y'  _  d'y' 

%  d~?  ~~  dT7' 

dV         à3y' 
On  conclura  par  le  même  raisonnement  que  -=—7  =  -r-j^  et 

d4r'        d'y' 
que  -r—  =  -777  »  el  ainsi  de  suite. 
*       ax*         dh* 

57.  Cela  posé ,  soit  y'  une  fonction  de  x  -+-  h  •,  cette  fonc- 
tion étant  développée  par  rapport  aux  puissances  de  /iy 
supposons  qu'on  ait 

(37)        .       ir'=j+AA  +  B/iî  +  CAî+...i      • 

A,  B,  C,  etc.,  étant  des  fonctions  inconnues  de  x  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Pour  cet  effet,  en  différentiant  par 
rapport  à  /i,  et  en  divisant  par  dA,  on  aura 

dy' 

-fV   =  A  -+-  aB/i  +  3C/ia-h  ..  .; 
dh 

différentiant  ensuite  par  rapport  à  x  et  divisant  par  dx7 
nous  aurons 

d/         dy       dA  .        dB  _, 
d.r  d  -r        d  jt  di 

Les  premiers  membres  de  ces  équations  étant  égaux,  en 
vertu  de  l'art.  55,  les  seconds  membres  seront  identiques; 
égalant  donc  entre  eux  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  A,  on  trouvera 

A==ËZ,     B  =  — ,     C=— ,     D  =  —    ...    ' 
dx  idx  3dx  /±dx 

Substituant  la  valeur  de  A,  donnée  par  la  première  de  ces 
équations,  dans  la  seconde,  on   aura  B== -r~:  sub- 
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stiluant  cette  -valeur  dans  celle  de  C ,  on  aura 

C  =      '       *-Z  ; 
1.2.3  d  x6  " 

ainsi  de  suite. 

Au  moyen  de  ces  valeurs  de  À  ,  de  B,  de  C ,  etc. ,  l'équa- 
tion (  37  )  deviendra 

ày         d'y    A»     ,   d'y      h>       , 

ou  en  mettant  pour  y9  sa  valeur, 

,*o,      /./  ,  *  dr  .       d'r   A2        d3r      A3 

ce  qui  est  la  formule  de  Taylor. 

Application  de  la  formule  de  Taylor  au  développement  en   série  de 

diverses  fonctions. 


58.  Soit  y'=  sjx-+-h;  on  a  donc  y=  sjx=.  x7 .  Donc 

y\z" 


7  x 


d*3       s                8^ 
•••... 

Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Taylor,  on  a 

yjx  +  hz=yJx+\^  —  ±—  4-77-7= 

yjc  yx3  yj?5 

59.  Soit  yf=  sin  (x  -h  h) ,  d'où  il  suit  que  y  =  sina:; 
on  formera  ainsi  les  coefficients  différentiels  successifs , 

ày  d2r  d3r 

---  =  cosx,       -r-r  =  —  sin.r,       -r-^-  =  —  cos.r, 

d  j;  .  d  .r2  ci  or* 

d4/  d*y 

do:4  d  xh 
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Substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Taylor,  on  a 

.    ,          .v                             h       .        h}  /*> 

sin  (ar-f-  h)  •=.  sin  x  +  cos  a? sinx cos.» 


1  1.2  2.3 

» 

h'  À5 

sin  x  -+-  cos  x  —  .  •  •  5    • 

2.3.4  2.3.4  5. 

faisant  ;r  =  o  $  alors  sin  x  =  oet  cos  x  =^=  1,  et  ce  dévelop- 
pement se  réduit  à 

h*  h* 

sin  h=  k 4- 


2.3       2.3.4  5 

Si  Ton  prenait  yr=  cos  (x-f-  A) ,  on  trouverait,  en  opé- 
rant comme  dans  l'exemple  précédent ,  que 


cos  //  =  I h 


1.2  2.3.4 

60.  Développons  encore  log  (x  +  A)  ;  nous  avons 

y'z=  \0£(x-\r.h),         donc        ^  =  log.r; 

dx  dy       1 

d  y  =  d .  log  x  =  —  >      donc      —  =r  - . 
y  n        '   *  *  d.z       x 

On  obtiendra  ensuite  \  par  des  différenti&tions  successives  , 

d*y  1        d3jr      2x       2 

d.r*  a;2       do:3        x*        x1 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  de  Taylor,  on  a. 

•  h        h7  h1 

log(*-»-À)  =  log*  +  -— •  —  -f-  — .... 

64 .  Si  cette  formule  était  trouvée  autrement  que  par  la 
différentielle  d'un  logarithme  (iVbtelïï),  on  pourrait  eu 
déduire  cette  différentielle  d'une  manière  différente  que 
nous  ne  l'avons  fait  art.  40.  En  effet,  elle  donne 

log(^-HÀ)  — -log^  __  1  _    h 

h  X.        zx7 


■> 
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passant 

a 

la 

limite ,  on  a 

<! .  log  x 
dx 

^^ 

1 

—  * 

ou 

d .  log  x 

— 

■  —  ■ 

x 

■H> 


Connaissant  la  différentielle  d'un  logarithme,  il  sera 
aisé  de  trouver  celle  de  ax;  car  en  faisant  y  =  «*,  et  en 
prenant  les  logarithmes  dans  le  système  népérien ,  on  a 

L>*  =  hax     ou     Ly  =  xL«, 

et  en  différentiant, 

— —  =  il.r  La  ; 

y 

d'où  Ton  tire 

d  y  —  >  d  x  L  a , 

ou  ,  en  mettant  la  valeur  de  y  y 

da*  z=  a'dxhti, 

équation  qui  est  la  même  que  celle  du  n°  28  (art.  38). 

62.  On  peut  déduire  le  théorème  de   Maclaurin  de  celui  de 
Taylor,  de  la  manière  suivante  :  On  a,  par  le  théorème  de  Taylor, 

*        d./r,        d'.fx    h?         d3  fx    /** 

fix  -h  h)  =fx  +-f-A  +  -r^ h  -r-^ 5  -h  ...  • 

^  v  '  dx  dx*     i   2         dx*     2.3 

(i    f  « 
— : — 

d./x 
ce  que  devient  — ^ —  quand  on  y  fait  a?  =  o ,  ainsi  de  suite  pour 

les  autres  coefficients  différentiels  ;  la  formule  de  Taylor,  quand 
on  fera  x  =  o,  deviendra  donc 

Dans  cette  équation  ,  //  entre  dans  ///  de  la  même  manière  que 
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x  entrait  dans/x  (*),  de  sorte  que  si  l'on  change  h  en  x9/h  de- 
viendra/r;  et  comme  il  ne  reste  plus  de  traces  dex,  parce  qu'on 
a  fait  x  =  o ,  ce  changement  est  permis ,  attendu  qu'il  importe 
peu  de  substituer  une  lettre  ou  une  autre  h  h:  en  faisant  donc  ce 
changement,  on  trouve 

ce  qui  est  le  théorème  de  Maclaurin. 

De  la  différentiation  des  équations  à  deux  variables.  —  Expression 
générale  de  la  différentielle  de  deux  variables.  —  Expression  géné- 
rale de  la  différentielle  de  trois  variables  parmi  lesquelles  on  en 
prend  deux  pour  variables  indépendantes. 

63.  Soit 
(4o)  F(x,r)  =  o 

une  équation  entre  deux  variables.  En  résolvant  cette  équa- 
tion par  rapport  à  y,  on  trouvera  y  =  o  x  ;  imaginons  que 
l'on  ait  substitué  cette  valeur  dans  l'équation  (4°)*  celle-ci 
deviendra  F  (x,<fx)  =  o,  ou  pour  plus  de  simplicité 

/r  =  o, 

équation  identique ,  et  dans  laquelle  tous  les  termes  doivent 
se  détruire,  quelque  valeur  que  l'on  donne  kx.  Par  exemple, 
si  cette  équation  ne  monte  qu'au  troisième  degré,  on  pourra 
la  représenter  par 

Ai3  -f-  Bx7  -h  Cx  -f-  D  =  o , 

et  en  mettant  une  valeur  quelconque  pour  x,  elle  sera  tou- 
jours satisfaite  ;  donc ,  en  mettant  x  -f-  h  à  la  place  de  x%  on 

(  *)  On  peut  observer  que  si  l'on  fait  x  =  o  dans  f  (x  -+-  h) ,  c'est  rempla- 
cer x  -h  h  par  h  dans  f(x-+-h);  et  que  de  même  si  Ton  fait  h=.o  dans 
f'x+fc),  c'est  remplacer  .r  -+-  h  par  x  dans  f  (  x  -+-  h  ).  Or,  il  est  évident  que 
les  deu*  résultats  fh  et/r  qu'on  obtient  dans  ces  hypothèses,  ne  diffèrent 
entre  eux  que  par  les  lettres  h  et  x ,  qui  y  entrent  de  la  même  manière. 
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aura  encore 

A.;x  +  ^  +  B.x  +  AV-fC(x  +  A:  4-D  =  o, 

c'est-à-dire  que  si  Ton  a  Jx  =  o<>  quel  que  soit  x,  on 
aura  encore  f(x  -+-  h)  =  o  ;  retranchant  de  cette  équation 
celle-ci 

fx  =  o%     il  restera     A' or  -4-  /#.)  —  />  —  o; 

donc  aussi 

h =  °- 

Or, 

f{x  +  h    =/r  +  AA  +  B*;  -h.., 

d'où  Ton  tire 

f{x+  h\  —  fx 

■? =  A+B/i  +  ...; 

h 

le  premier  membre  de  cette  équation  étant  nul .  on  a  donc 

d .  fx 
À-hBA-h. .  .=  o;     et,  passant  à  la  limite,      -y —  =  À  =  o, 

et ,  par  conséquent ,  d  .fx  =  A  d  x  =  o ,  ou  en  restituant  v, 

d  .  F(-r,  /)  =  Aclx  =  o. 

Ceci  nous  apprend  qu'eu  regardant  y  comme  une  fonc- 
tion de  x,  si  Ton  diflérentie  P équation  F(x,  y)  =  o,  on 
pourra  égaler  le  résultat  à  zéro  ;  ce  qui  servira  à  déterminer 

la  valeur  du  coefficient  différentiel  -r—>  comme  nous  allons 

dx 

le  voir  dans  l'exemple  suivant. 

Soit  donc 

(4i)  F(*,j-)  =  *'  +  3«r-r*  =  o; 

difierentiant  par  les  procédés  ordinaires,  et  observant  que, 
par  la  démonstration  précédente,  on  doit  égaler  ce  résultat 
à  zéro ,  on  a 

(4?)  2  .rd  x  -h  3  m\  y  —  7.  }i\  v  =  o  ; 
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de  celle  équation  on  lire 

dx       iy — 3a 

64.  Si  Ton  compare  le  procédé  qui  nous  a  fait  obtenir 
cette  valeur  avec  celui  que  nous  avons  employé  jusqu'à 
présent,  on  verra  qu'en  opérant  d'après  cette  première 
méthode,  il  aurait  fallu  d'abord  mettre  l'équation  (41) 
sous  la  forme  y  =fx,  et,  par  conséquent,  la  résoudre  par 
rapport  à  y,  pour  en  déduire  ensuite  par  la  diflérentiation 

la  valeur  de  -—•  En  suivant  cette  marche,  nous  trouve- 

dx 

rions  d'abord 


,=^±V/|„. 


x\ 


ci  ensuite,  par  la  diflérentiation, 

dx 


ày 
Cette  valeur  de  -=—  se  présente  sous  une  forme  ditfércnlc  de 

U  X 

celle  qui  nous  est  offerte  par  l'équation  (43)  \  mais  en  met- 
tant dans  l'équation  (43)  la  valeur  de  j,  cette  équation 
deviendra 

ày_^  2*  =-H__f__— . 

dx 


v1-"r'"VF 


+  X' 


comme  nous  venons  de  le  trouver.  L'équation  (4?)  est  la 
di  fférentielle  première  de  l'équation  (  4 1  )  • 

Pour  obtenir  l'équation  qui  donne  le  coefficient  dillë- 

rcntiel  du  second  ordre ,  c'est-à-dire  -=-^1 cn  divisant  Téqua- 

7  dx-  ■ 

àr 
tion  (4^)  par  d.i  ,  ri  en  faisant  —  =  />,  tcltc  équation  de- 
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viendra 

ix  -+-  Zap  —  irp  =  o  ; 

regardant  y  et  p  comme  des  fonctions  de  x  *  nous  aurons . 
en  diflerenriant . 

adx  +-  3adp  —  i/df?  —  2/>djr  =  o; 

divisant  par  dx  et  mettant  p  à  la  place  de  -p-  *  il  viendra 

_     dp  dp 

dx         ~  dx 

d'où  nous  tirerons 

(44)  Sx -3^7^ 

^  d  r  d#>       d:r 

Or,  puisque  ii='-^-,  nous  aurons  -^-  =  -^1  incitant  ces 
*       ^  dx  dx       dx- 

valenrsdans  l'équation  (44)?  el  faisant  évanouir  les  déno- 
minateurs ,  nous  obtiendrons 

(45)  d*jr(5a  —  *jr)  =  idjrz — adx:; 

telle  sera  la  différentielle  seconde  de  1  equatiou  (41)- 

Pour  avoir  la  différentielle  troisième,  on  fera  -/-=tf,  et 

dx       * 

l'équation  (44  )  deviendra,  après  avoir  fait  évanouir  le  déno- 
minateur, 

on  différentiera  en  regardant  yy  p,  q  comme  des  fonctions 
de  x,  et  Ton  trouvera  la  différentielle  troisième,  ainsi  cite 
suite. 

65.  Au  lieu  d'employer  les  lettres  />,  </,  r,  etc. ,  pour 
effectuer  les  opérations,  on  parviendrait  au  même  résultat 
en  différentiant  l'équation  (4a)  et  en  mettant  d)  pour  la 
différentielle  dey,  d*j  pour  celle  de  d)  ,  d\y  pour  celle  de 
d*y,  etc.;  et  en  regardant  do:  comme  constant,  on  trouve- 
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rait  de  cette  manière 

2d#3-f-  3ad*y —  2d/3 —  2yd2y  =  o, 
équation  qui  est  la  même  que  l'équation  (45). 

66.  Donnons  maintenant  l'expression  générale  de  la  dif- 
férentielle d'une  fonction  y  (x,y)  de  deux  variables.  Pour 
cela  représentons  f(x,y)  par  u\  nous  aurons,  en  difléren- 

tiant  cette  fonction  par  rapport  a  x ,  le  terme  -s—  ax,  et  en 

la  différen liant  par  rapport  à  y,  nous  aurons  ce  second 

du  . 
terme  -p-  dj'  •,  en  sorte  que 

I     ri  \  J  <*«  <*«, 

d./(x,y)     ou     dw=  3—  dx  +  y-  d/; 

d  J7  d/ 

mais  si  y  est  considéré  comme  une  fonction  de  x ,  nous 
aurons,  en  la  différentiant, 

d  y  =  -J-  d  x  ; 

dx 

substituant  cette  valeur,  nous  trouverons 

d«  .         d/j  d r  , 

du  =  7-d*  H-  1 — z—  dx. 
dx  d/dj: 

67.  Si  Ton  se  rappelle  le  théorème  démontré  art.  26, 
on  verra  que  u  étant  considéré  comme  une  fonction  de  y, 

et  y  comme  une  fonction  de  x,  le  produit  -p  -r-  dx  n'est 

autre  chose  que  la  différentielle  de  u  prise  par  rapport  à  x 
renfermé  dans  y. 

68.  La  différentielle  totale  d'une  fonction  de  x  et  de  y 

_        ,  ,, ,         .        ,  du  ,  du    , 

étant  donnée  par  1  équation  du  =  -p  ax  ■+-  j—  aj,  on  a 

nommé  les  expressions  ^d,r,  —  d>   les  différentielles 
partielles  de  //. 
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De  même,  si  u  est  une  fonction  de  trois  variables  x,  y,  z , 
indépendantes,  nous  aurons 

,  du  .  du  du  t 

au  =  -r—  d.r  -h  -r—  a  y  -+-  -r-az, 
dx  dy     J         dz       ' 

.  du    .         du    ,        du    .  , 

et  les  termes  -r-  dx,  7-  dr,   j-dz  seront  les  difleren- 

dx  dy      '      dz 

lielles  partielles  de  a. 

69.  Passons  à  une  fonction  de  trois  variables  x,  y9  z,  parmi 
lesquelles  on  en  choisit  deux  pour  variables  indépendantes.  Un 
exemplede  ce  cas  se  présente  lorsque  dans  l'équation  f{x ,  y9  z)  =  o 
d'une  surface  courbe ,  on  détermine  la  variable  z  en  donnant  des 
valeurs  arbitraires  aux  deux  autres  variables,  qui  par  cela  même 
deviennent  des  variables  indépendantes.  Dans  cette  circonstance, 
z  dépendant  de  x  et  de  y,  est  une  fonction  implicite  de  ces  varia- 
bles; il  faut  avoir  égard  à  cela  dans  la  diiférentiation.  Ainsi,  en 
représentant  par  u  cette  fonction  de  trois  variables,  x,  y  elz,  si 
Ton  veut  en  avoir  la  différentielle  par  rapport  à  x,  cette  différen- 
tielle ne  se  composera  pas  seulement  de  -t—  dx,  mais  il  faudra  y 

du    dz 
ajouter  le  terme  -r-r  •  -y—  dx ,   pour  marquer  qu'on  regarde  z 

u  Z       (1 X 

comme  dépendant  de  x.  La  différentielle  totale  par  rapport  à  x 
sera  donc  exprimée  par  / 

,•/?,  da  du    dz 

(46  — dx-h  -j-  •  -r-dx. 

v^  dx  dz     dx 

La  différentielle  totale  par  rapport  à  y  aura  de  même  pour  ex- 
pression 

,,    .  du  du    dz 

(47)  d-r^  +  di-d?^ 

Si  l'on  ajoute  la  différentielle  prise  par  rapport  à  la  variable  in- 
dépendante x ,  à  la  différentielle  prise  par  rapport  à  l'autre  va- 
riable indépendante  j,  on  trouvera  pour  la  différentielle  totale 

/  ,«.  du  ,  du        '      du  (dz  dz    ,    \ 
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et  comme  la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  n'est  autre 
chose  que  la  différentielle  totale  de  z,  l'expression  que  nous  ve- 
nons de  trouver  se  réduira  à 

du  ,  du  .  du 

—-  d  x  -+-  —  dy  ■+•  t-  z. 
dx  dy  dz  . 

Si  cette  différentielle  totale  était  égale  à  zéro,  il  en  serait  de 
même  de  l'expression  (48),  qui,  à  cause  de  l'indépendance  des 
variables  x  et  y%  se  décomposerait  en  ces  deux  autres  équations 

d«,  d«dz  da  du  dz 

d.r  dz  d#  d/    '        dz  dy  x  ' 

70.  Faisons  maintenant  une  remarque  utile  sur  le  coeffi- 

ày 
cient  différentiel  -p-  :  nous  avons  vu  (art.   54)   qu'une 

U  X 

expression  de  ce  genre  indiquait  que  la  fonction  y  avait 
été  différentiée  par  rapport  à  la  variable  x,  et  divisée 
ensuite  par  Ax\   il   suit  de  là  que  si  Ton  a   l'équation 

-—  =  A ,  et  qu'on  en  tire 
dx  * 

A 

i  =  j- i 


\x 


ou  ne  peut,  sans  démonstration,  en  conclure  que 

dx 

i  =  A  —  -, 
dy 

m 

car,  dans  cette  nouvelle  équation,  la  différentiation  n'est 
plus  faite  par  rapport  à  x ,  mais  par  rapport  à  y  ;  et  Ton  ne 
sait  pas  si,  dans  cette  nouvelle  hypothèse  de  différentia- 
tion ,  le  résultat  est  le  même. 

Pour  lever  cette  difficulté ,  on  a  démontré  (art.  20)  que 

de  do  dy 

._  ~-~  _         « 

dx         dy  dx 
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Si  dans  cette  équation  on  fait  v  ==  x ,  elle  devient 

àx  ày 

ày  àx 

d'où  Ton  tire 

àx i 

ày  ~~  djr' 
àx 

ce  qui  fait  voir  que  le  changement  d'hypothèse,,  de  diffé-* 
rentiation  s'accorde  avec  l'Algèbre.  (Note  V.) 

De  la  méthode  des  tangentes. 

7 1 .  On  appelle  ainsi  la  méthode  qui  donne  les  expres- 
sions différentielles  des  tangentes,  sous-tangentes,  nor- 
males et  sous-normales.  Soient  x  et  y  les  coordonnées 
d'un  point  M  (fig.  4)  pria  sur  une  courbe-,  augmentons 
l'abscisse  AP  =  x  d'une  quantité  PP'  =  h ,  menons  l'or- 
donnée P'M',  et  par  les  points  M  et  M'  faisons  passer  une 
sécante  M' S.  Il  est  certain  que  plus  PP'  diminuera,  plus  PS 
tendra  à  se  confondre  avec  la  sous-tangente  PT,  jusqu'à  ce 
qu'enfin  PP'  =  h  devienne  nul;  PT  sera  donc  la  limite 
vers  laquelle  tendra  PS. 

Cherchons  maintenant  l'expression  analytique  de  PS 
pour  en  prendre  la  limite  :  les  triangles  semblables  M'MQ, 
MSP  donnent  la  proportion 


M'Q:  mq  ::  mp  :  PS, 

ou 

M'Q  :  h  ::  y:  PS, 

donc 

PS  =  *'  . 

M'Q 

Pour  déterminer  M'Q,  nous  avons 

M'Q  =  M'P'  —  MP; 

or 

M'P'  =  /  =  /(.r  +  /i;: 


•     •    •    t 
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donc 

.»/«/  dr  ,        d2r    h2 

d.r  d.r3  i  .2 

D'une  autre  part 

Si  nous  retranchons  ces  équations  Tune  de  l'autre,  il  nous 

viendra 

ûr  d'y    h1 

M'P'  —  MP    ou     M'Q  =  -riA -h—?- h.... 

ax  ax*  1.2 

Substituant  -cette  valeur  dans  celle  de  PS,  nous  trouverons 


PS  = 


dr  ,        d2r    h7 
dx  dr  12 


et  en  divisant  les  deux  termes  par  h , 

PS  = 


dj        d'j  * 


d  x        d  x2  2 

A  la  limite ,  A  =  o ,  et  PS  se  change  en  PI1,  ce  qui  nous 
donne  FI  =  £- ,  ou  (art.  70)  PT  =  y  j^ ,  ou  plutôt 

âx 

,àx' 
PT  =  j   t — 7  =  sous- tangente  y 

en  représentant  par  .r'  et  par  y'   les    coordonnées   du 
point  M. 

72.  Si  à  ce  point  M  (Jig>  5)  nous  menons  une  perpendi- 
culaire MN  sur  MT,  la  sous-normale  sera  PN.  Pour  la  dé- 
terminer, nous  aurons 

PT  :  PM  ::  pm  :  pn, 

ou 

dx' 

d/  "        " 
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donc 

dr' 
PN  =  y'  -= — ;  =  sous-normale . 
ax 

A  l'égard  de  la  tangente  et  de  la  normale ,  nous  avons 

MT  =  V'TP3  -h  PM», 
ou 


/       dxf*  /dx'7 

tangente  =\Jy>*  —+x»  =  y'  y/_+  1; 


MN  ==  ^PNa  -+-  PMa, 


ou 


"°ma/e=vA"ïï^+r"=rV^ 


-f-i. 


73.  Pour  trouver  l'équation  de  la  tangente,  soient  xr 
et  y1  les  coordonnées  du  point  de  tangence  M  *,  l'équation 
de  la  droite  MT,  qui  passe  par  le  point  M  ,  pourra  donc  être 
représentée  par 

y—  y'  =  A(x— -x'). 

Dans  cette  équation ,  A  étant  la  tangente  trigonométrique 
de  F  angle  MTP,  cette  tangente  trigonométrique  aura  pour 

.       PM 
expression  —  \  car  on  a 


PM 

pï  :  pm  :  :  1  :  tang  mtp  = 

donc 


w™       PM  y'  y'  à  y' 

tang  MTP  =  —  = - =  -^y-  =  -rn  S 

D  PT        sous-tan  g.  ,  dx         dx'  ' 

x  dy 

substituant  cette  valeur  de  A  dans  l'équation  de  la  tangente  , 
cette  équation  devient 

dr' 

y  —  y'  =  -p—  (x  —  x')y  équation  de  la  tangente. 

ci  x 

Celle  de  la  normale  sera  donc  y  — y1  =  —  -r— 7  ( x  —  x1). 
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Application  des  formules  précédentes  à  des  exemples. 

4 

74.  i°.  Trouver  la  sous -tangente  de  la  parabole. 
L'équation  de  la  parabole  étant  y*  =  px,  on  en  tirera, 
en  la  différentiant, 

o.yày  •=  pàx, 

et ,  par  conséquent , 

ày         p 
âx       zy 

Or,  x'  et  y'  étant  les  coordonnées  du  point  de  tangcnce ,  il 
faudra  donc,  pour  avoir  le  coefficient  différentiel  qui  cor- 
respond à  ce  point,  accentuer  x  et  y\  ainsi  nous  aurons 

ày'  _    P    . 
d*'  ~  iy'% 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  PT,  nous  obtien- 
drons 

P 

et,  en  mettant  px'  à  la  place  de  j'%  cette  équation  de- 
viendra 

PT     ou     sons  -  tangente  z=z  zx'. 

2°.  Trouver  la  sous-normale  de  l'ellipse.  L'équation 
b*x*  +  a* y*  =  a*  4*  de  l'ellipse  rapportée  au  centre  étant 
différentiée ,  donne 

ib7xàx  -+-  2.a*yày  =  o, 
d'où  l'on  tire 

dr'  b>  x' 

dx'  ~~        a1/' 

mettant  cette  valeur  dans  celle  de  la  sous-normale  PN ,  on 
obtient 

b> 

PN     ou     sous-normale  =r x', 

a2 
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3°.  Trouver  V expression  de  la  tangente  au  cercle. 
L'équation  a:1+JrS  =  ^,,  qui  est  celle  du  cercle,  étant 
différentiée ,  on  trouve  pour  le  point  de  tangence  x\  y', 

d*'~~       r'" 

Au  moyen  de  cette  valeur,  on  réduira    l'expression   de 
MT  à 


tangente  =  jr'^/g  +  .  =,'  y/£±£  =  y>  ^  =  %■ 

Des  asymptotes  des  courbes. 

78.  D'après  les  Traités  d'application  d'Algèbre  à  la  Géométrie  , 
on  sait  que  les  asymptotes  sont  des  lignes  qui  s'approchent  con- 
tinuellement d'une  courbe  sans  l'atteindre.  Soit  donc  y  =  fx 
l'équation  de  cette  courbe  ;  pour  qu'elle  soit  susceptible  d'avoir  des 
asymptotes ,  il  faut  qu'après  avoir  ordonné  le  développement  de  fx 
suivant  les  puissances  descendantes  de  x,  on  tombe  sur  des  expo- 
sants négatifs.  Alors  le  développement  de  y>  dans  lequel  les  expo- 
sants a,  6,  7,  etc.,  iront  en  diminuant  et  finiront  par  devenir  né- 
gatifs ,  sera  de  cette  forme 


(49)     y  =  A*a+  B^6+  C.r> . .  .  +L*«+  -y  +  —  -+-...  . 


Or,  il  est  facile  de  démontrer  que  si  les  exposants  a ,  6,  y,  etc., 
restent  des  quantités  finies ,  l'équation 

(5o)  y  =  Axa  -f-  Bx*-t-  Cxy .  .  .  -+-  L x' 

sera  celle  d'une  asymptote  à  la  courbe  construite  à  l'aide  de  l'équa- 
tion (48).  Pour  cet  effet,  soient  PM  et  PN  [fig.  6)  les  ordon- 
nées correspondantes  à  une  même  abscisse  déterminée  par  les 
équations  (49)  et  (5o),  la  différence  de  ces  ordonnées,  positive  ou 
négative,  selon  celle  qui  surpassera  l'autre,  sera  exprimée  par 


MN  = 1 h 

x        x" 


quantité  qui  diminuera  à  mesure  que  x  augmentera,  et  qui,  par  la 

4. 
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raison  que  plus  le  dénominateur  d'une  fraction  s'accroît,  plus  elfe 
dimjnue,  s'approchera  indéfiniment  de  zéro,  sans  jamais  y  at- 
teindre; d'où  il  suit  que  l'équation  (5o)  sera  celle  d'une  asymptote 
à  la  courbe  correspondante  à  l'équation  (49)* 

76.  Cherchons,  par  exemple,  dans  quel  cas  les  courbes  du  se- 
cond ordre  sont  susceptibles  d'avoir  des  asymptotes.  L'équation 
générale  de  ces  courbes  est  jr7-=rz  mx  H-  nx7;  en  la  résolvant  on 
trouve 

(  5i  )  y  =  ±  sjtnx  -+-  nx\ 

Prenons  d'abord  le  signe  supérieur  et  développons  cette  équation 
selon  les  puissances  descendantes  de  x.  Pour  parvenir  à  ce  but , 
nous  diviserons  l'équation  y7=rnx-\-ttx7  par  x7,  ce  qui  la  réduira  à 

Y2  I 

— z  =  m  — h  n  : 


x7  x 


y  i 

tirant  la  racine  carrée  et  faisant  -  =  u  et  -  =  z,  nous  la  mettrons 

X  x 

sous  cette  forme 

u  =  y /*  -h  mz  ; 

comparant  ce  radical  à  celui  de  l'équation  (18) ,  (page  22),  nous 
aurons 

mz  =  bx ,      a7  =  n ,      ou     a  =  ^n\ 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (18),  nous  obtiendrons 

/-         mz        m7  z7        m3z* 

u  =  sjn  H j  H h  — ...  ; 

in7        8/2*  16 /iT 

remettant  les  valeurs  de  u  et  de  z ,  et  tirant  celle  de  y,  on  trouve 

/-  m  m7  m3 

jr  =  .r  sjn  H j  H f  — 

2V/Ï        8-r/*2         i6x8/iT 

Dans  ce  développement ,  on  voit  que  x  passe  au  dénominateur 
dès  le  second  terme ,  ce  qui  est  un  indice  que  la  courbe  est  sus- 
ceptible d'avoir  des  asymptotes.  Examinons  donc  dans  quel  cas 
elle  en  comporte.  Pour  cela ,  nous  remarquerons  que  quand  n  est 
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négatif,  ce  développement  renferme  des  quantités  imaginaires,  et 
par  conséquent  devient  impossible  ;  mais  on  sait  que  quand  n  est 
négatif,  la  courbe  appartient  à  une  ellipse  (  Théorie  des  Cwirbes  du 
second  ordre,  page  i53).  D'où  il  suit  que  l'ellipse  n'a  point  d'a- 
symptotes; il  en  est  de  même  lorsqu'on  a  n  =z:  o  ;  car  dans  ce  cas 
le  premier  terme  du  développement  s'évanouit,  et  tous  les  autres 
deviennent  infinis.  Ce  cas  étant  celui  de  la  parabole ,  nous  conclu- 
rons encore  que  la  parabole  n'a  point  d'asymptotes.  Enfin ,  il  nous 
reste  à  considérer  le  cas  de  n  positif,  qui  est  celui  de  l'hyperbole; 
alors  le  développement  étant  possible ,  nous  prendrons  les  termes 
qui  ne  renferment  point  de  x  au  dénominateur,  et  nous  aurons 


(5a)  y=xfii-h 


m 


fn 


Cette  équation  pourra  être  regardée  comme  celle  d'une  asymp- 
tote à  l'hyperbole  à  laquelle  se  rapporte  alors  l'équation 


jr2  z=  mx  -h  nx1. 

Pour  donner  à  cette  équation  une  forme  plus  convenable  à  ce  cas , 

faisons  jr  =  o ,  nous  trouverons  mx  -+-  nx7  =  o  ;  ce  qui  nous  don- 

m 
nera  j:  =  o  et  x  = pour  les  abscisses  des  points  A  et  B 

{fig*  7),  où  la  courbe  rencontre  l'axe  des  x.  La  droite  AB  est  une 
constante  que  l'on  désigne  par  2  a  dans  l'équation  de  l'hyperbole 
rapportée  au  sommet  B  [Théorie  des  Courbes  du  second  ordre , 

page  142).  Faisant  donc     -  =  20,  c'est-à-dire  m  =  ina,  l'équa- 

n 

tion  y2  =  mx  -h  nx1  se  changera  en  y-  =  n  (2  ax  H-  x-1)  ;  et  sous 

cette  forme  on  reconnaît  encore  dans  la  constante  n  celle  que,  par 

analogie  avec  l'équation  de  l'ellipse,  on  est  convenu  de  représenter 

b* 
par  — •  Posant  donc  les  équations 


à1 


m  b7 

—  =  la     et     n  =  —  , 
n  a2 


si  l'on  multiplie  terme  à  terme  la  première  par  la  racine  carrée  de 
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la  seconde,  c'est-à-dire  par  \n  =  ->  on  trouvera 

a 

m  . 

-p  =  i  b. 

yn 

Cette  valeur  et  celle  de  \jn  étant  substituées  dans  l'équation  (5a) 
la  changeront  en 

a 

et  l'on  voit  que  cette  équation  sera  celle  d'une  droite  OK  [fig.  7  )  > 
qui  coupera  l'axe  des  y  en  un  point  C ,  et  que  pour  en  fixer  la  po- 
sition, il  suffira  de  mener  par  le  centre  0  de  l'hyperbole  et  par 
l'origine  A  les  droites  OA  =  a  et  AC  =  b. 

A  l'égard  de  la  seconde  valeur  du  radical  de  l'équation  (5i),  il 
est  évident  qu'elle  détermine  l'asymptote  OK'. 

De  l'équation  du  plan  tangent  à  une  surface  courbe,  et  de  celle 

de  la  normale  à  cette  surface. 

77.  Soient /(x,  y,  z)  =  o  l'équation  d'une  surface  courbe,  et 
Ax  -+-  By  -f-  Cz  H-  D  =  o,  celle  d'un  plan.  Si  le  point  de  tangence 
M  a  pour  coordonnées  x\  y'y  zf,  ces  coordonnées  devront  satisfaire 
à  l'équation  du  plan  [voyez  ma  Théorie  des  Courbes  du  second 
ordre,  page  275),  et  l'on  aura  par  conséquent 

Ax' -+-  B/'  +Cz'+D  =  o. 

Éliminant  D  entre  cette  équation  et  la  précédente,  on  trouvera, 
pour  l'équation  du  plan  assujetti  à  passer  par  le  point  x',  y',  z'y 

(53)         A  (x  —  x*)  -+-  B  (y  -  y')  -f-  C(*  —  z')  =  o. 

Menons,  par  le  point  de  tangence  x',  y\  z!,  un  plan  parallèle 
à  celui  des  x9  z\  il  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  MC 
(fig.  8)  et  le  plan  tangent,  suivant  une  droite  ML;  cette  droite 
ML  devra  être  tangente  à  la  courbe  MC,  autrement  le  plan  tan- 
gent couperait  la,  surface  courbe. 

L'équation  de  la  droite  ML  peut  se  déduire  de  l'équation  (53); 
car  cette  droite  ML  étant  l'intersection  du  plan  tangent,  par  un 
plan  parallèle  au  plan  des  x ,  z ,  a  dans  tous  ses  points  des  valeurs 
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<»-galt-s  pour  v;  et  comme  le  point  M  est  sur  cette  droite,  on  a  donc 
r  "=  v',  on  r  —  .?"'=  o.  Ce  qui  réduit  l'équation  (53)  à 

A  [x  —  x'!  +  C:-  s"  =  o. 

Cette  équation  exprimera  donc  la  relation  qui  existe  entre  les 
coordonnées  z  et  x  d'un  point  quelconque  pris  sur  la  droite  ML , 
et  par  conséquent  sera  l'équation  de  cette  droite.  On  pourra  ré- 
crire ainsi: 

(54)  ,-,'=-£(*-*'). 

D'une  autre  part,  l'équation  de  la  courbe  MC  s'obtiendra  de 
même  en  regardant  y  comme  constant,  dans  l'équation  de  la  sur- 
face courbe /"(s,  y9  x)  =  o. 

Si  l'on  veut  exprimer  maintenant  la  condition  que  la  droite 

ML  soit  tangente  à  la  courbe  MC,  il  faut  donc  (art.  75)  que  le 

coefficient  de  (x  —  x')  de  l'équation  (54  )  soit  égal  à  la  valeur  de 

dz' 

-^--f  tirée  de  l'équation  de  la  courbe  MC. 

Or,  l'équation  de  cette  courbe  étant  celle  de  la  surface  dans  la- 
quelle on  ferait  y  constant,  il  suffit  de  diflérentier  l'équation  de 

dz 
cette  surface,  et  d'en  tirer  -r-  :  car,  d'après  Part.  #4,  la  notation 

dx  ' 

■j-  suppose  qu'on  a  regardé  y  comme  constant  dans  la  différen- 

tiation. 

Il  suit  de  là ,  qu'en  accentuant  s  et  x,  après  avoir  opéré,  on  a , 
pour  la  condition  que  ML  soit  tangente  à  MC, 

/fn  A        dz'  A  ds' 

(55)       -c=dP'  ouplutor  A==-C5F 

Si  l'on  mène  ensuite,  par  le  point  M ,  un  plan  parallèle  au  plan 
des  z,  y,  ce  plan  coupera  la  surface  suivant  une  courbe  MD,  et 
le  plan  tangent  suivant  une  droite  MN. 

On  démontrerait,  comme  précédemment,  que  cette  droite  MN 
doit  être  tangente  à  la  courbe  d'intersection  MD,  et  que,  pour 
tous  les  points  de  cette  droite  MN ,  les  abscisses  étant  égales ,  on 
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doit  avoir  x  —  x'  =  o ,  ce  qui  réduit  l'équation  (  53  )  à 

B(r-/)'+C(z-z')=o, 
d'où  Ton  tirera 

*  -  *  = -\{r  -  r')- 

Cette  équation  étant  celle  dé  la  droite  MN,  on  exprimera  la  con- 
dition que  cette  droite  est  tangente  à  la  courbe  MD ,  en  égalant  le 

coefficient  de  y  —  y'  au  coefficient  différentiel  -=— -,  tiré  de  Péqua- 

tion  de  la  surface ,  et  l'on  aura 

B_ds' 

c"~"dr'' 

et  par  conséquent 

(56)  B  =  -Cjp- 

Si  Ton  substitue  dans  l'équation  (53),  les  valeurs  de  A  et  de  B, 
données  par  les  équations  (55)  et  (56),  on  trouvera 

#__cJp(*-*')-c^(r-y)  +  c(»-0  =  o, 

d'où* Ton  tire,  pour  l'équation  du  plan  tangent  au  point  x\  y\  z\ 

(57)  z  -  z'  =  ji  (x  -  x' )  -f-  jp  (  y  -  f  Y 

78.  Cherchons,  par  exemple,  l'équation  d'un  plan  tangent  à  la 
sphère.  Les  coordonnées  du  centre  étant  a,  b ,  c,  la  sphère  aura 
pour  équation 

(*  —  «)2H-  (y  —  by+(z  —  cY  =  /•*; 

on  trouve ,  en  différentiant , 

(x—  a)  d-r-f-  (y  —  b)dy-+-  (z  —  c)àz  =  o, 

d'où  l'on  déduit,  d'après  la  notation  convenue  (art.  84), 

i\z        a — x        dz  b — y 

dx       z  —  c        dr       z  —  c 
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Donc  l'équation  du  plan  tangent  à  la  sphère,  au  point  dont  les 
coordonnées  sont  x7,  r',  z'y  sera 

a  —  £  .  ..       b  — y'  .  ,, 

z  -z1  =  .-j—{x  -  *)  +  -^{y  -  y'). 

79.  Si  ce  plan  passait  à  l'extrémité  du  diamètre  vertical ,  on 

aurait 

j/sa,      y'=zby      z1 '=  c  -+-  r. 

Ces  valeurs  réduiraient  l'équation  du  plan  tangent  à|  =  c+  r, 
ce  qui  est  l'équation  d'un  plan  parallèle  au  plan  des  xt  jr. 

80.  Les  équations  de  la  normale  au  point  x',  jr,  /  peuvent  se 
déduire  facilement  de  l'équation  du  plan  tangent.  En  effet ,  par  la 
Géométrie  analytique  (  voyez  ma  Tliéorie  des  Courbes  ait  sêcorid 
ordre ,  page  278),  on  sait  que  si  Ton  a  les  équations 

(58)  Ax-4-Bj-+-Cz-f-D  =  o, 

!x  =rr  az  -+-  a , 
y  =  t»  +  f, 

la  première  étant  celle  d'un  plan ,  et  les  deux  autres  pelles  d'une 
ligne  droite,  les  conditions  nécessaires  pour  que  cette  droite  soit 
perpendiculaire  au  plan ,  sont  qu'on  ait 

A=aC,     B  =  £C. 

Si ,  après  avoir  fait  passer  tous  les  termes  de  l'équation  (  5^  )  du 
plan  tangent  dans  le  premier  membre,  on  la  compare  à  l'équa- 
tion (58),  on  trouvera ,  en  égalant  entre  eux  les  coefficients  de  -r, 
de  y  et  de  z , 


Donc 


Az'  àz> 

A--d2'     B-~d?'     C~'- 


dz'.       ,  d  z' 

A=_dP'     b=~'d~/' 


substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (59),  on  obtiendra 

d  z'  d  z' 

(€  =  —  —  z  +  z,     >— —  —  zh-6: 
dx  a  r 


I 
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sent,  et  l'équation   61)  devient 

d"\F.r 

dx"     __  m{m  —  \)(m  —  2).  ..P  __  P  _  F.r 
dw.fx  ~~"   /?(/*  —  1)  (n  —  2).  .  .Q  ~~~  Q  ~~"  yx' 

dx"1 

Dans  le  second  cas ,  qui  est  celui  où  Ton  a  ///  >  n ,  si  le  nombre  /• 
de  différen Hâtions  effectuées  est  égal  à  /i ,  le  binôme  (.r  —  a  )n-r  se 
réduit  à  l'unité,  parce  que  son  exposant  n  —  /-est  nul.  Les  ex- 
posants n  —  1,  n  —  2,  etc.,  m  —  1,  m  —  2,  etc.,  des  autres 
binômes ,  étant  plus  grands  que  n  —  r,  sont  positifs  ;  par  consé- 
quent, ces  binômes  se  réduisent  chacun  à  zéro  lorsqu'on  fait 
x^za\  tous  les  termes  s'évanouissent  donc,  dans  cette  hypo- 
thèse, hors  celui  où  entre  ( x — a)n~r,  et  l'équation  (61)  se  réduit  à 

t\n.¥x 

dxn  o  o 

=  o. 


dn.yx       n(n—i)...Q{x  —  a)n~r       n{n  —  1)    .  .Q 
dxn 

Cette  valeur  est  donc  un  indice  qu'on  a  //j^>/t,  cas  où  l'équa- 
tion (60)  se  réduit  à  zéro.  Enfin,  si  Ton  a  m  <«,  le  nombre  r 
de  différen tiations  exécutées,  étant  pris' égal  à  /??,  tous  les  termes 
s'évanouissent ,  hors  le  terme  m  (m  —  1) . .  .  P  (-x  —  a)°,  et  il  reste 

dm  ¥x    „ 

d X™         m  [m  —  1  ) .  .    P 

-=■  — =■  00  : 


dm,9X 

I 

dx™ 


cette  valeur  annonce  donc  que  n  surpasse  m ,  cas  où  le  second 
membre  de  l'équation  (60}  est  infini. 

83.   De  ce  qui  précède,  résulte  cette  règle  :  Lorsqu'on  veut  dé- 

Fx  o 

terminer  la  vraie  valeur  d1  une  fraction  —  >  qui  devient  -  par  une 

yx  o 

valeur  donnée  h  la  variable ,  on  différenticra  séparément  les  deux 

termes  de  cette  fraction ,  et  ensuite  on  examinera  si  les  résultats 

— - çt      '.        se  réduisent  aussi  à  zéro ,  par  la  valeur  hypothé- 

d  je  ax 


\ 
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(i 

tique  de  la  variable  ;  si  cela  est ,  on  prendra  les  coefficients  dif 

férentiels  des  cxpi  essions  —^ et  — j »  et  ion  verra  si ,  dans 

la  même  hypothèse  de  la  variable,  ces  coefficients  différentiels  se 
réduisent  chacun  à  zéro  ;  en  continuant  ainsi  cette  vérification  ,  si 
l'on  trouve,  après  un  certain  nombre  de  différentiations,  que  les 
deux  termes  de  la  fraction  ne  s'évanouissent  point  par  la  valeur 
donnée  à  la  variable ,  cette  dernière  fraction  sera  la  vraie  valeur 

Yx 

de  —  ;  mais,  si  le  numérateur  seulement  devient  o  par  la  valeur 

?x 

Fx 

de  x,  l'expression  — —  sera  nulle;  enfin,  si  ee  n'est  que  le  déno- 
ta x 

Yx 

minateur  qui  s'évanouisse  par  la  valeur  de  x ,  l'expression  — 

fX 

sera  infinie. 

84.  Prenons  pour  exemple  la  fraction 

Fx         x3  —  b* 


s 


yx        4  (x  —  b) 


cette  fraction  devenant  -  lorsque  x  =  b,  si  nous  voulons  en  avoir 

la  vraie  valeur,  nous  diftërentierons  ses  deux  termes,  et  nous 

3x2 

obtiendrons  — j-  :  et ,  comme  les  deux  termes  de  cette  fraction 

ne  deviennent  pas  nuls  dans  l'hypothèse  de  x  =  b,  la  vraie  va- 

3  61 
leur  de  la  fraction  proposée,  lorsque  x=  b,  est  donc  -y 

88.  Nous  prendrons  encore  pour  exemple  la  fraction 

x3  —  3x -+-  2 
*<__  6xf-h  8x—  3' 

cette  fraction  se  réduisant  à  -  9  lorsque  x  =r  1 ,  nous  diflFérentie- 

o 

rons  ses  deux  termes  pour  en  obtenir  la  valeur,  et  nous  trouve- 
rons 

3x'  —  3 

4X3  —  I2X  -f-  8  * 


6ll  "CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

le*  deux  termes  de  cette  fraction  étant  encore  nuls  dans  l'hypo- 
thèse de  jc  =  i,  nous  difîérentierons  encore >  et  nous  obtien- 
drons 

6  x 

■  — —  ■      ■   ■■       ■    »    • 

I  2  X1 12 

Le  dénominateur  seul  se  réduit  à  zéro  lorsqu'on  fait  x  =  i  ; 
donc  la  fraction  proposée ,  dans  l'hypothèse  de  x  =  1 1  est  in- 
finie. 

86.  Si  Ton  appliquait  la  même  règle  à  la  fraction 

a*  —  b* 

* 

x 
qui  devient  -  »  rdans  l'hypothèse  de  x  =  o ,  on  trouverait ,  en 

différentiant  les  deux  termes  de  cette  fraction  , 

a*  log  a  —  b*  log  b 

, 

1 

expression  dont  le  numérateur  ne  devient  pas  nul  lorsque  x  =  o , 
et  qui,  par  conséquent,  donne  log  a  —  log  b  pour  la  valeur  que 
prend  la  fraction  proposée  lorsque  x  =  o. 

Il  est  bien  évident  que  le  facteur  commun  aux  deux  termes  de 
la  fraction  proposée  est  x  —  o-,  c'est-à-dire  x  ;  mais  comment  re- 
connaître ce  facteur  dansr«*  —  b*  ?  Pour  y  parvenir,  nous  remar- 
querons que,  d'après  l'art.  59, 

.  x       A7x7 

a*  ss  1  -4-  À  —  H —  -f-  . . . , 

t         1.2 

x        B'tf* 

^  =  i  +  B-H h  ...  ; 

1         1 .2 

donc ,  en  prenant  la  différence , 

a*  —  b*  =  (  A  —  B)  x  4-  v -  x*  -+■...  , 

et  l'on  voit  que  x  est  facteur  commun  de  a*  —  b*. 

87.  Il  ne  faut  pas  cependant  croire  que  la  règle  que  nous  venons 
de  donner  suffise  pour  tous  les  cas  :  la  démonstration  précédente 
est  fondée  sur  ce  que  les  exposants  m  et  n  sont  des  nombres  enliers  ; 
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mais  s'ils  étaient  fractionnaires ,  on  ne  pourrait  obtenir,  par  des 
différentiations  successives ,  un  terme  où  a:  —  a  se  trouvât  élevé  à 
la  puissance  de  o  ;  par  conséquent»  on  ne  pourrait,  par  le  procédé 
que  nous  avons  employé,  dégager  la  fraction  du  facteur  commun. 
Soit  donc,  pour  plus  de  généralité,  l'expression 

Fx_P(.r  —  g)»H-Q(x  —  a)*  +  R(x  —  a)?-*-... 

dans  laquelle  a,  6,  y,  etc.,  sont  positifs  et  croissants,  ainsi  que 

«'»  6'»  7',  etc.  Cette  expression  se  réduisant  à  -  lorsque  ar  =  *i, 

nous  pourrons ,  au  lieu  de  changer  a?  en  a,  changer  xeno  +  A, 
en  nous  réservant  de  faire  h  =  o ,  après  avoir  réduit  ;  alors  l'hy- 
pothèse sera  la  même  que  si  nous  eussions  fait  immédiatement 
x  =  «,  et  nous  aurons 

ia   v  ¥x        PA*  +  QA6  4-  R/<*'  -h  .  . . 

(02)  =    > — : ^r— r; ; • 

En  considérant  a  et  a',  qui  sont  les  plus  petits  exposants  dans 
chacune  de  ces  suites ,  il  peut  arriver  trois  cas  : 

1°.  a>ot';      2°.  a  =  a';      3°.   a  <  a\ 

Dans  le  premier  cas ,  en  divisant  par  h*^  les  deux  termes  de  la  frac- 
tion (62),  on  a 

63)      Fj?_PAa-a^QA6-a,-f-R^-a/H 

«par""        P'  +  Q'^'-^  +  RW-"'-*-  ...       ' 

par  hypothèse,  a  surpasse  a',  par  conséquent  le  nombre  a  —  a' 
sera  positif;  à  plus  forte  raison  6  —  a',  etc.,  7  -r-  a'  le  sont  aussi , 
puisque  a ,  €  ,  7,  etc.,  vont  en  augmentant  ;  6'  —  a',  7'* —  a',  etc. , 
seront  aussi  des  quantités  positives ,  par  la  raison  que  les  expres- 
sions a',  6',  7',  etc.,  allant  en  croissant,  a'  est  moindre  que  6\ 
que  7',  etc.  Gela  posé ,  si  l'on  fait  h  S=  o ,  tous  les  termes  du  second 
membre  de  l'équation  (63)  s'évanouissent,  hors  P';  donc  cette 
équation  se  réduit  alors  à 

*f  —  il  — 

9X   ~~    P'  ~~  °' 
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Dans  le  second  cas,  où  a  =  a ,   le  terme  PAa~~"    se  réduit   à 

P A°  =r  P;  donc,  d'après  l'inspection  de  l'équation  (63),  on  voit 

Fx  P 

que ,  lorsque  x  =  a ,  —  se  réduit  à  — ,• 

yx  P 

Enfin,  dans  le  troisième  cas,  où  Ton  a  a<«',  en  divisant 

par  A06,  on  écrira  ainsi  l'équation  (62)  : 

Fx  P4-QA6~a-hRAy~a4-.. 

et  l'on  voit  que  l'hypothèse  de  A  =-o  réduit  cette  équation  à 

Far  _  P  _ 

y  .r        o 

88.  Prenons  pour  exemple  la  fraction 

a 

(x7 —  Zax  -+-  2a1)7 


(x3  —  «»)* 

qui,  lorsque  x  =  a,  se  réduit  à  —  Si  dans  cette  fraction  on  met 
a  -h  h  à  la  place  de  x ,  elle  devient 


JL  2      7 


1      1 


(3*»à  -h  3*A'  -+-  A8)*         (3aa  •+-  Zak  -h  h7f  AT 
_      (h  —  affi^      _         (A  —  g)*  A* 


(3a5  4-  3ûA  -f-  A')7         (3  a7  -f-  3  «A  -h  A») 

faisant  A  =  o ,  on  obtient 

F*  o 


l  1 
7 


•  ar 


(3«r 

89.  Si  une  valeur  de  x  rendait  infinis  les  deux  termes  de  la  frac- 
Far 
tion  — 5  on  diviserait  ces  deux  termes  par  FjtX?-*,  et  Ton 

<fX 


»  w 
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aurait 


t 

Fx 

fX 

= 

15 
i 

= 

o 
o 

Fx 

90.  Enfin ,  si  Ton  avait  un  produit  MN,  dans  lequel  l'hypothèse 
de  x  =  o  rendît  l'un  des  facteurs  nul  et  l'autre  infini  ;  soit  M  le 
facteur  qui  devient  nul  par  la  valeur  de  x  qui  rend  N  infini  ;  on 
écrirait  ainsi  ce  produit  : 

1 

m 

i  Mo 

et  comme  alors  -  serait  o ,  l'expression      se  réduirait  à  -  • 

N  r  i  o 

Iles  maxime  et  mînima,  dans  les  fonctions  dune  seule  variable. 

94 .  On  peut ,  dans  la  série  de  Taylor,  donner  une  valeur 
à  l'accroissement  h ,  telle  que  l'un  des  termes  de  la  série 
devienne  plus  grand  que  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  sui- 
vent. En  effet ,  cette  série  étant  représentée  par 

Ay  d'/A'        d'y    À*        ' 

dx  dxa  2         dr1  2.3 

dy 
si  Ton  veut  que  j—  h ,  par  exemple ,  devienne  plus  grand 

que  la  somme  de  tous  les  autres  termes ,  écrivons  ainsi  la 
partie  de  la  série  comprise  depuis  ce  terme  : 

ày       d'.y  h       d*y    h1 


(64)  (?  +  ft*  + 

v  \dx       dx'   2 


dx3  2.3 


H-  . .  .  j  /#. 


à7 y  h        d3  y     h* 
Or,  quand  on  fait  h  =  o  ,  la  partie  -r~  — h  j~  — =  .  .  . 

CI  X     2  Q  X      2  .  O 

s' anéantissant,  on  conçoit  qu'elle  peut  %tre  rendue  aussi 
petite  qu'on  voudra ,  lorsqu'on  prendra  h  très-près  de  zéro , 

et  être  alors  surpassée  par  -p->  qui  est  indépendant  de  /*. 


j 


série 
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Soit  donc  Z  ce  que  devient  dans  ce  cas  -r-~ h  ...  ;    la 

Cl  X       J+ 

srie  (64)  su  réduit  à  I  -p  -+-  Z  )  A  :  et  comme  alors  ou  a 

Y^>Z,     ou     ^A>AZ, 

dr 
en  multipliant  par  h ,  il  en  résulte  que  le  terme  -r—  A  est 

plus  grand  que  la  somme  de  tous  les  suivants.  On  démon- 
trerait la  même  chose  pour  tout  autre  terme  à  l'égard  de 
ceux  qui  le  suivent. 

92.  $oit  y  =  <f  x  une  équation  entre  deux  variables.  On 
peut  toujours  considérer  cette  équation  comme  celle  d'une 
courbe  dont  les  différentes  valeurs  de  la  fonction  y  seraient 
les  ordonnées  \  on  dit  que  cette  fonction  y  est  à  son  mini- 
mum ,  lorsqu'après  avoir  diminué  successivement,  elle  est 
sur  le  point  de  recommencer  à  croître. 

Soit,  par  exemple,  la  courbe  MEN  (//g*.  9) ,  qui  a  pour 
équation  y  =  b  -f-  cx%  ;  on  voit  que  les  ordonnées  mp  f 
m'p',  etc.,  vont  en  diminuant  jusqu'au  point  B;  mais  que 
depuis  ce  point ,  les  ordonnées  qn ,  q'n',  etc. ,  vont  toujours 
en  croissant  :  ainsi  l'ordonnée  AB  est  le  minimum  de  la 
fonction  y. 

93.  On  dit  de  même  qu'une  fonction  y  est  parvenue  à 
son  maximum,  lorsqu'après  s'être  accrue  successivement T 
elle  est  arrivée  au  point  passé  lequel  elle  commence  à  dé- 
croître. 

La  courbe  CDE  (fig>  10) ,  dont  l'équation  estj'= b — ex*, 
nous  présente  un  exemple  de  ce  cas  au  point  D,  puisque  les 
ordonnées  qui  suivent  et  qui  précèdent  immédiatement  AD 
sont  plus  petites  que  AD  :  cette  ordonnée  AD  est  donc  un 
maximum. 

94.  Il  y  a  des  courbes  qui  n'ont  qu'un  maximum ,  d'autres 


N 
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qu'un  minimum  ;  quelques-unes  ont  l'un  et  l'autre  -,  d'autres 
n'en  sont  pas  susceptibles. 

On  voit ,  par  exemple ,  que  la  courbe  MBN  (fig*  9) ,  dont 
l'équation  est  y  =  b  4-  cr%  ne  peut  avoir  un  maximum, 
puisque,  d'après  la  nature  de  son  équation,  les  ordonnées 
vont  toujours  en  croissant. 

Le  cercle  CBD  (fig.  11),  dont  l'équation  est 

"'=(7--P)2-+-(*-*)S 

a  un  maximum  et  un  minimum ,  qui  correspondent  à  la 
même  abscisse  AP  :  le  maximum  est  PD,  et  le  minimum 
est  BP. 

95.  Lorsqu'une  fonction  y  d'une  variable  x  a  un  maxi- 
mum ou  un  minimum ,  ce  maximum  ou  ce  minimum  serait 
déterminé ,  si  l'on  connaissait  l'abscisse  qui  y  correspond  : 
par  exemple,  si  dans  une  courbe  dont  l'équation  est  y=(fx, 
on  connaissait  la  valeur  a  de  l'abscisse  x,qui  correspond  au 
maximum  ou  au  minimum,  il  suffirait  de  faire  x=a,  dans 
l'équation  y  =  <fx,  pour  déterminer  la  valeur  de  y,  qui 
est  le  maximum  ouïe  minimum  demandé. 

« 

96.  Soit  donc  y  =fx  une  ordonnée  PM  (fig*  12) ,  qui 
est  parvenue  à  son  maximum  ;  si  l'abscisse  ÀP  reçoit  un 
accroissement  h  représenté  par  PP/,  et  qu'on  porte  aussi  h 
de  P  en  P",  on  aura ,  pour  les  conditions  que  PM  soit  un 
maximum , 

P'M'<PM,     P'M'<PM, 
ou 

/(*+*)<>,     /(*-A}</r. 

Si  au  contraire  PM  {fig-  i3)  est  un  minimum,  en  repré- 
sentant la  valeur  de  xy  qui  correspond  au  minimum  par 
AP,  et  en  prenant  PP'=PP"=A,  nous  aurons  pour  les 
conditions  du  minimum, 

P'M>PM,     P"M">P»t, 

5. 
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OU 

f(x  +■/«)>./*,     /(*  —  /*)>/r. 

Ainsi,  lorsque  f(x-+-  h)  etf(x  —  &)  seront  en  même 
temps  plus  petits  que/ir,  il  y  aura  un  maximum,  et  si  ce* 
deux  fonctions  sont  en  même  temps  plus  grandes  que  fxr 
il  y  aura  un  minimum;  enfin,  si  l'une  de  ces  fonctions  est 
plus  grandi»  et  l'autre  moindre  que  fx,  il  n'y  aura  ni  maxi- 
mum ni  minimum. 

97.  Cherchons  donc  dans  quel  cas  ces  conditions  peuvent 
être  remplies  :  pour  cet  effet,  nous  avons,  par  le  théorème 
de  Taylor, 

(65)    /(x  +  A^jr+jjA  +  jZ—  +  _£_+._ 

D'une  autre  part ,  si  dans  cette  formule  ou  change  h  en  —  fty 
on  trouve 

v       y         v  ^  (Ijt         dx*  1.2       dx3  2.3 

Pour  qyey=Jx  soit  un  maximum  ou  un  minimum,  il 
faut  donc  que  ces  deux  développements  soient  tous  deux 
plus  grands  ou  tous  deux  moindres  que  y\  or,  cela  ne 

peulètre,  à  moins  que  y-  ne  soit  nul.  En  effet,  si  Ton 
donne  une  valeur  très-petite  à  //,  on  pourra  toujours  faire 
en  sorte  que  -r—h  surpasse  la  somme  algébrique  de  tous 
les  termes  qui  le  suivent*  Dans  ce  cas ,  le1  signe  qui  affec- 
tera -j—  h  sera  le  même  que  celui  de  —  h ,  joint  aux  terme» 

Q  JC  CI  «E 

qui  le  suivent  :  ainsi ,  dans  cette  hypothèse  j  si  -p-  h  est 

positif  dans  l'un  des  développements  (65)  et  (66) ,  ce  déve- 
loppement sera  phts  grand  que  j',  et  sera  moindre  que  y  si 

d  Y  •  Q  V 

-/-  h  est  négatif.  Le  signe  qui  affecte  jWi  étant  contraire  dans 


> 
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tir 
-ces  développements ,  il  faut  que  si  -—  A  est  positif  dans  l'un , 

U  X 

il  soit  négatif  dairs  l'autre;  d'où  il  suit  que  Tune  des  quan- 
tités f[x  -h h)  et  f(x  —  h)  sera  plus  grande  que  fx ,  et 
-que  l'autre  sera  moindre  que  fx. 

.  d  y 
Si  -=—  h  n'est  pas  nul ,  il  ne  pourra  donc  y  avoir  de  maxi- 

Cl  X 

d  y 
inum  ni  de  minimum;  maU  si  -y-  =  o,  alors  les  dévelop- 

]>ements  (65)  et  (66)  se  réduisent  à 

n       xx  S'y*1     &y  h" 

v  '  <Jj:32        d  ar*  2 . 3 

yv  . ,  d>  tv       dJ  y    /t* 

v  '  Ax1  ^       dx3  2.6 

Dans  ce  cas,  le  signe  des  termes  qui  suivent  y  dépendra 

d*  r 
de  j^;,  si  Ton  prend  h  assez  petit  pour  que  ce  terme  sur- 

Cl  x 

passe  la  somme  de  tous  ceux  qui  le  suivent;  et  comme  j— 2 

a  le  même  sigue  dans  les  deux  développements,  il  en  résul- 

d'y 
tera  que  si  y^  est  positif,  les  deux  fonctions  de  (x-h  h)  et 

de  (x  —  h)  seront  plus  grandes  que^/à:  ;  dans  ce  cas  ,fx  sera 

d5  y 
un  minimum.  De  même,  si  -r~  est  négatif,  on  voit  que  fx 

Cl  X 

sera  un  maximum. 

98.    Pour  compléter  cette  théorie,  nous  remarquerons 

dy  .  d'y  , 

que ,  outre  -r-  =  o ,  on  peut  avoir  encore  -y— -  =  o  ;  dans  ce 

cas ,  il  ne  peut  y  avoir  maximum  ou  minimum  que  lorsque 

d'y 

—^  =  o.  Alors  le  signe  des  quantités  qui  suivent  y  dépendra 

d4  y 
de  -r-~,  quand  on  prendra  //  très-pelil  ;  et  Ton  prouvera  que 

O  X 
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d*  y  ...  .  .  d'y 

si  -r—j  est  positif,  fx  est  un  minimum,  et  que  si  -r~  est 

négatif,  fx  est  un  maximum*,  ainsi  de  suite. 

En  général ,  lorsque  le  premier  coefficient  qui  ne  s'éva- 
nouit pas  est  d'ordre  pair,  il  y  a  un  minimum  s'il  est  positif, 
et  un  maximum  s'il  est  négatif. 

99.  Pour  premier  exemple,  prenons  la  fonction 
a  —  bx  -+-  x*  ;  nous  aurons  donc 

y  =  a  —  bx  -+-  x7  ; 

diflerentiant  et  divisant  par  djr,  nous  obtiendrons 

dy  .  d'y 

dj*  da:2 

day 
Cette  valeur  positive  de  -r~  nous  apprend  que  la  fonction 

Cl  wb 

a  un  minimum.  Pour  déterminer  l'abscisse  qui  correspond 

àr 
a  ce  minimum ,  nous  égalerons  à  zéro  la  valeur  de  -pree 

Cl  %JC 

qui  nous  donnera  x  =  -  ;  si  l'on  substitue  cette  valeur  de  x 

b2 
dans  celle  de  y,  on  trouvera  y  =  a  —  y  pour  le  minimum 

cherché. 

100.  Soit  encore  la  fonction  ak  -+-b*x — c'j:*;  différen- 
tiant  l'équation  y  =  ak  -h  bzx  —  c'a:8,  et  divisant  par  d x, 
nous  trouverons 

d  y  d2  y 

d.r  dx' 

d2y 
Par  la  valeur  négative  de  -r— j*  on  voit  qu'il  y  a  un  maxi- 

mum  dans  la  fonction  ;  l'équation  i3  —  2c'jc  =  o  nous 

b3 
donne  x  =  — ;  pour  l'abscisse  qui  correspond  à  ce  maxi- 

mum-,  et  en  substituant  cette  valeur  de  x  dans  celle  de  y, 
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ou  trouvera 

b* 

101.   Soit  encore  l'équation 

X  =  3a*x*  —  b'x  -4-  c»; 

nous  trouverons,  en  opérant  comme  ci-dessus, 

dr  d2r 

-^  =  ûfl^1  —  b*,      -^  =  i8rt'.r  ; 

dx       ^  dx7 

m 

dy 
«galant  à  zéro  la  valeur  de  j-  ?  nous  avons 

Q  X 

qa2x7 — &'=o,     d'où     x  =  dc-=—« 
*  3a 

ces  deux  valeurs  de  x  étant  mises  successivement  dans  celle 

d*  Y 

de  y^î  nous  apprennent  qu'il  y  a  dans  la  fonction  un  mi- 

uimum  et  un  maximum.  Le  minimum  correspond  à  l'ab- 

b3  b2 

scisse  x=  -f-  -5—  i  et  le  maximum  à  l'abscisse  x  = —  —  : 

3a  3a 

en  mettant  ces  valeurs  dans  celle  de  j*,  nous  trouverons 

2  b6                       .                                           a  b9 
y  =  c*5 pour  le  minimum,   et  y  =  t*s  H pour 

le  maximum. 


Application  de  la  théorie  des  maxhma  et  minima  k  la  solution 

de  divers  problèmes. 

PKOBLÈME    I. 

102.  Partager  un  nombre  en  deux  parties  telles,  que 
le  produit  de  l'une  par  l'autre  soit  le  plus  grand  pos- 
sible. 

Soient  a  ce  nombre  et  x  Tune  des  parties;  l'autre  sera 
a  —  x.  Donc  x  (a  —  x)  est  la  quantité  dont  on  veut  cher- 
cher le  maximum  »,  ditférentiant  et  divisant  par  d #,  l'équa- 
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tion  y  =  x  (a  —  x)  =  ax  —  .r',  nous  trouverons 

d  r  à?  y 

La  valeur  de  -r-^-  nous  montre  que  la  fonction  renferme 

effectivement  un  maximum.  Si  ce  coefficient  se  fut  trouvé 

d'un  signe  contraire,  le  problème  aurait  été  impossible. 

dy 
En   égalant  à   zéro  la  valeur   de  -~>    nous    trouverons 

u  Xm 

x={a,  ce  qui  nous  annonce  qu'il  faut  que  le  nombre  a 
soit  partagé  en  deux  parties  égales  pour  que  le  produit  soit 
un  maximum. 

PROBLÈME    II. 

103,  Entre  tous  les  cylindres  inscrits  dans  un  côneAroit, 
déterminer  celui  qui  a  le  plus  grand  volume. 

Soient  a  (Jig-  i4)  ^a  hauteur  SC  du  cône,  b  le  rayon  AC 
de  sa  base ,  et  x  la  distance  SD  du  sommet  au  centre  du 
cercle  supérieur  du  cylindre. 

Les  triangles  semblables  SAC ,  SED  nous  donneront 

se  :  ac  ::  SD:  ed, 

ou 

a  î  b  :  :  *  :  ed  ; 

dottc 

bx 
ED=  — 

a 

Soit  î  :  7r  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonférence;  ou 

sait  que  le  cercle,  dont  le  rayon  est  r,  a  pour  surface  nr*. 

bx 
Donc  le  cercle  EGF,  qui  a —  pour  rayon,  a  pour  surface 

it  b7 

— -  x*  ;  multipliant  cette  surface  par  la  hauteur  DC  du  cy- 

lindre,  c'est-à-dire  par  a  —  #,  nous  aurons  — -  x1  (a  —  x) 


•s 
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pour  le  vQlume  du  cylindre:,  ainsi  l'équation  à  différentier 
est 

r  =  -#{"*  —  **)» 

on  déduit  de  cette  équation 

j^-  =  — r(2«x—  3x7)    et      j-=t  =  — r(2<i  — 6a?); 
ax        a7  ax7         a7  %  ' 

égalant  à  zéro  la  valeur  de  -r^>  on  a 
°  ax 

— -{nax — 3aa)  =  o,     ou  plutôt     7.ax — 3j?5  =  o, 

équation  qui  étant  le  produit  des  facteurs  x  et  ia  —  3x, 

donne  par  conséquent  x=  o,  ou  x  =  -5—  La  valeur  ar  =  o 

ne  peut  correspondre  à  un  maximum,  puisque,  dans  cette 

hypothèse,  -r— -  se  réduit  à *  nombre  positif.  Cette  va- 

d*r 
leur  de  -=-j  indique  un  minimum*,  en  effet,  quand  «r=o,  le 

cylindre  se  réduit  à  l'axe  du  cône  (car  plus  le  cylindre  est 
haut,  plus  il  est  mince). 

La  valeur  x  =  -5-  est  donc  la  seule  qui  puisse  répondre 

à  la  question  ;  et ,  dans  cette  hypothèse ,  -j-~  se  réduit  à 

?  nombre  négatif.  Si  l'on  retranche  donc 

SD  =  x=}SC 

de  la  hauteur  du  cône ,  il  restera 

CD  =  |SC. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  le  cylindre  le  plus  volumi- 
neux inscrit  au  cône  a  pour  hauteur  le  tiers  de  celle  du 
cône. 
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PROBLÈME    III. 

104.  Partager  une  droite  AB  (fig.  i5)  en  deux  parties 
AC  et  CB,  de  manière  que  le  produit  AC3X  CB  soit  un 
maximum. 

Représentons  par  a  celte  droite  AB,  et  par  x  la  partie  AC 
de  cette  droite  •,  l'équation  du  problème  sera  donc 

y  =  x*(a  —  x), 
d'où  l'on  tire 

-r—  =:  oax2  —  4-r\     -H1-  =  oax  —  ivx1; 

dx  ^     7     dx2 

àr 
en  égalant  à  zéro  la  valeur  de  ^  *  on  trouve  x  =»  o  ,  ou 

x  =  -j-  Cette  seconde  valeur  est  la  seule  qui  résout  le  pro- 

blême ,  puisqu'elle  réduit  celle  de  -=-^  à  —  ^7-  >    résultat 

OX  il 

négatif. 

105.  Observons  que  lorsque  dans  la  valeur  du  coefficient 

d  y  . 
différentiel  -p  il  y  a  un  facteur  constant  positif,  on  peut  le 

Cl  X 

supprimer.  En  effet,  si  nous  avons 


d^         A 

d7  =  A^' 

on  en  tire 

d3  r        A  d.«j? 

"    —  À 
dx2               dx 

Cette  seconde  équation  ne  servant  qu'à  nous  faire  con- 
naître le  signe  de  la  valeur  de  -p^  »  ce  signe  ne  dépend  que 


de  celui  qui  affectera  --—-  >  parce  que  A  est  un  facteur 
constant  positif  :  donc  A  peut  être  supprimé  dans  cette 
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àr 
équation.  Il  peut  l'être  aussi  dans  l'équation  —  =  A<px  ; 

U  X 

car  puisque  nous  devons  égaler  à  zéro  le  second  membre  de 
cette  équation  pour  déterminer  x ,  l'équation  À  (fX  =  o 
nous  donnera  yx  =  o  -,  d'où  il  suit  qu'on  a  droit  d'omettre 
la  constante. 

PROBLÈME    IV. 

106.  On  veut  faire  entrer  dans  un  vase  cylindrique 
une  certaine  quantité  d'eau  dont  le  volume  est  connu } 
on  demande  quelles  dimensions  il  faut  donner  à  ce  vase 
pour  que  sa  surface  interne  soit  aussi  petite  quil  est 
possible. 

Soient  Y  le  volume  d'eau  donné,  et  x  le  rayon  de  la  base* 
du  cylindre;  tzx*  sera  Taire  de  la  base  du  cylindre.  Et 
puisque  la  hauteur  de  ce  cylindre ,  multipliée  par  sa  base , 
est  égale  à  son  volume ,  on  aura 

hauteur  du  cylindre  X  kx1  =.  V, 

d'où  Ton  tirera 

V 
hauteur  du  cylindre  =r  « — -  • 

TZX 

En  multipliant  cette  hauteur  par  la  circonférence  de  la  base 
qui  est  arcx,  on  aura 

V  2V 

X  27TX=  


irx*  x 


pour  la  surface  convexe  du  cylindre.  Si  à  cette  surface  on 
ajoute  7r  x%  qui  est  celle  de  la  base  du  cylindre ,  l'équation  à 
différentier  sera 


2V 

y  = hwx-, 

x 


et  Ton  en  déduira 


ày  2  V  d'y       iV 


> 
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La  valeur  de  ~  étant  égalée  à  zéro ,  donne 


x 


-tf- 


On  voit  que  cette  valeur  répond  à  un  minimum ,  puis-* 
qu'elle  rend  positive  celle  de  -y~  :  le  rayon  de  la  base  du 


t\x* 

»/V 


cylindre  cherché  sera  donc  tV  -  •  Si  Ton  met  cette  valeur 

dans  l'expression  de  la  hauteur,  on  trouvera ,  pour  la  hau- 
teur du  cylindre, 


7T 


PROBLEME    V. 

107.  Entre  tous  les  cônes  inscrits  dans  une  sphère, 
déterminer  celui  qui  a  une  plus  grande  surface  convexe* 

Supposons  que  le  demi-cercle  AMB  (fig.  16)  fasse  une 
révolution  autour  de  l'axe  AB,  la  corde  AM  engendrera 
un  cône  dont  AP  sera  la  hauteur,  et  PM  le  rayon  de  la 
base. 

La  surface  convexe  de  ce  cône  aura  pour  expression, 

circonférence  PM  X7  AM  =  2ttPM.  j  AM  =  ttPM.AM. 

11  ne  s'agit  donc  que  de  déterminer  PM  et  AM. 
Pour  cet  effet,  soient  AB=2<i,   AP  =  a^   MP  étant 
moyenne  proportionnelle  entre  AP  et  PB ,  on  a 

x  :  PM  ::  PM  :  2a  —  x\ 

donc 

PM  =-  sjiax  —  x7  $ 

ÀM  étant  moyenne  proportionnelle  entre  AP  et  AR.  on  a 

x  :  AM  ::  AM  :  2<?  ; 
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donc 


ÀM  =2  ^zax'7 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  la  surface  du 
cône ,  on  obtiendra 

'    surface  convexe  du  cône  =r  ir  y  2  ax  —  x7  sjlax 

l'équation  à  différentier  est  donc  (art.  105) 

y  =  ^a2ju7  —  2  or3, 
d'où  Ton  déduit 

d  y  £a7x  —  3ax2 

d  x        ^a2x*  —  v.ax* 
ou,  en  supprimant  le  facteur  commun  .r, 

u.r         V4*1 — 7,ax 

égalant  à  zéro  cette  valeur  de  do: ,  nous  obtiendrons 

4«2  —  Zax  =  o, 
équation  satisfaite  en  supposant 

4« 
X  =  __. 

Cette  Valeur  appartient  à  un  maximum;  c'est  ce  qui  va  nous 

d*  r 
être  confirmé  par  le  signe  de  -r™ 

vl  vL 

108.  Avant  que  de  déterminer  la  valeur  de  ce  coefficient 
-différentiel ,  je  vais  expliquer  un  procédé  qui  abrégera  les 
calculs  dans  de  certains  cas. 

Je  ferai  préliminairement  observer  que ,  lorsqu'une  fonc- 
tion de  x  est  nulle  par  une  valeur  qu'on  donne  à  x ,  il  ne 
s'ensuit  pas  qu'en  général  son  coefficient  différentiel  soit 
aussi  nul  :  par  exemple,  si  Ton  a  la  fonction  xi — 5o:+61 
qui  devient  nulle  lorsque  x  ==.  a  j  ou-  lorsque  x  =  3 ,  le 


•5 


78  .  CJLLCOL    DIFFÉRENTIEL. 

coefficient  différentiel  de  cette  fonction  ,  qui  est  s x  —  5 ,  ne 
devient  pas  nul  dans  ces  hypothèses. 

109.  On  peut  quelquefois  abréger  beaucoup  les  opéra- 
tions qu'on  emploie  pour  reconnaître  si  une  fonction  est 
susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  minimum.  En  effet, 
supposons  que  Ton  veuille  déterminer  le  coefficient  diffé- 

rentiel  de  l'équation  ~j-  =  XX',  dans  laquelle  X  et  X7  sont 

des  fonctions  de  x ,  dont  la  première  seule  devient  nulle  par 
une  valeur  donnée  à  x;  en  différentiant  cette  équation 
(art.  14),  et  en  divisant  par  dx,  nous  obtiendrons 

d'y      XdX'       X'dX 


dx7         dx  dx   • 

X ,  par  hypothèse ,  étant  nul ,  en  vertu  de  la  valeur  donnée 
à  x,  cette  équation  se  réduit  à 

^_XrdX 

dx7         dx 

d2r 
ce  qui  nous  indiqué  que,  pour  obtenir  -r— 2,  il  faut  multi- 

plier  le  coefficient  différentiel  du  facteur  nul  par  l'autre 
facteur  (*). 

i  10.  Par  exemple  si ,  étant  donné  -p-  =  — -r-,  on  veut 

r  d*  yjx 

obtenir  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  dans  l'hy- 


*  *  * 


(*)  Cette  règle  n'est  pas  sans  exception,  car  -= —  peut  être  nul  aussi.  Par 

eiempte,  si  Ton  avait  —  =  jt*  (x  —  a)*,  équation  qui  renferme  des  racine» 

d'r 
égales ,  les  deux  termes  de  la  valeur  de  -r— „  seraient  nuls  ;  et,  au  lieu  de  sup- 

dX' 
primer  le  facteur  représenté  par  X  -=—  >  on  devrait  (  art.  96  )  recourir  aux 

-coefficient»  différentiels  de»  ordres  supérieurs,  pour  reconnaître  si  la  fonc- 

dX' 
lion  est  susceptible  d'un  maximum  ou  d'un  minimum  ;  si  — —  était  infini , 

«b  tomberait  d»A*  le  cas  tl*  l'art.  80. 


1 
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po thèse  de  x  =  a ,  on  écrira  ainsi  cette  équation  : 

d  r        1        .  % 

et  Ton  trouvera  que 

d*y        1        d  (x — a) i 

dj?""^i  dx      ~~"^ï# 

111.  Reprenons  maintenant  l'équation  (67) ,  de  laquelle 

on  veut  tirer  la  valeur  de  -.— ,  dans  l'hypothèse  de  x=~- , 

en   décomposant   le  numérateur   en    ses   facteurs,    nous 

aurons 

dy       ax{l\a  —  3*) 

d*       ^cPx1 — 2ax* 
le  second  membre  peut  s'écrire  ainsi  : 


ax 


X(4«  -3jt). 


Dans  T hypothèse  actuelle,  le  facteur  4<* —  3a:  étant  nul, 
nous  aurons  donc  (art.  109) 

d*y ax  d(4«  —  3-r) 3ax 

<1*1       ^/\a*x* —  nax*  ",r  y4«3x2 — %axrs 

et  par  conséquent ,  en  divisant  les  deux  termes  de  la  fraction 

parx, 

#y  3  a 


**x*  V4fl7 — iax 


mettant  dans  cette  expression  la  valeur  de  x ,  qui  est  -~- ,  on 

obtiendra 

d7Y  Za  3/i 


«***  1 .  8a 


Cette  valeur  étant  négative  x  celle  de  x  correspond  à  uw 
maximum. 
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PROBLÈME  VI. 

112.  Un  point  C  (fig.  17)  étant  donné  dans  T angle  Y  AX  , 
mener  par  ce  point  une  droite  DE ,  qui  rencontre  les  axes 
AX,  AY^  de  telle  manière  que  la  longueur  DE,  tfe  cette 
droite,  soit  un  minimum. 

Soient  AI  =  a ,  IC  =  b ,  IE  =  x  ;  les  triangles  rectangles 
ICE ,  ADE  ,  nous  donnent 

iE:ic  ::  ae  :  ad, 


OU 

donc 


par  conséquent 


D'une  autre  part , 


x\  b  ::  a  4-Jt- :  AD; 

AD  =  -  (a  -4-.r): 

x  ' 


b* 

x7  ' 


AE2=(û-h^)2; 
substituant  ces  valeurs  dans  la  formule 

DE  =  v/AD2  +  AE» , 


nous  trouverons 


et ,  en  réduisant  au  même  dénominateur  le  premier  facteur 
qui  est  sous  le  radical , 


En  regardant  cette  expression  comme  le  produit  du  facteur 

,  par  le  facteur  ^b*  -+-  x7 ,   nous  diiTérentierons  par 

x 

l'art.  14,  et  nous  trouverons  * 

.  a  -f-  x  ,     n /-= ,  a  -+-  x 

ày  = d  .  s) b"  H-  x7  -+-  yb*  -t-  x1  cl . 5 

x  **' 
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elfcctuant  les  dilfércntiations,  nous  aurons 

.  fl  +  J      xdx  r. "  adx 

dj  = 7—==  +  v*,  +  *,x r  ; 

réduisant  au  même  dénominateur,  en  multipliant  les  deux 
termes  de  la  première  fraction  par  x,  et  les  deux  termes  de 

la  seconde  par  ^bx  -h  x* ,  nous  obtiendrons 

a  -f-  x      x7dx  b2  -+•  x2  . 

dj  = ,  H X  —  adx\ 

x      y/b*  -f-  x7       x7  \]b*  -h  .r» 

réunissant  et  réduisant  les  termes  du  numérateur,  et  divi- 
sant par  dr,  il  nous  viendra  .enfin 

d^y  x3  —  au2 


-a- 

.7 


d*       x'fa-hx' 
égalant  le  numérateur  à  zéro ,  nous  trouverons  * 

3   

x  =r  \'ab7. 

Pour  prouver  que  celle  valeur  répond  à  un  minimum  dans 
cette  hypothèse,  nous  mettrons  seulement  (art.  109)  à  la 
place  du  numérateur,  qui  est  le  facteur  nul,  son  coefficient 
différentiel ,  et  nous  aurons  ainsi 

d*y  __■        3x2         __         3 
à*7        x-  s/b>  -+•  x1        s/b2  -h  x2 

valeur  essentiellement  positive.  On  ne  fait  pas  la  substitu- 
tion de  la  valeur  de  .r,  car  on  voit  qu'un  carré  x2  est  tou- 
jours positif. 

PROBLÈME    VII. 

113.  Trouver  le  plus  grand  triangle  rectangle  quon 
puisse  construire  sur  une  droite  donnée. 

Soient  a  cette  droite,  AB  (Jîg.  18)  etx  l'un  des  côtés  du 
inangle,  l'aulre  sera  ya?  —  .x2  ;  donc  la  surface  du  triangle 
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a  pour  expression 


x 


-  si  à1  —  x'1  \ 
i 

ainsi  l'équation  du  problème  sera  (art.  105) 

Y  =  x  sjà1  —  x2,      ou  plutôt     y  r=  ^à'x*  —  x', 

d'où  Ton  déduira 

d  y         a}x  —  ixl 

&x        s/tfxt—x* 
Cette  valeur  étant  égalée  à  zéro ,  donne 

a2x  —  2#3r=o,      ou     x{a2 — 2x')  =  o, 

équation  de  laquelle  on  tire 

x  =  o ,     ou     9.  x7  =  a2. 

x  ne  pouvant  être  nul ,  nous  le  déterminerons  par  la  se- 
conde équation ,  qui  nous  apprend  que  les  deux  côtés  AC , 
BC  sont  égaux. 

En  différentiant  le  facteur  a2  —  2  x2,  on  trouve  (art.  109) 

d7y  x  d(n7  —  2x5)  4*r' 

d*a         yla'x\—  xs  &x  ^fl»xi  __  x\ 

Ce  résultat  étant  négatif,  l'hypothèse  de  a*  —  ix*  =o 
détermine ,  pour  x,  une  valeur  qui  correspond  a  un  maxi- 
mum. 

De  la  signification  géométrique  des  coefficients  différentiels. 

dr 
H 4.  On  a  vu  (art.  73)  que  -.-  représentait  la  tangente 

trigonométrique  de  l'angle  que  fait,  avec  Taxe  des  abscisses, 
une  tangente  menée  au  point  dont  les  coordonnées  sont  $ 
et  y  \  comme  c'est  le  fondement  de  ce  qui  va  suivre ,  on  peut 
démontrer  à  priori  cette  proposition  de  la  manière  sui- 
vante :  Soient  (fig-  19)  PM  =  ^,  PP'=  h:  en  menant  la 
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parallèle  MO  à  Taxe  des  abscisses,  on  a  donc 

WP'=f{x  +  /i), 


»./~  y/  »\  /•  d  Y    ,  à1  Y       II1 


O 


r 


MQ:MQ::i:iangS  =  ^; 

et  en  mettant  pour  les  expressions  M'Q,  MQ,  leurs  va- 
leurs, on  aura 

d  .r  d  x1  i .  5i         '  d  y        à}  y     h 

fe  /*  dx        tla:1   1.2 

Passant  à  la  limite,  h  est  nul ,  et  tangente  S  se  change  en 
tangente  T. 
Donc  alors 

^       ày 

Cela  posé,  si  PM  devient  un  maximum,  la  tangente  TJM 

(Jig-  20)  étant  alors  parallèle  à  l'axe  des  abscisses,  elle  fait 

un  angle  nul  avec  cet  axe;  et  comme  on   vient  de  voir 

que  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  formé  par  la 

dr 
tangente  avec  l'axe  des  x  était  -j-jona  donc,  dans  ce  cas, 

dy 
dx 

On  démontrerait  de  même  que  si  PM  [fig.  21)  était  un 
minimum  ,1a  tangente  trigonométrique  devenant  aussi  nulle 

clans  ce  cas  ,  on  devrait  avoir  —  =  o. 

ai 

dy 
Ainsi ,  cette  équation  -r—  =  0  n'exprime  autre  chose  que 

la  condition  du  parallélisme  de  la  tangente  en  M  à  Taxe  des 
abscisses. 

G. 


&4  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

115.  Examinons  maintenant  dans  quelle  circonstance  -r— ^ 

est  positif  ou  négatif. 

Pour  cet  effet ,  considérons  d'abord  le  cas  où  la  courbe 
(Jîg.  22)  tourne  sa  cenvexité  vers  l'axe  des  abscisses. 

Soient  AP,#;  PM,  jr5  PP'=P' P"=  A;  et  par  les  points 
M  et  M',  menons  la  sécante  MM'  S,  et  les  droites  MN ,  M'N', 
parallèles  à  Taxe  des  abscisses ,  nous  aurons 

M'O  =  M'P'—  MP  =/(*  -4-  h)  — /r, 

c'est-à-dire 

d  x  d  a?3  1 . 2 

Or,  la  similitude  des  triangles  MM'O,  MSN  nous  donne 

< 

MO:MN  ::  M'O  :sn, 

.  ou 

h  :  2k  ::  M'O:  sn; 

donc, 

SN=2M'0; 

et,  en  substituant  pour  M'O  sa  valeur,  on  a 

dr  d'r    A2 

SNcrra-riA  +  a-p^ H..:. 

d  .r  d  .r'  1  . 2 

D'une  autre  part, 

M"P"=/(.r-+-2A); 

si  Ton  en  retranche 

NP"=  PM , 
on  aura 

ôtant  de  cette  valeur  de  M"N  celle  de   SN,   il   restera 

(fig-  aa) 

(68)  M''S  =  ^/*'  +  .... 
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Dans  le  cas  où  la  courbe  {fi g.  23)  tourne  sa  concavité 
vers  Taxe  des  abscisses,  pour  avoir  M"  S  il  faudra ,  au  con- 
traire ,  retrancher  de  la  valeur  de  SN  celle  de  M"N ,  ce  qui 
donnera 

(69)  M»S=-g^À'+.... 

En  comparant  ces  deux  valeurs  (68)  et  (69)  de  M"S,  on 

voit  que,  dans  Tune,  ~-t est  précède  du  signe  ■+■ }  et  dans 

l'autre ,  du  signe  — . 

Cela  posé,  on  peut  faire  en  sorte  que  le  signe  du  premier 
terme  du  développement  de  M" S  déGide  de  celui  de  tout  ce 
développement*,  et  comme  le  carré  /if,  qui  est  essentiel- 
lement positif,  ne  peut  influer  sur  le  signe  de  -r-^  A1,  le 

coefficient  différentiel  -7--  décidera  seul  du  signe  de  la  somme 

dr 

de  tous  les  termes  de  la  valeur  de  M"  S. 

En  ne  considérant  donc  les  équations  (68)  et  (69)  que 
relativement  aux  signes  qui  affectent  chaque  membre ,  on 

pourra  supprimer  A2  et  les  termes  qui  suivent  -ï— ;ret  ces 
équations  deviendront 

d  xl  d  x9 

d'où  nous  tirerons 

à2  y 

idP=+M"s' 
(70)  {  d 

ai=-M"s- 

Si  Ton  regarde  y  comme  une  quantité  positive,  M" S 
(fig.  22),  tombant  du  même  côté  que  y,  sera  positif;  la. 
première  des  équations  (70)  nous  apprend  donc  que,  lors- 
que la  courbe  tourne  (fig*  22)  sa  convexité  vers  Taxe  des 

d*r 
abscisses ,  -j-^  est  positif. 

Q  X 
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Si  l'on  considère  ensuite  la  seconde  des  équations  (70)  et 
l&fig.  23  qui  s'y  rapporte,  on  verra  que  — M" S  représente 
une  droite  qui  est  d'un  signe  contraire  à  celui  de  y,  et  que , 

par  conséquent ,  ^—  est  négatif  dans  le  cas  de  la  fi  g.  23, 

c'est-à-diré  lorsque  I4  courbe  tourne  sa  concavité  vers  Taxe 
des  abscisses. 

116.  La  courbe  jusqu'à  présent  a  été  supposée  située 

au-dessus  de  Taxe  des  abscisses:  examinons  ce  qu'il  arrive 

lorsqu'elle  s'étend  au-dessous,  comme  dans  la  Jig.  24.  Il 

est  certain,  par  ce  qui  précède,  que  puisque  la  cour*be 

dar 
tourne  en  M  sa  convexité  vers  Taxe  des  abscisses ,  -r-^-  et 

par  conséquent  MN ,  est  positif.  Or,  les  droites  MN  et  M'N', 

qui  sont  situées  du  même  côté  de  la  tangente  T'T,  doivent 

avoir  le  même  signe;  et  comme  MN  est  positif ,  M' N'  doit 

l'être  aussi  ;  d'où  il  suit  qu'au  point  M',  où  la  courbe  tourne 

d2r 
sa  concavité  vers  Taxe  des  abscisses,  -. — -  sera  d'un  signe 

contraire  à  celui  de  l'ordonnée  .P' M',  qui  est  négative;  la 

d7r 
courbe  tournerait,  au  contraire,  sa  convexité,  si  y  et  -r^~ 

étaient  de  même  signe.  De  sorte  qu'on  peut  dire,  en  géné- 

da  r 
rai ,  que  de  quelque  côté  que  tombe  la  courbe ,  -pi  est  du 

même  signe  que  y  lorsque  la  courbe  tourne  sa  convexité 

vers  l'axe  des  abscisses ,  et  prend  un  signe  contraire  lorsque 

la  courbe  tourne  sa  concavité  vers  le  même  axe. 

La  courbe  tournant  sa  convexité  ou  sa  concavité  vers 

l'axe  des  abscisses ,  suivant  que  l'ordonnée  est  parvenue  à 

d2  y 
son  minimum  ou  à  son  maximum,  on  voit  pourquoi  —^ 

est  positif  dans  le  premier  cas,  et  négatif  dans  le  second. 
117.  On  dit  encore  qu'il  peut  y  avoir  un  maximum  ou 
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(J  y 

Un  minimum  lorsque  -y-  =  oc  .  Pour  expliquer  ce  que  cette 

condition  signifie,  soit  y=fx  l'équation  d'une  courbe  MN 
(fig.  a5)  ;  il  est  certain  que  si  l'on  donne  à  x  une  valeur  AP, 
cette  équation  déterminera  l'ordonnée  PM. 

Si  l'on  résout  ensuite  l'équation  par  rapporta^  ,et qu'on 
en  tire  x  =  y  y  ;  lorsqu'on  fera  y  =  AP'  (valeur  précédente 
dey),  l'équation  donnera  x  =  P'M.  Dans  ce  dernier  cas, 
y  sera  considéré  comme  l'abscisse,  et  x  comme  l'ordonnée; 
et  l'on  construira  la  même  courbe,  pourvu  qu'on  porte  les  . 
abscisses  y  sur  Taxe  AY,  et  que  l'autre  axe  soit  regardé 
comme  celui  des  ordonnées. 

Dans  cette  hypothèse ,  on  peut  donc  chercher  le  maxi  - 
mum  ou  le  minimum  de  la  fonction  x  dey.  Pour  cet  effet , 

G  X 

de  l'équation  proposée  on  tirera  —  =  M,   et   l'ou   suppo- 

Q  X 

sera  M  =  o;  cela  posé,  l'équation -r- =  M  nous  donnant 

-r-  =  —i  on  voit  que  lorsque  M  =  o ,  -^-  =  oo  :  ainsi ,  la 

dx       M  *  *  dx 

condition  nécessaire  pour  qu'il  y  ait  un  maximun  ou  un 
minimum  dans  le  sens  des  abscisses,  est  qu'on  puisse  avoir 
dr 

H8.  Par  exemple,  si  l'on  prenait  l'équation 

y2  =  ax  •*—  b , 

011  en  tirerait  -r—  = Cette  valeur  égalée  à  zéro  donnc- 

dx        iy  ° 

rait  y  =  oo  ;  donc  la  courbe  ne  peut  avoir  un  maximum 
dans  le  sens  des  ordonnées  qu'à  une  distance  infinie  de  l'axe 
des  x.  Examinons  maintenant  si  elle  a  une  limite  dans 
le  sens  des  abscisses  (par  limite  on  dénomme  ,  en  général , 
le  maximum  et  le  minimum);  pour  cela,  il  faut  suppose» 

la  valeur  de  -r—  infinie,  ce  qui  nous  donne  —  —  oo  ,  emi  - 

il  x  *  9.  y 


* 
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dition  remplie  lorsqu'on  fait  y  =  o$  dans  cette  hypothèse, 

la  valeur  de  -r—-  se  réduit  à  -<>  résultat  positif.  On  voit 

dry  a  * 

donc  que  la  valeur  de  y  =  o  correspond  à  un  minimum 
de  x.  Nous  déterminerons  ce  minimum  en  faisant  y  =  o 
dans  F  équation  proposée ,  ce  qui  la  réduira  à  ax,  —  b  =  o , 

d'où  nous  tirerons  x  =  -  pour  le  minimum  cherché  :  ce 

minimum  est  représenté  par"  AM  dans  la  fig.  26. 

119.  En  terminant  cette  matière,  nous  remarquerons 
que  l'équation  —  =r  00  nous  indique  que  la  tangente  MT 

Cl  X 

[fie*  2^)  est  ceHe  d'un  angle  droit,  et  par  conséquent  est 
perpendiculaire  à  l'axe  des  x. 

Considérations  générales  sur  les  points  singuliers  des  courbes. 

120.  Le  calcul  différentiel  peut  être  d'une  grande  utilité 
pour  trouver  la  forme  d'une  courbe  dont  l'équation  est 
donnée.  La  théorie  des  maxima  et  mini  ma  nous  offre  déjà 
les  moyens  de  déterminer  les  limites  dans  le  sens  des 
abscisses  et  dans-  celui  des  ordonnées  5  mais  cela  ne  suffirait 
pas  pour  nous  faire  connaître  la  forme  de  la  courbe.  Par 
exemple,  les  courbes  des  fig.  27,  28  et  29,  qui  ont  les 
mêmes  limites,  OC  et  OD,  dans  le  sens  des  ordonnées, 
et  OA  et  OB  dans  celui  des  abscisses ,  ne  se  ressemblent 
pas.  Ce  qui  distingue  la  courbe  fig.  27  de  la  courbe  fig.  28, 
c'est  que,  dans  cette  dernière,  il  n'y  a  qu'un  point  d'in- 
flexion 5  on  appelle  ainsi  un  point  où  la  courbe  de  concave 
devient  convexe ,  ou  de  convexe  devient  concave.  Dans 
la  fig.  27  il  y  a  deux  points  d'inflexion  ,  l'un  en  E ,  l'autre 
en  G .  et  un  point  de  rebroussement  en  C  ,  c'est-à-dire  un 
point  où  la  courbe  suspend  tout  d'un  coup  son  cours. 

121.  En  général,  les  points  où  la  courbe  éprouve  des 


•  -i 
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changements  s'appellent  des  points  singuliers  ;  on  sent  que 
si  Ton  a  les  moyens  de  reconnaître  les  endroits  où  ces  points 
existent ,  il  sera  facile  de  suivre  la  courbe  dans  son  cours. 
Par  exemple,  si  l'on  savait  que  la  courbe  (fig.  29)  a  des 
points  d'inflexion  en  E  et  en  H ,  et  des  points  de  rebrousse- 
ment  en  F  et  en  G,  on  pourrait  prendre  une  idée  de  cette 
courbe  par  l'analyse  suivante  : 

En  partant  du  point  A  ,  qui  est  une  limite  dans  le  sens 
des  abscisses,  la  courbe  tourne  d'abord  sa  concavité  vers 
Taxe  des  abscisses  jusqu'en  E,  où  il  existe  un  point  d'in- 
flexion qui ,  de  concave ,  le  fait  devenir  convexe.  A  l'extré- 
mité de  la  partie  convexe  EF,  elle  suspend  son  cours  au 
point  de  rebroussement  F,  au  delà  duquel  elle  est  encore 
convexe  dans  la  partie  FH  •  pour  redevenir  concave  au  delà 
du  point  d'inflexion  H  et  arriver  ainsi  jusqu'au  point  C, 
qui  est  une  limite  dans  le  sens  des  ordonnées  ;  enfin  de  C 
en  G  et  de  A  en  G ,  la  courbe  est  composée  de  deux  arcs  CBG , 
ADG,  qui,  tournant  leurs  concavités  à  l'axe  des  abscisses , 
se  réunissent  en  un  point  de  rebroussement,  et  passent  par 
les  deux  limites  13  et  D,  l'une  dans  le  sens  des  abscisses  et 
l'autre  dans  celui  des  ordonnées. 

122.  D'après  ce  qui  précède,  on  sent  combien  il  serait 
avantageux  de  pouvoir,  à  l'aide  de  l'équation  d'une  courbe , 
déterminer  les  coordonnées  des  points  singuliers.  Nous 
avons  déjà  fait  connaître  les  moyens  de  trouver  les  maxima 
et  les  minima ,  il  nous  reste  à  nous  occuper  de  la  recherche 
des  autres  points  singuliers  :  c'est  ce  qui  va  faire  le  sujet 
des  paragraphes  suivants. 

Des  points  d'inflexion. 

123.  Nous  venons  de  voir  qu'un  point  d'inflexion  est 
celui  dans  lequel  la  courbe ,  de  convexe  devient  concave ,  ou 
de  concave  devient  convexe.  La  courbe  M' MM"  (/?#•  3o) 


*-. 
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d*y    h1 
lerme  -r-^2  — —  surpassât  la  somme  algébrique  de  tous  les 

Cl  X     I  .  J* 

autres  termes  de  la  série.  Dans  ce  cas ,  le  signe  de  ce  terme 
serait  celui  du  résultat  de  toute  la  suite  ;  et  comme  ce  terme 
est  le  même  dans  les  deux  séries  ,  il  en  résulterait  que  M'N  ' 
et  M/'N"  {fig-  3ô)  auraient  nécessairement  le  même  signe; 
par  conséquent,  pour  que  M'N7  et  M "W  puissent  être  de 
signes  contraires,  il  faut  que  l'on  ait 

d2r   f  .     A       d2r 

—  h*  =  o,     ou  plutôt     ~  =  o. 


(b2  '  '  dx* 


124.  S'il  arrivait  que  la  même  valeur  de  .r,  qui   fait 

d2  y  .  d**  y 

évanouir    -r^-i  fît  aussi   évanouir    r-^-»  il  faudrait,  pour 
dx2  dx*        ;  l 

à*  y 
qu'il  pût  y  avoir  un  point  d'inflexion ,  que  -r-(  fût    aussi 

U  X 
t\à  y 

nul.  Dans  ce  cas,  si  -r^  était  aussi  nul,  il  faudrait  en- 

1       dxb 

dGr 
core  que  j~  fût  nul ,  et  ainsi  de  suite  ;  de  sorte  que  le 

U  X 

dernier  coefficient  différentiel  qui  serait  nul ,  devrait  être 
d'ordre  pair. 

125.  Si  la  valeur  de  x ,  qui  est  la  même  dans  les  dévelop- 

d2Y 
pements  (7D)  et  (76)  était  telle  que  j-2  fût  infini,  ces  deux  dé- 

Cl  X 

veioppements  le  seraient  aussi  \  et  alors  on  ne  pourrait  rien 

conclure  de  la  démonstration  précédente,  qui  repose  sur  la 

possibilité  de  ces  développements.  Dans  ce  cas,  il  faut  re- 

â2r 
marquer  que  la  condition  -p-2  =  o  nous  indique,  en  général , 

Cl  X 

drY 

que-r— ., doit  changer  de  signe  au  point  d'inflexion,  ce  qui 

Cl  X 

s'accorde  avec  l'art.  115;  mais  y-^peut   aussi   changer  de. 
signe  en  passant  par  l'infini.  Pour  en  donner  un  exemple, 
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soit 


ày 

b< 

dx2 

x  —  a 

Si  Ton  substitue  successivement  à  x  les  valeurs 

x  =  a  —  // , 

on  trouvera 

d2y           b7 
dx2~"       h' 

x  =  a  y 

x  =  a  -+-  h , 

d'j            £* 

d2> 
et  Ton  voit  que  c'est  le  dénominateur  de  la  valeur  de  -H-  » 

^  dx7 

qui  fait  changer  de  signe  au  coefficient  différentiel  après  le 

point  d'inflexion . 

126.  Il  résulte  de  ce  qui  précède ,  que  pour  qu'il  puisse 
y  avoir  un  point  d'inflexion  dans  une  courbe ,  il  faut  qu'on 
ait ,  pour  l'abscisse  de  ce  point , 

d7r  #      d}y 

dP  =  0>     °U     dx-7  =  ™' 

Lorsqu'on  se  sera  assuré  que  l'une  de  ces  conditions  est 
remplie,  on  augmentera  et  l'on  diminuera  successivement 
d'une  quantité  h  très-petite,  l'abscisse  du  point  qui  rem- 
plit la  condition  prescrite;  et  si  -r— ~>  pour  ces  nouvelles 

valeurs  de  #,  est  affecté  de  signes  contraires,  il  faudra  en 

d2r 
conciure  qu'il  y  a  un  point  d'inflexion  -,  car,  lorsque  j-^  est 

U  X 

positif,  la  courbe  tourne  sa  convexité  vers  l'axe  des  abscisses, 

d2  y 
tandis  que  lorsque  y^2  est  négatif,  la  courbe  tourne  sa  con- 

cavité  vers  le  même  axe  :  or,  c'est  par  ce  changement  de 
convexe  en  concave,  ou  de  concave  en-  convexe,  que  la 
courbe  manifeste  son  point  d'inflexion. 
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127.  Pour  donner  une  application  de  cette  théorie,  cher- 
chons s'il  y  a  un  point  d'inflexion  dans  la  courbe  qui  a  pour         I 
équation 

(77)  jr=b+%(x  —  a}\ 

La  différentiation  nous  donne 

dx  v  y         dx*  K  Ji      dx* 

Pour  qu'il  puisse  y  avoir  un  point  d'inflexion,  il  faut 
donc  qu'il  existe  une  valeur  de  .r,  qui  rende  nul  le  terme 

d2  y  .  .  * 

-r-^}  or,  x  étant  une  quantité  variable,  déterminons  l'une 

de  ces  valeurs  par  la  condition  qu'on  ait  12  (x  —  a)  =  o , 
et  nous  obtiendrons  x  =  a  pour  l'abscisse  qui  peut  appar- 
tenir à  un  point  d'inflexion.  Pour  nous  assuref^de  l'exis- 
tence de  ce  point,  diminuons  l'abscisse  a  d'une  petite  quan- 
tité h ,  et  substituons  a  —  h  à  x ,  nous  trouverons  que , 
pour  le  point  M'  (fig-  3i) ,  dont  l'abscisse  est  a  — A,  on  a 

d*r 

-i-^:=  — 1 2  h  ;  substituons  ensuite  a -h  h  h  x ,  et  nous  trou- 
ai2 

verons  que  le  point  M",  dont  l'abscisse  est  a  -+-  A,  corrcs- 

d2r 
pond  à  y^  ==  1  ^  A.  Ces  deux  valeurs  de  différents  signes  de 

d2  y 

-r— -  nous  montrent  qu'il  y  a  un  point  d'inflexion  en  M. 

^.1  «X- 

cl  V 

L'hypothèse  de  x  =  a  fait  évanouir  -p^  par  conséquent 

ti  JC 

la  tangente  au  point  d'inflexion  est  parallèle  à  l'axe  des  x. 

128.  Il  est  à  remarquer  qu'on  n'a  pas  toujours  la  faculté 

d2  y 
d'égaler  ainsi  à  zéro  la  valeur  de  -7-^;  si  l'on  voulait,  par 

U  X 

exemple,  chercher  s'il  existe  des  points  d'inflexion  dans  la 
courbe  qui  a  pour  équation 

y=z  b  -f-  ax\ 
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on  trouverait,  par  la  difterenliation, 

dr  d'r  • 

-;—  =  2 a x ,       -= — -  z=  la. 
dx  (1  j:' 

Or,  on  voit  qu'on  ne  peut  égaler  à  zéro  la  valeur  de  •—; 

qui  ne  renferme  aucune  indéterminée ,  et  que  par  conséquen  t 
la  courbe  n'a  pas  de  point  d'inflexion,  résultat  auquel  on 
devait  s'attendre,  puisqu'elle  est  une  parabole.  La  valeur  de 

d2  Y  * 

y^nous  montre  seulement  que  cette  parabole  tourne  con- 

Cl    Mb  9 

tinuellcment  sa  convexité  vers  l'axe  des  abscisses. 
129.   Pour  troisième  application,  prenons  l'équation 

en  la  résolvant  par  rapport  à  y,  et  en  difïerentiant  ensuite,  .. 
on  obtient 

d7  _  s  _i       d\T  _  5    2    i 


S  ~J     5    «.S  J    5        2 


y  =  x,      j-  =  fX9 


âx         3  dx'        3      3  ?/" 


Si  l'on  cherchait  à  déterminer  .r  par  l'équation }  .±—z=oy 

*  ^x 

ou  plutôt  —  =  o ,  on  ne  pourrait  satisfaire  à  cette  équation 

yx 

qu'en  faisant  x=co  ,  ce  qui  ne  conduirait  à  rien  5  mais 

comme  nous  avons  la  faculté  d'égaler  aussi  la  valeur  de  -— 

0  <\x2 

à  l'infini ,  nous  satisferons  à  l'équation  — _=  =  00  ,  en  faisant 

S/x 

x  =  o.  Cette  valeur  de  x  nous  apprend  qu'il  peut  y  avoir 

un  point  d'inflexion  à  l'origine 5  et,  pour  nous  assurer  de 

l'existence  de  ce  point,  nous  substituerons  successivement 

à  x  les  valeurs  x  ==  o  -f-  A  et  x  =  o  —  A,  c'est-à-dire  A 

d2r 
et  —  A ,  et  nous  verrons  si ,  dans  ces  deux  cas ,  -r— -  amène 

d  x7 

des  résultats  de  signes  contraires,  Mais ,  au  lieu  de  faire  ces 
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opérations  l'une  après  l'autre,  nous  pourrons  les  exécuter 
à  la  fois ,  en  substituant  à  x  la  valeur  =±=  ^ ,  et  alors  le  coef- 
ficient différentiel  du  second  ordre  deviendra 

La  valeur  supérieure  se  rapporte  à  une  abscisse  plus  grande 
que  celle  du  point  d'inflexion,  et  la  valeur  inférieure  se 
rapporte  à  une  abscisse  moindre.  Comme  ces  deux  valeurs 
sont  de  signes  contraires,  nous  pouvons  en  conclure  que 
x ''=  o  correspond  à  un  point  d'inflexion  A  (fîg.  32). 

130.  Pour  demi  ère  application ,  prenons  la  courbe  (fig.  33) 
qui  a  pour  équation 

Cette  équation  nous  donne 


dJ  _  _i_  3  A     d\r     _l.  ,   ,   » 


y  -ozïzx   ,     dx-*:tx  ,     ^-rty.y  — , 

d'r 
en  faisant  a:  =  o ,  on  a  —^  =  oo  ,  ce  qui  est  un  indice  qu'il 

peut  se  rencontrer  un  point  d'inflexion  à  l'origine.  Pour 
savoir  si  ce  point  existe,  faisons  d'abord  x  =  h,  et  substi- 

tuons  cette  valeur  dans  celle  de  -r- p  qui  devient 

*Z  —  -+-1  ±JL 

(1-  y 

Si  Ton  fait  ensuite  x  =  —  h ,  la  valeur  de  -r-^-  devient 

dx2 

imaginaire,  ainsi  que  la  valeur  de  y,  ce  qui  nous  apprend 

que  la  courbe  n'existe  pas  pour  des  abscisses  négatives; 

d2v 
ainsi,  quoique  -r^  soit  infini  à  l'origine,  il  n'y  a  pas  de 

Cl  %M* 

point  d'inflexion.  Bientôt  il  nous  sera  facile  de  reconnaître 
que  ce  coefficient  différentiel    appartient  à  une  classe  de 
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points  que  1  ou  a  compris  sous  le  nom  de  points  de  rebrous- 
sèment;  c'est  ce  que  nous  allons  examiner  plus  particuliè- 
rement dans  le  paragraphe  suivant. 

De*  Pointe  de  rebrouttement. 

131.  Lorsqu'une  courbe  s'arrête  dans  son  cours,  et  re- 
vient sur  ses  pas,  on  a  un  point  de  rebroussement  ;  le  re- 
broussement  est  de  la  première  espèce  lorsque  les  deux  ■ 
branches  se  tournent  leurs  convexités,   comme  dans    la 

Jîg.  34  >  et  le  rebroussement  est  de  la  seconde  esgèce  lors- 
que les  concavités  sont  concentriques,  comme  dans  la 
fig.  35. 

132.  La  courbe  s'arrête  ainsi ,  parce  qu'au  delà  du  point 

C  de  rebroussement,  les  valeurs  que  Ton  donne  à  l'abscisse 

en  déterminent  d'imaginaires  pour  l'ordonnée,  ce  qui  sup- 

d2  y 
pose  que  j~  renferme  un  radical  ;   et  si ,   avant  que  la 

courbe  suspende  son  cours ,  -=—7  donne  deux  valeurs ,  l'une 

du  signe  de  y  et  l'autre  d'un  signe  contraire ,  cela  annonce 

qu'il  y  a  deux  branches  de   courbe  réunies  au  point  C 

('fie*  ^h  l'une  convexe  vers  Taxe  des  abscisses,  et  l'autre 

concave  :  à  ces  caractères  on  peut  reconnaître  un 'point  de 

rebroussement  de  la  première  espèce  ;  si ,  au  contraire ,  les 

d2r 
deux  valeurs  de  -r— -  sont  de  même  signe ,  les  deux  branches 

qui  se  réunissent  en  C  {fig*  35)  ne  peuvent  être  que  con- 
centriques :  par  conséquent  le  rebroussement  sera,  dans  ce 
cas,' de  la  seconde  espèce. 

133.  Pour  premier  exemple,  examinons  s'il  y  a  des 
points  de  rebroussement  dans  la  courbe  qui  a  pour  équa- 
tion 

(/-*)'  =  *". 


• 
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Celte  équation  donne 

(78)  y  =  x±jc*  \Lv. 

On  voit  que  lorsqu'on  prend  x  négatif,  y  devient  ima- 
ginaire^ donc  la  courbe  s'arrête  à  l'origine  ,  où  x  =  o  et 
y  =  o.  Mais  cela  né  prouve-  pas  encore  qu'il  y  ait  à  l'ori- 
gine un  point  de  rebroussement ,  car  il  pourrait  n'exister 

.  en  ce  point  qu'un  arc  de  .courbe,  toujours  concave  du 
même  côté ,  comme  cela  a  lieu  au  sommet  de  l'hyperbole; 
ainsi ,  pour  reconnaître  si  la  valeur  de  x  =  o  correspond  à 
un  point  *de  rebroussement,  il  faut  savoir  ce  quedevienl, 
près  de  l'origine,  le  coefficient  différentiel  du  second  ordre  : 

■  or,  en  différen liant  et  en  divisant  par  d.r  l'équation 


V  =r  xzn  x2 . 


on  trouve 


(7^  TZ  =  i::I1-x 


dx 


2  •*   > 


d'/ 


1    1  -r7  — -4-1    1  r*  dr 


iXÀ 


\~  z   j.  r  *  —  -T-  =-   -  r-  k'  ?' 


Pour  savoir  si  la  courbe  est  concave  ou  convexe ,  près  du 

point  où  elle  suspend  son  cours,  on  augmentera  l'abscisse 

de  ce  point  d'une  petite  quantité  h ,  en  faisant  x  =  o  -f-  h  , 

c'est-à-dire  h\  et  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de 

d*r 

-r-^-j  on  trouvera 

dx1 

Ai  y  _ 

Ces  deux  valeurs  de  signes  contraires  indiquent  donc  deux 
branches;  l'une  AM  (fîg-  36),  qui  tourne  sa  convexité  vers 
l'axe  des  abscisses,  et  l'autre  AN,  qui  tourne  sa  concavité 
vers  le  môme  axe  ;  par  conséquent  l'origine  est  un  point  de 
rebroussement  de  la  première  espèce. 


DES    POINTS    DE    IlEUROUSSEMElST.  OCJ 

134.  Pour  second  exemple,  prenons  l'équation 

(.>•—*)■  =  (.*  — «F; 

cette  équation  nous  donne 

(80)  '  y  =  b±\j{x  —  a)1. 

Si  l'on  fait  x  =  a,  on  trouve  y  =  h  ;  mais  si  Ton  donne 
'à  x  des  valeurs  moindres  que  a ,  celles  de  y  deviennent 
imaginaires;  car  en  mettant  a  —  h  à  la  place  de  x,  on 
trouve 

y=b±s/^I>=  b±hsJ~Â, 

valeur  imaginaire  :  la  courbe  suspend  donc  son  cours  au 
point  C  {fig*  34  )>  dont  les  coordonnées  sont  a  et  b. 

Pour  connaître  de  quelle  manière  s'étendent  ses  branches  ' 
au  delà  du  point  C,  substituons  à  x  la  valeur  a  -h  A,  dans 

d*    Y  m  * 

celle  de  -r—*  nous  obtiendrons 
dx* 

d**  4  si  h 

Le  signe  supérieur  de  -^  nous  indique  une  branche 

CM,  qui  tourne  sa  convexité  vers  l'axe  des  .r,  et  Je  signe 
inférieur  nous  indique  une  branche  CN,  qui  tourne  sa 
concavité  vers  le  même  axe  :  donc  il  y  a  au  point  C  un 
point  de  rebroussement  de  la  première  espèce  (art.  H 6 
et  132). 

135.  Pour  troisième  exemple,  prenons  la  courbe  dont 
F  équation  est 

y  =  ax1  ±  bx1  s/x. 

Si  Ton  fait  x  =  o,  on  trouve  y  =  o;  mais  pour  x  né- 
gatif, y  est  imaginaire  :  donc  la  courbe  suspend  son  cours 

d*  y 
à  l'origine  \  examinons  ce  que  devient  alors  -py  Pour  cet 

7- 
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effet,  en  écrivant  l'équation  tic  la  courbe  de  la  manière 


suivante , 

y  z==.  ax*±  bx7 , 

nous  obtiendrons 

dr  - 

- —  =  i  ax  ±  7  bx7  y 

12  * 

âx>  ~"  *a—*-  ^v^? 

donnant  à  x  une  valeur  positive  très-petite ,  représentée  par 

r~  d*r 

A,  la  partie  |-.  j .  b  y/i  de  la  valeur  de  -r-j  sera  moindre  que 

d2  K 

la  partie  2/1,  par  conséquent  les  deux  valeurs  de  -j-^-  don- 
nées par  l'équation 

seront  positives;  d'où  il  suit  qu'à  l'origine,  il  y  aura  deux 
branches  qui  tourneront  leurs  convexités  vers  l'axe  des  x. 
Il  existe  donc,  à  l'origine,  un  point  de  rebroussement  de  la 
seconde  espèce  (art.  H  6  et  132). 

136.  Les  points  de  rebroussement  appartiennent  à  une 
classe  dç  points  compris  sous  la  dénomination  de  points 
multiples. 

Des  Points  multiples. 

137.  On  appelle  points  multiples  les  points  où  plusieurs 
branches  de  courbe  se  réunissent.  Un  point  multiple  est 
double  lorsqu'il  est  à  l'intersection  de  deux  branches;  il  est 
triple  lorsqu'il  est  à  l'intersection  de  trois  branches;  ainsi 
de  suite. 

138.  Soit  À  (Jîg.  37)  un  point  double,  formé  par  les 
deux  branches  de  courbe  AB,  AC,  auxquelles  on  a  mené  les 
tangentes  AT  et  AT'.  Si  nous  représentons  par  F  ( x,  y)  =  o 
l'équation  de  la  courbe, délivrée  de  radicaux, la  différentielle 
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do  cette  équation  ,  mise  sous  cette  forme,  Pdx-f-  <^d  >  =o, 
ne  renfermera  a#ucun  radical ,  parce  que  la  différentiation 
d'une  fonction  rationnelle  n'en  introduit  point  dans  cette 
fonction  \  d'où  il  suit  que  P  et  Q  seront  des  quantités  ra- 
tionnelles. 
•    Cela  posé,  l'équation  précédente  nous  donne 

<•■>  &=-o; 

j-  devant  avoir  deux  valeurs  différentes,  puisqu'il  y  a  deux 

P 
tangentes,  il  faudra  que  -  se  détermine   de  manière  que 

cette  condition  soit  remplie;  or,  elle  le  serait ,  si  -  renfer- 
niait  un  radical;  mais  c'est  une  chose  impossible,  puisque 
nous  avons  vu  que-  était  rationnel;  dans  ce  cas,  il  faut 

1        Q 

que  l'Algèbre  nous  conduise  à  un  résultat  qui  évite  cette 

P 
contradiction ,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque  -  se   présente 

sous  la  forme  -*  car  nous  savons  que  -  est  le  symbole  d'une 

•     o  *      o 

quantité  indéterminée,  et  par  conséquent  susceptible  de 
plusieurs  valeurs. 

139.  Voici  de  quelle  manière  ce  théorème  se  démontre. 
Supposons  pour  un  instant  que  a  et  a'  représentent  les  deux 
valeurs  de  la  tangente  trigonomélrique  de'  la  courbe,  au 

point  multiple,  ces  valeurs  devront  satisfaire  à  l'équation 

• 

^      Qdr 
P-h^-^0* 

et  .r 

et  donneront 

P  +  Qa=0,      P  +  Q«'  =  o. 

Ces  deux  dernières  équations  étant  retranchées  Tune  de 

F  autre,  on  obtient 

Q  (  a  —  a' }  —  O  ; 
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or,  lé  facteur  u  —  or  étant  composé  de  deux  quantités  iné- 
gales ,  ne  peut  être  nul;  d'où  il  suit  qu'on  a  Q  =  o,  ce  qui 
réduit  l'équation  P+Qa  =  oàP  =  o.  Au  moyen  de  ces 

valeurs  de  P  et  de  Q ,  l'équation  P  +  Q/;  =  0îou  plutôt 


-r-  =  —  -  devient 
ax  Q 


dj        o 
àx       o 


140.  Si  au  lieu  de  deux  hanches  réunies  en  un  point,  nous 
en  avons  un  plus  grand  nombre ,  il  suffit  d'en  considérer  seulement 
deux,  pour  prouver  qu'au  point  de  rencontre  de  toutes  ces  bran- 

ches,  -r^  =  -•  On  ne  peut  parvenir  aussi  facilement  à  la  même 

• 
conclusion,  lorsque  plusieurs  branches  de  courbe  n'ont  qu'une 

tangente  commune  ;  néanmoins ,  dans  ce  cas  même,  on  peut  en- 
core prouver  que  y-  doit  se  présenter  sous  la  forme-;  mais 
comme  la  démonstration  de  ce  théorème  est  fondée  sur  la  considé- 

• 

ration  des  contacts  des  courbes,  nous  nous  réservons  de  la  donner 
(art.  172),  lorsque  nous  aurons  parlé  des  courbes  osculatrices. 

441.  On  peut  remarquer  que  la  démonstration  de  l'ar- 
ticle 139  étant  fondée  sur  ce  que  l'équation  primitive  a  été 
délivrée  de  radicaux,  si  Ton  diûerentiait  sans  les  avoir 
préliminai rement  fait  disparaître,  il  pourrait  se  faire 
qu'une  équation  qui   comporte  des  points  multiples  ne 

donnât  pas  ^-  =  -«.Par  exemple,  l'équation  ( 78),  art.  133, 

U  X  Kj 

page  97 ,  est  dans  ce  cas  :  elle  a  un  point  double  à  l'ori- 
gine, et  cependant. si  Ton  fait  x  =  o,  l'équation  (79)  se 

réduit  à  -T-  =  *• 
dx 

1-42.  Enfin,  nous  ajouterons  que,  quoique  l'équation 
y-  =  -  ait  lieu  pour  un  point  multiple,  il  ne  s'ensuit  pas 
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qu'elle  ne*  puisse  subsister  que  pour  un  point  de  ce  genre, 
car  la  démonstration  précédente  ne  nous  dit. pas  que  cette 
propriété  leur  soit  exclusive.  Ainsi ,  tout  ce  que  Ton  en 

doit  conclure,  c'est  que  la  réduction  de  ~r~  à  -i  indique  seu- 

1  âx .  o     .      ' 

lenient  qu'il  p'eut  y  avoir  un  point  multiple.* 

143.  Ce  qui  précède  suffit  pour  nous  indiquer  le  moyeu 
de  reconnaître  s'il  peut  exister  des  points  multiples  dans, 
une  courbe  déterminée  par  une  équation.  Pour  cet  effet, 
soit  U  cette  équation;  on  en  déduira,  par  la  différeutia- 
tion,  Pdx  -f-  Qdj  =  o,  et  l'on  verra  si  les  mêmes  valeurs 
de  x  et  de  y  satisfont  à  la  fois  à  la  proposée  et  aux  équa- 
tions P  =  o ,  Q  =  o  $  si  cela  est,  ce  sera  un  indice  que  ces 
valeurs  de  x  et  de  y  peuvent  appartenir  à  un  point  mul-# 
liple\  et  alors,  en  discutant  la  courbe  aux  environs  de  ce 
point,  on  reconnaîtra  s'il  est  multiple. 

t  ]>es  Points  conjugués. 

14i.  Considérons  une  courbe  qui  soit  telle  que  ,  dans  la 
'partie  ou  ses  coordonnées  sont  imaginaires ,  il  existe  seule- 
ment deux  coordonnées  réelles  \  ces  coordonnées  construi- 
ront un  point  qui  sera  entièrement. détaché  de  la  courbe, 
et  auquel  on  a  -donné  le  nom  de  point  isolé'  ou  de  point 
conjugué^  •  '    , 

Représentons  maintenant  par  y=fx  l'équation  d'une 
courbe  qui  "a  un  point  conjugué.  Si  a  et  b  sont  les  coordon- 
nées de  ce  point ,  il  faudra  qu/au  moins ,  dans  ses  environs , 
les  coordonnées  soient  imaginaires,  autrement  il  ne  serait 
pas  isolé  ;  par  conséquent ,  si  nous  supposons  que  l'abscisse 
a  s'augmente  d'une  petite  quantité  A,  l'ordonnée  corres- 
pondante, représentée  par  f[n  -h  h) ,  devra  être  "imagi- 
naire -,  or,  la  série  de  Taylor  nous  donne ,  en  général , 

v  '       •      .   ax         dx    i  .2       dx*  2. 3 
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Faisant  x  =  a ,  il  faudra  que  l'ordonnée  coirespoildante  soît 
b'y  par  conséquent  nous  changerons  y  en  b;  et,  appelant 

(  -p-  )>  (l~2  )'  (  ~T~i  )'  etc. ,  ce  que  deviennent  les  coeffi- 
cients différentiels  dans  celle  hypothèse ,  nous  aurons 

,x       /  '     /'drY,        fd*y\    /*'         [d>y\    /** 

Or,  pourque^/*(«z  -+-  A)  soit  une  quantité  imaginaire ,  il.faut  au 
moins  que  Tune  des  expressions  (  y-  p  (  y-^  )  »  (  y^,  )  >  etc. . 

soit  imaginaire  ;  c'est-à-dire*  que  l'hypothèse  de  x  =  a  -+-  h 
rende  imaginaire  l'un  des  coefficients  différentiels  ;  si  cette 
condition  est  remplie ,  la  courbe  pourra  avoir  un  point 
«conjugué.  •  • 

Par  exemple,  si  l'on  a  l'équation 

en  la  différentiant ,  on  trouvera  • 

b 


%~M*r. 


2  sfx! 

m 

Celte  valeur  devenant  imaginaire ,  lorsqu'on  faitx=  —  b , 
et  par  conséquent  y  =  o,.iI  est  à  présumer  que  le  point  À 
(fig*  38),  dont  les  coordonnées  sont  x  = — b  et  ^  =  0, 
e§t  un  point  conjugué;  nous  reconnaîtrons  ensuite  si  -ce 
point  est  réellement  conjugué,  en  augmentant  et  en  dimi- 
nuant successivement  l'abscisse  —  i,  d'une  quantité  plus 
petite  que  £,  et  nous  trouverons  que,  dans  les  deux  cas, 
y  devient  imaginaire,  ce  qui  annonce  que  le  point  dont  il 
est  question  est  un  point  conjugué.      . 

14*5.  Les  points  conjugués,  commales  points  multiplet  , 

-.•'".  *  o 

manifestent  leur  existence  en  rendant  -  le  coefficient  diffé- 

o 

d  v  • 

rende]-— 
ci* 
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En  effei ,  réqualion 

étant  différentiée  et  divisée  par  dx ,  nous  donne 

d'r        dr.dQ        dP 
dx'        dx    dx        dx 

d'y 
rt  Ton  voit  que  le  terme  qui  est  affecté  de  -j^  a  Q  pour 

coefficient*,  en  différcn  liant*  de  nouveau,  on  trouvera  que  Q 

d3  r 
est  encore  le  coefficient  de  -r— ,  et  ainsi  de  suite:  de  sorle 

dxJ 

que  lorsqu'on  sera  arrivé  au  coefficient  de  l'ordre  n ,  nous 

aûr.ons  un  résultat  de  la  forme 


Au  v 


=  o. 


Cela  posé ,  il  y  a  au  moins  l'un  des  coefficients  différentiels 

•  '  qui  devient  imaginaire  pour  une  valeur  de  x,  et  qui  par 

conséquent  contient  un  radical;  représentant  ce  coefficient 

d*  r 
par  -r-=j  5  il  faudra  donc  que  la  fonction  de  x  que  représente 

cette  expression  ait  plus  d'une  valeur.  Cela  suffit  pour  que 

nous  puissiçps  conclure,    comme  dans    l'art.    139,  que 

*'-%£  -  àr 

Q  =  o ,  ce  qui  réduira  l'équation  P  -f-  Q  -y-  =  o  ,à  P  =  o; 

il  suit  de  là  qu'en  doit  avoir  —■  =  -•" 

*  dx       o 

De»  Courbes  osculatrioes. 

146.  Soient  y  =  yx  et  y  =  Y  x ,  les  équations  de  deux 

courbes  qui  se  rencontrent  (fig-  3$))  au  point  M,  dont  les 

.  coordonnées  sont  AP  =  x* ',  PM  =  y' \  on  aura  do#nc,  pour 

ce  point,  *    • 

fx'=F.r'; 
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-*uppoaoii3  que  x   détienne  ensuite  .r'-»-/i%  les  équations 
précédentes  donneront 


dx'  dx':     i .  2 

Si     MPc=F-i-*-/i.  =  F4-* r-r  *  H r— r- h-... 

dx  dx 3     1.2 

Si  tous  les  termes  correspondants  de  ces  développements 
sont  identiquement  les  mêmes,  les  courbes  se  confondront; 
si  l'on  a  seulement  Fjt'  =  qi'.,  les  courbes,  comme  nous 
l'avons  vu ,  n'auront  de  commun  que  le  point  M  \  si ,  outre 

F  x'  =  ox'  on  a        ,    =     *  ,  »  ces  courbes  se  rapproche- 

ront  davantage  :  et  encore  plus ,  si  ',  outre  ces  équations  x  ou 
d:Fx'2        d-^x' 


a  encore 


■r-  =     .    ,.  ?   et    ainsi   de   suite:    car    il  est 


dx'7  dx 


évident  que  la  différence  de  M7  P'à  M' P'  sera  d'autant 
inoindre,  qu'il  y  aura  un. plus  graud  nombre  de  termes 
égaux  dans  leurs  développements. 

Cela^x>sé,  soient  a ,  i,  c ,  etc.,  les  constantes  de  l'équa- 
tion y  =  Fx]  on  peut,  sans  changer  la  nature  delà 
courbe,  donner  des  valeurs  arbitraires  à  ces  constantes.  Par 
exemple,  si  Ton  a  l'équation  j"*  = /wx  +  iwc*,  qui  est 
celle  d'une  ellipse ,  quelque  valeur  que  Ton  (kfute  aux  con- 
stantes n\  et  n ,  cette  équation  ne  cesse  pas  d'appartenir  à 
une  ellipse,  puisque  l'équation-  conserve  toujours  la  mémo 
forme  (bien  entendu  qu'on  ne  fait  varier  m  et  n  que  de 
grandeur  et  non  de  signes,  et  qu'on  ne  les  suppose  pas 
nuls).  D'après  cette  observation,  on  peu^  regarder  comme' 
arbitraires,  les  constantes  a,  />,  r,  etc..  qui  entrent  cjans 
les  équations 

,»      „    ,        dFx'       dœx'        d:Fx'        d2©x' 

o  y  zx=  F  ,v  , =  — ■ —  «      ~  — • —  y  •  •  •  : 

iJ  '        dx'  dx'.  dx'-  dx' 

et  en  prenant  autant  de  ces  équations  qu'il  y  a  de  cofl- 


dtV 

dyx' 

d*Yx'  _^d2^x' 

dx' 

~~    d*'   ' 

dx?1   ~~    dx* 
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s  tan  tes,  ou  déterminera  ces  constantes  par  la  condition  que 
ces  équations  soient  satisfaites. 

Par  exemple,  si  l'équation  y  =  F x  ne  contient  que  trois 
constantes  a ,  &,  c ,  on  posera 

Yx  =  cpx', 
On  tirera,  de  ces  équations,  les  valeurs  de%<7,  de  b  et 

dy 

de  e,  en  fonction  de  x',  de  yf,  de  -p- >  ?  etc. 5  on  les  sujssti- 

tuera  dans  l'équation  y  =  Fx.  Alors  elle  jouira  de  cette 
propriété  que ,  lorsqu'on  y  mettra  x'  -f-  h  à  la  place  de  x , 
l'équation  (84)5  qu'on  obtiendra  à  l'aide  de  la  formule  de 
Taylor,  aura  les  trois  premiers  termes  de  sou  •  second 
membre  respectivement  égaux  aux  trois  premiers  du  second 
membre  de  l'équation  (83). 

Ce  que  nous  disons  d'une  équation  qui  ne  renferme  que 
trois  constantes,  peut  s'appliquer  à  une  qui  en  contiendrait 
un  plus  grand  nombre. 

147.  Prenons  pour  exemple  le  cas  où  l'équation  y  =  F  a: 
représente  celle  d'une  ligne  droite  \  cette  équation  y  =  T?x 
sera  donc  remplacée  par  celle-ci ,' 

t'85)         W/  /  =  «*  +  *. 

.  ■-*■  ■-.■ 

Les  équations  de  condition ,  nécessaires  pour  l'élimina- 
tion des  constantes  a  et  2>,  seront 

/  oi?  \  /  /        /        dvx' 

(  00  )  <px==z  ax  4-  0 ,        ,    ,    =  a , 

Ci  A 

et  comme  yxf  représente  l'ordonnée  en  M  de  la  courbe 
dont  l'équation  est  y  ==(fx,  et  que  x'  correspond  à  y1,' 
nous  pourrons  remplacer  (fxf  par  >',  et  les  équations  (86) 
se  changeront  en 

y    =:  ax  +b7      -_.—//;• 

ilX 
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éliminant  a ,  on  obtiendra 

x' 


Substituant  la  valeur  de  b  donnée  par  cette  équation,  et 
celle  de  a,  dans  l'équation  (85)  de  la  ligne  droite,  celle-ci 
deviendra 

(87)  •         r-.*r'=5^-,  (*-*')• 

•  On  reconnaît  dans  cette  équation,  celle  d'une  tangente 
MT  (Jig'  4°)  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont  xf 
et  y'  (art.  73).  Nous  verrons  bientôt  pourquoi  cette  droite 
MT  est  tangente  en  M. 

148.  Reprenons  la  théorie  précédente,  et  pour  éviter  les 
périphrases  ,  convenons  de  dénommer  le§  courbes. par  leurs 
équations.  Nous  avons  vu  (art.  146)  que  si  les  courbes 
y  =  (fx  et  y  =  Fx  avaient  seulement  un  point  commun, 
en  représentant  par  x'  et  y'  les  coordonnées  de  ce  point, 
on  aurait  l'équation  de  condition  Yx'  =  yx ';  mais  qu'en 
déterminant  deux  constantes  de  l'équation  y  =  Fx,  par  les 

conditions  Fx;  =  <px;,  er  ~-j—r  =  — p-r  >  les  courbes  com- 

1  cl  X  UX 

m 

menceraient  à  se  rapprocher. 

Représentons  par  y  =  fx  ce  que  devient  y  =  Fx  après 
*  qu'on  y  a  substitué  les  valeurs  de  ces  deux  constantes,  la 
courbe  y  =  ,/x  sera  une  osculatrice  du  premier  ordre  à  la 
courbe  y '=  yx\  et  si ,  toujours  en  vertu  des  valeurs  arbi- 
traires qu'on  peut  donner  aux  constantes,  on  élimine  trois 
des  constantes  de  l'équation  y  =  F.r,  au  moyen  des  équa- 
tions suivantes, 

dF.r'        df*'        d'F-r'        d^x' 

OOI  l  X    =  OX  ,        — : r-  H=  — —  ,         — — —   —  — - r-  ■» 

v  T     '       dx'  d.r'  dx'2  dx'7 

et  qu'on,  représente  par  tyx  ce  que  devient  Fx,  après  cette 


% 
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substitution ,  cette  courbe  y  =  tyx  sera  une  osculatrice  du 
deuxième  ordre  à  la  courbe  y  =  ça*,  dont  elle  approchera 
encore  plus,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que,  pour  une  oscu- 
latrice du  n'*"1'  ordre,  nous  aurons  les  équations 


( 


a    *  *.    /         -,     ,,Fx'        AtJC'      d'F*'       d'?x'       d*Fx'      t,'»-r' 


dx*3 

2.3 

d+x' 

> 

d*'3 

2.3 

&fx* 

"  A3 

149.  Nous  allons  démontrer  que,  de  deux  osculatriccs 
qu'on  a  obtenues  ainsi,  en  faisant  varier  les  constantes 
d'une  même  équation ,  celle  de  ces  osculatrices  qui  est  d'un 
ordre  inférieur  ne  peut  passer  entre  l'autre  et  la  courbe  à 
laquelle  on  a  mené  ces  osculatrices. 

Par  exemple,  soient  MB  (fig.  ig)  la  courbe y=  ça*,  et 
MC  son  osculatrice  y  =  tyx  du  second  ordre;  il  s'agit  de 
démontrer  que  l'osculatrice^  =  fx  du  premier  ordre  ne 
peut  passer  entre  les  courbes  MB  et  MC. 

Pour  cet  effet,  en  mettant  x'  -h  h  à  la  place  de  x,  dans 
ces  équations,  nous  trouverons 

P'M  OU  î(^^=^+^*  +  -dP?7  ' 

FM»  ou  K^w^^/m--^- 

la  courbe  y  =  tyx  étant  une  osculatrice  du  second  ordre  à 
y  =  (fXj  il  faut  qu'on  ait 

,  dtyx'        dyx'%       d2tyx'        d2yx' 

+  *=,*,      -g—nr—,      _  =  -_ 

D'une  autre  part,  y  =fr  étant  une  osculatrice  du  pre- 
mier ordre  à  y  =  yx-,  on  a  encore 

^  *     '       dx'  d.r'    ' 
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en  vertu  de  ces  équations,  on  a  donc 

dyx'        dtyx'        dfx' 
dx'  dx'  dx' 

et  seulement 

d2<pV  ___  d'tyx' 


dx'7  dx 


fi 


faisons ,  pour  simplifier, 


dy*\ 


T"d^'^V, 

les  trois  développements  précédents  pourront  s'écrire 
ainsi  : 

P'M'     ou"T(*'-KA)  =  K  +  VA'  +  ^£iL.+-..., 
P'M"    ou     +  (j/- +  A)  =  K+ VA' +Çi^'-ÎL +  ...f  . 

•  CI  X  3     2  .  3 

•  d.r2    2         da:3    2.3 

et  en  observant  que  tous  les  termes ,  à  partir  de  celui  qui 
est  affecté  de  /*%  ont  /**  pour  facteur  commun ,  nous  pour- 
rons supposer 

et  en  faisant  des  réductions  analogues  dans  les  autres  équa- 
tions, on  aura 

?  (x'  -4-  h)  =  K  -h  VA*  +  M/**, 

•J,  (x'  -+-  /i)  =  K  H-  VA2  H-  N/*3, 

Les  courbes  y  =fx  et  )  =  ^x  étant  des  osculatrices  , 
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l'une  du  premier  «ordre  et  l'autre  du  second  ordre,  Y  dif- 

d'/r' 
fère  nécessairement  de  ■£  -~-j^-  On  ne  peut  donc  faire  que  • 

'deux  hypothèses  sur  V,  savoir  : 

d2/r'        .  di/r' 

Si  V  est  moindre  que  7  -r— 7- ,  soit  Z  l'excès  de  ^  -^-77  sur  \  , 

on  aura 

<J.r2 

si,  au  contraire,  V  surpasse  \    .   \7  >  la  quantité  Z  sera  né- 
gative. 

En  substituant  celte  valeur  de  j    .    .   •>   dans  celle   de 

y(x'-i-A),  et  en  observant  que  h9  est  facteur  commun, 
nos  trois  développements  deviendront 

<p  (*'  4-  /*)  =  R  4-  (  V  -h  M  h)  h\ 

4»  (*'  +  A)  =  R-f-(V  +  N/«)  /*% 
/(a/  +  A)  =  R+(V  +  Z  +  PA)  h\ 

•  Or,  en  faisant  h  très-petit,  il  est  possible  que  la  quan- 
tité Z  indépendante  de  h  soit  plus  grande  que  les  expres- 
sions MA  et  NA  qui  tendent  vers  zéro.  Alors  ,  si  Z  est  posi- 
tif, j[xr  -f-  h)  surpasse  o  (xf  -+-  h)  et  tp  (xf  -h  h)  ;  dans  ce 
cas,  on  a  donc  f  (xf  +  h)  ou  P'MW  (jig.  3())  plus  grand 
que  P'M'  et  que  P'M",  ce  qui  montre  que  la  courbe 
y  =fX)  représentée  par  MMW,  ne  peut  passer  entre  les 
deux  autres. 

Si ,  au  contraire,  Z  est  négatif,  on  af(xf-h  h)  ou  P'M,V, 
moindre  que  P'M'  et  que  P'M";  la  courbe  MM,V  étant  alors 
celle  qui  s'approche  le  plus  de  l'axe  des  .r,  ne  peut  être 
comprise  entre  les  deux  autres. 
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130.  On  peut  ma  in  tenant  expliquer  pourquoi  la  ligne 
dmite  (fig*  4<>)  ->  «F"  (ar*-  '  *?)  est  une  osculatriceidu  pre- 
mier ordre,  est  tangente  à  la  courbe;  car  il  résulte  de  notre 
théorie,  qu'entre  cette  droite  et  la  courbe  on  ne  peut  faire 
passer  aucune  autre  droite,  ce  qui  est  la  propriété  de  la 
tangente. 

On  dit  que  la  tangente  a  un  contact  du  premier  ordre 
avec  la  courbe.  En  général ,  une  osculatrice  d'un  ordre  n  a 
un  contact  du  même  ordre  avec  la  courbe  à  laquelle  elle  est 
osculatrice-,  ainsi,  lorsqu'on  a,  entre  deux  courbes ^  les 
équations 

*      t.-/      <*?*'       dFV        d'?*'       ^Yx 


9X 


da/  àx*  d*"   ~    dx"    ' 

ces  courbes  ont  entre  elles  un  contact  du  second  ordre.  Ce  • 
contact  sera  du  troisième  ordre  si ,  outre  ces  équations,  on 
a  encore  celle-ci  : 

il^x'  _dJFx/ 

et  ainsi  de  suite. 

151 .  L'équation  du  cercle,  qui  est 

renfermant  trois  constantes,  nous  pouvons  déterminer  le 
cercle  qui  a  un  contact  du  second  ordre,  avec  une  courbe 
MN  (fig.  4l)i  dont  on  a  l'équation.  Pour  cet  effet,  soient 
xr  et  y'  les  coordonnées  du  point  M  de  la  circonférence  de 
ce  cercle-,  la  valeur  dey'  sera  donnée  par  l'équation 

(90)  (,'_p)'-4-(*'-«}»:=7>, 

et  devra  remplacer  Fa:' dans  les  équations  du  contact,  qui 
sont 

—  F   '        dyj/^dFa:'       d-yx'^d'F-r' 

si  nous  adoptons  en  même  temps  x  et  y  pour  les  coordon- 
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nées  de  la  courbe  y  =  yx ,  au  point  de  contact ,  les  éqtfations 
précédentes  deviendront 

.  ,       dj       dX'       d\r       à>y' 


d  x       dx'        ri  x7       d 


.r'2 


dr'        d2r' 
il  faudra  donc  mettre,  pour  les  quantités  yf,  -~t  et  -~,t  > 

Cl  J*  Cl  «27 

leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (90) ,  et  de  ses  différen- 
tielles successives,  qui  sont 

(93)         (r-_wg;+£L;+I=o. 

Or  substituer  dans  les  équations  (91)  les  valeurs  de/',  de 

dr'  d2r' 

-r-^-7  et  de  -t-^71  '  données  par  les  équ ations  (  90  ) ,  ( 9 2  )  et  ( 93  ) , 

Q  dC  U  X 

n'eft  autre  chose  qu'éliminer  ces  quantités  entre  les  équa- 
tions (90) ,  (91) ,  (9a)  et  (93) ,  ce  qui  revient  à  effacer  les 
accents  dans  les  équations  (90) ,  (9a)  et  (g3),  en  obser- 
vant d'ailleurs  que  quand 

r  =  r'5     on  a     *  =  •*'; 

supprimant  donc  les  accents ,  on  trouvera 

(94)  (7 -?)'+(*-*)'=  7% 

(95)  (r-P)J~-+-*--«  =  o, 

d2  r       d  r2 

(96)  i>-P>a5+af&+,s=0- 

De  cette  dernière  équation  on  tire 

(97)    .  r- P  =  — —^-L- 


d  x 


2 


8 
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Mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (95),  on  obtient 

(98)  x  —  a  =  A__ L  ^. 

vr^'  d2r  d.r 

Si  dans  l'équation  (94)  on  substitue  ces  valeurs  de  y — j3 
et  de  x — a ,  on  aura 


(1+ig)a    (,+a?)'d^ 

\djr7  \d*y 


d*2  "■ 7  ' 

et ,  en  ajoutant  les  numérateurs  qui  ont  un  facteur  commun, 
on  aura 


(-KM +£) 


dx2 


( 

cette  équation  se  réduit  à 

(■+feî  . 

/d^X 

\d*y 

et,  en  tirant  la  racine  carrée,  donne 

s)* 


—  =7*; 


.1—  =r  va  • 


1-4- 


d-r' 

=  7 


—       d\r 

dx2 
152.  Le  double  signe  est  relatif  à  la  position  de  y  :  si  la 

courbe  tourne  sa  concavité  vers  Taxe  des  x.  alors  -7-^-  sera 

7  dx* 

négatif  (art.  115)  5  et  pour  qu'alors  y  se  détermine  posi- 
tivement, nous  le  prendrons  avec  le  signe  négatif,  et  nous 
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écrirons 


.  ,         dx' 

(99)  7  =  — 


( 


i 


d- 


lx' 


car  la  courbe ,  tournant  sa  concavité  vers  l'axe  des  abscisses , 

d2  y 

-r — -  tient  la  place  d'une  quantité  négative,  qui,  lorsqu'elle 

Cl  JE 

sera  substituée  dans  la  valeur  de  y,  la  rendra  positive. 

153.  On  a  donné  au  cercle  que  nous  venons  de  considé- 
rer, le  nom  de  cercle  oscillateur,  et  à  son  rayon  celui  de 
rayon  de  courbure,  il  ne  s'agira  donc ,  pour  obtenir  le  rayon 
de  courbure,  que  d'avoir  l'équation  de  la  courbe ,.pour  en 
déduire  les  coefficients  différentiels  qu'on  substituera  dans 
la  formule  (99). 

Si  la  courbe  devait  tourner  sa  convexité  vers  l'axe  des  x, 
nous  ferions  précéder  la  valeur  de  y  du  signe  positif. 

184,  On  écrit  quelquefois  ainsi  la  valeur  de  7  : 


__       (d.r'-J-d^2) 


d  x  d7y 

Cette  formule  se  déduit  facilement  de  l'équation  (99);  car  en  ré- 
duisant au  même  dénominateur  les  deux  termes  qui  sont  sous  la 
parenthèse,  et  en  observant  que  la  puissance  }  de  dx7,  est  dx3, 
on  obtiendra 

_       (dx'+djy*)7  ___      (dx'-f-a>')' 

dx7 

155.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (99), 
cherchons  le  rayon  de  courbure  delà  parabole NAM  [fi g.  42)  ? 
dont  l'équation  est  x*  =  my  \  nous  trouverons 

dr        ix        d'y        2 

2X(lr=:mdr,     -r—  ■= — 9     - — ==-; 

d  .r        m         a  x-       m 

3, 
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donc 

4 


i  -+- 


7  = 


wm^)ï 


2  2 

///  m 


el  en  élevant  les  deux  facteurs  à  la  puissance  | ,  on  a 

(ioo)  7==i  W..__..V  -W L. 


///3  2  ///* 


/w  4 

or,  la  normale  à  la  parabole  ayant  pour  expression  (  Théorie 

des  courbes,  art.  263)  (  -j  -h  x*y  >  on  voit  que  le  rayon 

de  courbure  de  la  parabole  est  égal  au  cube  de  la  nor- 
male,  divisé  par  le  carré  du  demi-paramètre. 

156.  Le  cercle  osculateur  peut  servir  à  mesurer  la  cour- 
bure de  la  courbe  en  un  point  M  (Jig.  41)  5  car>  si  en>  ce 
point  M  on  décrit ,  avec  le  rayon  de  courbure,  un  arc  ML 
très-petit ,  cet  arc  pourra  être  considéré  comme  Tare  même 
de  la  courbe,  dont  il  s'écarte  très-peu  ;  or,  plus  Tare  ML  a 
de  courbure ,  plus  son  rayon  est  petit  $  d'où  il  résulte  que 
par  le  décroissement  du  rayon  de  courbure,  ou  par  son 
accroissement,  on  pourra  connaître  si  la  courbe  augmente 
ou  diminue  de  courbure. 

Par  exemple ,  en  considérant  l'équation  (100) ,  qui  donne 
le  rayon  de  courbure  de  la  parabole ,  on  voit  qu'au  sommet 

de  la  courbe ,  où  x  =  o ,  y  =  —  ;  mais  que  lorsque  x  s'ac- 

croît  successivement,  y  augmente,  ce  qui  annonce  que  la 
courbure  de  la  parabole  va  en  diminuant ,  lorsqu'on  s'écarte 
du  sommet. 

dr 

157.  —-  exprimant  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle 


PKS    COVRBES     OSCl  1  ATR1CES.  Il" 

que  la  tangente  eu  M  (/'£r.  4^)  fait  avec  Taxe  des  .r ,  l'équa- 
tion de  la  normale  assujettie  à  passer  par  un  point  dont  les 
coordonnées  sont  a  et  |3,  sera  (arl.  73) 

-         dx 

r-p  =  -__(*—«).     . 

Celte  équation  étant  la  même  que  l'équation  (93),  dans 
laquelle  a.  et  /S  sont  les  coordonnées  du  centre  du  cercle 
osculateur,  on  voit  que  le  rayon  de  ce  cercle  est  une  nor- 
male à  la  courbe. 

158.  Si  maintenant ,  par  tous  les  points  dune  courbe 
MM'M",  etc.  (fig*  44)i  ou  mène  des  rayons  de  courbure 
MO,  M'CK,  M* O",  etc.,  ou  construira  uue  suite  de  points 
O ,  0\  (y y  etc.  ;  ces  points  étant  assujettis  à  une  certaine 
loi  (*) ,  cela  suffit  pour  que  nous  puissions  donner  le  nom 
de  courbe  à  leur  système;  mais  nous  ne  prononcerons 
encore  rien  sur  la  nature  de  cette  nouvelle  courbe,  qu'on 
appelle  la  développée  de  la  courbe  MM'M".  Celle-ci ,  con- 
sidérée relativement  à  la  développée,  est  appelée  la  déve- 
loppante* 

159.  Si  Ton  passe  d'un  point  à  1  autre  de  la  développée . 
non-seulement  x  et  y  varient ,  mais  encore  a ,  |5  et  y  varient 
en  même  temps  :  car  a.  et  (3  étant ,  en  général ,  les  coordon- 
nées des  centres  du  cercle  osculateur,  comme  la  développée* 
est  formée  parle  système  de  ces  centres,  il  en  résulte  que  a 
et  |5  sont  les  coordonnées  de  la  développée  ]  coordonnées 
qui  doivent  varier  d'un  point  de  la  courbe  à  l'autre.  Il  en 
est  de  même  de  y,  qui  est  le  rayon  du  cercle  osculateur.  et 
qui  représente  alors  la  distance  d'un  point  quelconque  de 
la  développée  à  un  point  de  la  développante  d'où  est  parti  y. 
Par  conséquent,  en  diflerentiant  l'équation  (95)  par  rap- 

(  *  )  Elle  est  implicitement  renfermée  dans  l'équation  de  la  courbe  MM'  M" , 
puisque  cette  courbe  étant  donnée,  la  position  de  ces  points  en  résulte. 
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port  à  toutes  les  lettres  (*) ,  et  en  divisant  par  dx ,  nous 
obtiendrons 

^"^d^^dJ^d^dx^1""^-0' 
retranchant  l'équation  (96)  de  celle-ci,  il  reste 


d^dp       da_ 
dx  dx    •  dx         ' 


d'où  Ton  tire 


djr dx  da         1 

d^~"~dp""""dxXdp; 


or  (art.  69), 


• 

1 
dx 

dx 

donc 

ày 
dx 

=  — 

da        dx 
dxXdp' 

et  par 

conséquent  (art. 

.26), 

ax 

da 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  de  -~  dans  l'équation  (95) ,  on 


(  *  )  On  ne  peut  pas  diffërentier  autrement  l'équation 

et  ses  dérivées;  cependant  il  semble  que  nous  ayons  agi  autrement  lorsque 
de  l'équation  (90)  nous  avons  déduit  les  équations  (92)  et  (93).  Je  répon- 
drai que,  comme  nous  avions  deux  constantes  arbitraires  dans  l'équa- 
tion (90),  nous  les  avons  déterminées  parla  condition  que  les  fonctions* 
représentées  par  les  premiers  membres  des  équations  (92)  et  (g3),  fussent 
nulles;  mais,  sans  cela,  nous  n'aurions  pas  eu  le  droit  de  conclure  de  ce 
que  l'équation  '90)  a  lieu,  que  les  équations  (92)  et  (93)  doivent  aussi 
avoir  lieu. 
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obtiendra 

(ioi)  x  —  p  =  L£(x-.a). 

160.  Nous  avons  vu  (art.  157)  que  l'équation 

d  x 

était  celle  du  rayon  de  courbure  qui  passait  par  le  point 

d  X 

dont  les  coordonnées  sont  x  et  y.  En  remplaçant =— 

par  -p-  9  ce  sera  toujours  l'équation  du  même  rayon j  mais 

r  équation  (ioi)  étant  aussi  celle  d'une  tangente  menée  au 
point  de  la  développée ,  dont  les  coordonnées  sont  a  et  |3  (  *) , 
le  rayon  de  courbure  est  donc  tangent  à  la  développée. 

161 .  Comme  dans  la  démonstration  suivante  nous  em- 
ploierons la  différentielle  d'un  arc  de  courbe,  nous  allons 
déterminer  cette  différentielle. 

Supposons  qu'une  abscisse  AP  =  x  (Jig*  4^)  s'accroisse 
de  PP'  =  h  -,  si  nous  menons  la  parallèle  MO  à  Taxe  des  x , 
nous  aurons  évidemment 

corde  MM'  =  v/MO'-hM'O2  =  y7  A'  -*-  M'0J ; 


or, 


d  r  d*  r  h1 

M'O  =  f{x  +  h)-fx  =  yL  h  +  2-i -  -  +  .  .  .  . 
v  '  dx  àx*  2 

Substituant  cette  valeur  dans  l'expression  de  MM',  et 
représentant  par  A,  par  B,  etc.,  les  coefficients  de  A', 
de  /**,  etc.,  on  aura 


v  =  \f: 


MM'  =  v/^  +  i^^  +  A/i'  +  B^  -f- 

d  .r7 


[  *  )  Observons  qu'en   général  a  et  ,5  étant  les  coordonnées   d'un  point 
quelconque  de  la  développée,  l'équation  de  la  développée  sera/3=/«; 

doue  -p-  représente  (art.  751  l'angle  que  la   tangente  au  point  *,  /9,  fait 

U  K 

avec  Taxe  des  abscisses. 
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OU 

MM1 
donc 


['=vM,+d-5)+AA3+B* 


IM'  / 

rsV' 


MM'  /  dr2 

—  A  '  i  +  -r-  4-  A//  -h  B  h2  -f- 

d-r* 


Dans  le  cas  de  la  limite,  la  corde  se  confond  avec  Tare 
que  je  représenterai  par  5 ,  de  sorte  que  nous  aurons 


ds  _     /         dp 
dx         y  dx2 


d'où  nous  tirerons ,  en  multipliant  par  dx, 

ds  =  \/d.r2-f-  ày*. 

162.  Pour  la  développée,  dont  les  coordonnées  sont  a 
et  |3,  nous  aurons  donc  également 

d*=  Jdcx.2-+-  d£*. 

163.  Différentions  maintenant  l'équation  (94)  par  rap- 
port à  toutes  les  lettres,  nous  trouverons 

(X—  p)(d/  —  dp)+  [x  —  a)(d*  —  da)=7d7; 

l'équation  (  95  )  nous  donne 

(X—  P)  d/-h  (*  —  a)dx==o; 

retranchant  ce  résultat  de  l'équation  précédente ,  il  nous 
reste 

(102)  —  (x—  p)dp  —  (.r  —  a)da  =  ydy. 

Si  dans  cette  équation  (102)  et  dans  l'équation  (94) , 
nous  substituons  la  valeur  de  y  —  /3  ,  donnée  par  l'équa- 
tion (101),  nous  trouverons  ces  deux  équations  : 

— '  (x  —  a)  —  (x  —  a)da=r  7  d  7 , 

(la 

-E.(x  — «)-  +  (jt  —  a:»  =  7-; 
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mettant  x  —  oc  en  facteur    commun,  et   tirant  la  racine 
carrée  de  la  seconde ,  ces  équations  deviennent 

.dp'-i-daJ 
—  I*  —  a)  'L-^ =  7d7> 

(j~a)  du  =T> 

divisant  la  première  de  ces  équations  par  la  seconde,  on 
obtient 

dy  =  —  y'dfP-f-da'. 

Or  nous  avons  vu  (art.  162)  qu'en  appelant  s  un  arc  de  la 
développée,  on» avait 


ds  =  yMp'  +  da2; 

en  comparant  cette  équation  à  la  précédente,  nous  en  dé- 
duirons 

cl  7  =  —  ds,     ou     d(7-f-i)=o; 

et  comme  toute  fonction  dont  la  différentielle  est  nulle  est 
constante,  nous  avons  donc  y  -+-  s  =  constante  ;  donc  si 
le  rayon  de  courbure  s'augmente,  il  faut  que  s  diminue 
d'autant. 

On  énonce  cette  proposition  en  disant  que  le  rayon  de 
courbure  varie  par  les  mêmes  différences  que  la  développée. 

164.  Soient  (fig.  46)  MO  =  75  OB  =  5;  M'0'  =  /-, 
0'B  =  s/}  nous  avons  donc,  pour  le  rayon  de  cour- 
bure MO, 

y  -\-  s  =:  conHati te , 
OU 

(  1  o3  )  MO  4-  arc  OB  =  constante. 

Pareillement,  le  rayon  de  courbure  M'O'  donne  lieu  à 
l'équation 

7'  -f-  s*  =  constante  y 
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OU 

(  i  o4  )  M' O'  -+-  arc  O'  B  =  constante; 

les  seconds  membres  des  équations  (io3)  et  (104) ,  repré- 
sentant une  même  constante,  nous  tirerons  de  ces  équa- 
tions , 

M'O'  -h  arc  O'B  =  MO  +  «/ï  OB, 

et  par  conséquent, 

M'  O'  —  MO  =  arc  OB  —  arc  0'  B  =  arc  00' , 

ce  qui  nous  apprend  que  la  différence  de  deux  rayons  de 
courbure  est  égale  à  Varc  qu'ils  comprennent  entre  eux. 

165.  11  suit  de  là  que  si  Ton  applique  sur  la  déve- 
loppée OB  (fig.  4^)  un  fil  qui,  se  terminant  tangentielle- 
mcut ,  soit  fixé  au  point  M  de  la  développante  MC ,  lorsqu'on 
développera  ce  (il,  en  le  laissant  constamment  tendu,  son 
extrémité  M  décrira  dans  ce  mouvement  la  dévelop- 
pante MC  ;  car,  en  supposant  que  dans  son  mouvement 
il  soit  arrivé  dans  une  position  O'M',  il  se  sera  accru 
de  00',  et  par  conséquent  égalera  en  longueur  le  rayon  de 
courbure  qui  passe  par  le  point  O';  donc  l'extrémité  M'  de 
ce  fil  sera  sur  la  développante. 

166.  Voici  de  quelle  manière  on  peut  trouver  l'équa- 
tion de  la  développée  :  i°  on  tirera  de  l'équation  de  la 

à  r 
courbe  les  valeurs  de  y,  et  des  coefficients  différentiels  -p-  * 

A1  Y 

—-^  etc.;  20  on  substituera  ces  valeurs  dans  les  équa- 
tions (95)  et  (96),  ce  qui  donnera  deux  nouvelles  équa- 
tions ,  qui  ne  seront  plus  que  des  fonctions  de  x  \  3°  élimi- 
nant  x  entre  ces  équations,  on  parviendra  à  une  équation 
entre  a  et  /3.  Cette  équation  sera  celle  de  la  développée. 

167.  Déterminons  par  ce  procédé  la  développée  de  la 
parabole,  dont  l'équation  est  x~  =  my  :  en  différentiant, 
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on  trouve 

et  par  conséquent 

à  y         IX         i\%  Y  9. 

dx        m         dx7       m 

substituant,  dans  les  équations  (95)  et  (96),  ces  valeurs  de 

d  y  d'  y 

y,  de  -j—  et  de  -r- p  ces  équations  deviennent 

(io5)  ( 8) hx  —  a  =  o, 


(,06)  (£- 


P    -  +  =— +  1  =  0; 


///         m7 


retranchant  l'équation   (io5)  de  l'équation  (106),  multi- 
pliée par  jr,  on  obtiendra 

4*» 

(107)  «-h3- r  =  0. 

D'une  autre  part,  l'équation  (106)  multipliée  par  m%  et 
réduite,  nous  donne 

6  x7  —  2  m  p  -h  //i*  z=  o , 
d'où  l'on  tire 

(108)  p  = 


/m  2 


En  éliminant  x  entre  les  équations  (107)  et  (108),  on  aura 
F  équation  de  la  développée. 

Mais  avant  de  faire  cette  opération,  remarquons  que 
pour  l'origine  où  x  =  o,  les  équations  (107)  et  (108)  se 

réduisent  à    a  =  o ,   (3  =:  —  ;  en  prenant  donc  AB  =  — 

(fig.  47 )*  on  a  Ie  point  B  de  la  développée-,  on  voit  en- 
suite, par  l'équation  (108),  qu'en  donnant  des  valeurs  posi- 
tives ou  négatives  à  x,  (3  augmente  à  mesure  que  ces  valeurs 
s'accroissent,  d'où  il  résulte  que  la  développée  se  compose 
de  deux  branches  BC  et  BD. 
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168.   Pour  éliminer  x  entre  les  équations  (107)  et  (108), 
la  première,  élevée  au  carré,  donne 


//!« 


IO 

d'une  autre  part,  on  tire  de  l'équation  (108). 

en  élevant  au  cube  les  deux  membres  de  cette  équation ,  on 
trouve 


r6 


V      2/27 


égalant  ces  deux  valeurs  de  x%  et  divisant   par  m%   oh 

obtient 

m         !  m  v3    1 

10          *  '  1  1     2*7 


appelons  (3'  la  quantité  jS <»  et  multiplions  par  27,  celte 


m 
2 
équation  devient 


6'^=  ^///a'=:  //a3      (*); 


16 


27„._ 


en  faisant  -^/?i  =  n,  l'origine  est  alors  transportée  en  B, 


*/— fi  _i?L. 


puisque  (3'  =  J 

169.  Une  osculatrice  peut  être  située  de  deux  manières 
diilerentes,  à  l'égard  de  la  courbe  avec  laquelle  elle  est  en 
contact  :  i°  elle  peut  avoir  ses  deux  brandies  toutes  deux 

'  *■)  Il  est  facile  de  prouver  que  les  branches  BC ,  BD  se  tournent  leurs 
convexités;  car  en  differentiant  deux  lois  de  suite  l'équation  fi'*  =  n«% 

11  d*  %'  '     —  -  "  l~n 

011  5'  =  n*  «*,  on  trouve    .«  =  —  |  «a  a     *  =  —  -;  y  —  ,  valeur  négative 

pour  a  positif  comme  pour  a  négatif,  ce  c]iii  prouve  que  chaque    branche 
tourne  sa  concavité  vers  l'axe  des  jr. 
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au-dessus  de  la  courbe,  comme  dans  la  fig.  48,  ou  toutes 
deux  au-dessous,  comme  dans  la^ig".  4pî  alors  rosculatricc 
ne  fera  que  toucher  la  courbe;  2°  l'osculatrice  peut  avoir 
uue  branche  au-dessus  de  la  courbe  et  l'autre  au-dessous , 
comme  dans  la  fig.  5o  :  dans  ce  cas,  l'osculatrice  coupera 
la  courbe  au  point  M. 

470.  On  va  démontrer  (fig-  5i)  que  le  cercle  oscillateur 
coupe  la  courbe. 

Soient  pour  une  même  abscisse  .r  -f-  h , 

Y  l'ordonnée  de  la  courbe, 
Y'  l'ordonnée  de  l'osculatrice; 


ou  a 


donc 


(io9)     |  Y/=  F(  r  +  Aj  =  Fx  +Arh  +  B^2  +  C'A3  -4-.  .  .  . 

Or,  puisque  le  cercle  est  une  osculatrice  du  second  ordre 
(art.  148),  les  trois  premiers  termes  de  ces  développements 
seront  les  mêmes;  donc  la  différence  des  ordonnées,  qui 
correspondent  à  x  H-  h ,  sera 

•no)  (C  — C')A3+.... 

Supposons  maintenant  que  l'abscisse  devienne  x  —  h  ;  il 
faudra  changer  h  en  — h  dans  la  différence  des  ordonnées, 
qui  deviendra 

(ni)  —  (C  —  C')A3-h 

Or, -conipie  le  premier  terme  des  suites(no)  et  (i  1 1 ) 
peut  surpasser  la  somme  de  tous  les  autres  termes ,  en  pre- 
nant h  assez  petit,  il  en  résulte  que  la  différence  des  ordon- 
nées changera  de  signe,  lorsque  l'abscisse,  au  lieu  d'être 
x-\-h ,  sera  x — h  ;  ainsi ,  en  prenant  (  fig.  5 1  )  PP'/=PP/=/i, 
si  la  différence  des  ordonnées  correspondantes  h  x  -\-  h  est 
une  quantité  positive,  c'est-à-dire  si  l'ordonnée  P'M'  de  la 
courbe  surpasse  P'iV,   l'ordonnée  P^IV"  de  l'osculatrice 
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surpassera  l'ordonnée  P^M"  de  la  courbe  :  d'où  Ton  con- 
clura que  l'osculatrice  est  d'un  côté  au-dessus  de  la  courbe 
et  de  l'autre  au-dessous,  et  par  conséquent  la  coupe. 

Ce  que  nous  disons  du  cercle ,  qui  est  une  osculartrice  du 
deuxième  ordre,  peut  s'appliquer  à  toute  osculatrice  d'ordre 
pair. 

171.  Si  Tosculatrice  était  d'un  ordre  impair,  elle  tou- 
cherait seulement  la  courbe,  au  lieu  de  la  couper.  Cela  est 
évident  d'après  la  démonstration  précédente. 

172.  Voici  le  théorème  que   nous  avons  promis  de  donner 

(art*  140)  sur  les  points  multiples.  Si  les  courbes  qui  se  réunissent 

en  un  de  ces  points,  ont  une  tangente  commune  dont  l'équation  soit 

représentée  par  y  =  a x  -+-  b,  nous  changerons  Fx  en  ax  -+-  b 

•  •    i  dF.r 

dans  la  seconde  des  équations  (109),   ce  qui  donnera  --: —  ou 

A'  =z  a,  et  tous  les  autres  coefficients  de  cette  équation  seront  nuls. 
La  tangente  étant  une  osculatriee  du  premier  ordre ,  yx  -h  A  h 
égalera  F  x-+-  A'  A,  ce  qui  réduira  la  différence  des  équations  (  1 09)  à 

Y  -Y'-BAî-fC/r1  + 

Cette  différence  des  ordonnées  devant  avoir  une  valeur  double , 
QM  et  QM'  [fig.  52) ,  il  faut  que  Tun  des  coefficients  différentiels 

qui  sont  représentés  par  B,  C,  etc.,  ait  deux  valeurs.  Soit  -=-£-  ce 

coefficient;  si  Ton  prend  les  différentielles  successives  de  l'équa- 
tion Vax  H-  Qdj  =  o,  nous  avons  vu  (art.  143)  qu'à  chaque 
différentiation  le  terme  Q  reste  toujours  facteur  de  la  différentielle 
de  Tordre  le  plus  élevé  de  7;  de  sorte  que  la  différentielle  de 
Tordre  n  de  la  fonction  proposée  pourra  être  représentée  par 

d" y  d"  y 

Q — i  +  R  =  o,  et  puisque  -p^   doit  avoir  deux  valeurs,  on 

prouvera,  comme  dans  Tart.  139,  que  Q  est  nul.  Cette  valeur  de 

dr  P 

Q  réduira  celle  de  P  à  zéro  ;  d'où  il  suit  que  l'équation  -p  =  —  — 

donnera  -7—  =  — 
ax       o 
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Application  du  théorème  de  Taylor  au  développement  des  fonctions 
de  deux  variables  qui  reçoivent  des  accroissements. 

473.  Lorsque  dans  une  fonction  u,  de  deux  variables  in- 
dépendantes x  et  y,  on  change  x  en  x  -f-  h ,  et  y  en  )-  •+-  h  , 
le  théorème  de  Taylor  peut  nous  donner  le  développement 
de  cette  fonction.  En  eflet,  si  Ton  substitue  d'abord  à  x  la 
valeur  x  H-  /* ,  on  aura 

(lia)    /(x-M,  j)=»-f-  — A +  -——  +  -— — --h...; 
x        '    .  '  dx         dx'2        dx*2.3 

h  étant  en  évidence  dans  ce  développement ,  y  ne  peut  être 

,        \      c        .  d  a    d2  m    d3  u  ~, 

contenu  que  dans  les  fonctions  u.  -r— >  -r-,  - — -,  etc.  Chan- 

*  dx    d  x2    d  x3 

géant  donc  y  en  y-hk  dans  ces  fonctions,  nous  remplace- 
rons ,  dans  l'équation  (112), 

du  d-u    X2         dlw         X' 

u  par     «  +     r    H     -j— h  -r—       — ^ 

r  dy  dy1    2         dr'       2.0 

.  du  ,,  dw  .,  du 

d  d2. d3. — 

du  du  dx  *  dx    A2  dx    X-3 

dx         dx  dy  dy-      2  dy2     2.3 

'"a 


d2a  d2w 

_  dx*  A*  dx2 

d^pard^+  ~d7"     "*~ ~TP"  "2  +  "dj7" â73 


d  d2  d3 

d3«         d'w  dx2  .  'dx2*2  dx2    P 


et  formant  autant  de  lignes  qu'il  y  a  de  termes  dans  l'équa- 
tion. (1  12),  nous  obtiendrons 

da,        d2u   X2 

du 

.  du  .  dx  ,  , 

d2w   A' 
dx2    2 
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174.    Si  Ton  eût  fait  les  substitutions  dans  un  ordre 
inverse,  on   aurait   d'abord  trouvé,  en  changeant  y  en 

dit         d2//  *2       d*u    ** 

J  \     ->J  -T-     ;  d^  d/2   2         dj32.3 

et  en  mettant  ensuite  dans  chaque  terme  x-\-h  k  la  place 
de  a?,  on  serait  parvenu  à  ce  développement 

'   ,.,  ,  ,  n  au  ,       d2«  h2 

:/(r  +  /.,.r4_,j)  =  „  +  _*  +  __  +  ... 

d  .*£ 

d2«    A2 

djr2   2 


L'ordre  dans  lequel  nous  avons  fait  ces  substitutions  étant 
arbitraire ,  puisque  devant  mettre  x-h  h  partout  où  entre  x, 
et  y  -h  k  partout  où  entre  y,  ces  opérations  ne  peuvent 
influer  Tune  sur  l'autre;  il  en  résulte  que  les  deux  déve- 
loppements (n3)  et(n4)  doivent  être  identiques,  et  que, 
par  conséquent,  les  termes  affectés  des  mêmes  produits  de 
h  et  de  k  ont  les  mêmes  valeurs.  Si  nous  égalons  donc 
entre  eux  les  termes  qui  sont  multipliés  par  hk,  nous 
obtiendrons 

du  du 

d.-= —       d.-= — 

dx dy  d2«    d2« 

d^  dx  dxdy       dydx 

Cette  équation  nous  apprend  que  pour  prendre  la  différen- 
tielle seconde  du  produit  de  deux  variables,  Tordre  des 
différentiations  est  arbitraire.  On  prouverait  la  même  chose 
pour  les  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs ,  en 
égalant  entre  eux  les  coefficients  différentiels  des  autres 
termes  des  équations  (i  i3)  et  (i  i4). 


^ 
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Des  maxima  et  mini  ma,  dans  les  fonctions  de  deux  variables. 

175.  Nous  venons  de  voir  (art.  175}  que  si ,  dans  une  fonction 
de  deux  variables  indépendantes  x  et  /,  on  remplaçait  x  par  x  -+■  h , 
et  y  par  y -4-  k ,  le  développement  de  f(x-{-  h,  y  -\-  k)  serait 
donné  par  l'équation  (i  1 3  ).  Si  dans  cette  équation  nous  repré- 


,    du 
d.-z — 


d  x  d 


u 


sentons  /[x  -H  h ,  r-+-k)  par  U,  X  par  m  h  ,  et  - — pa  r  -. — r—  , 

*  d  y  axa  y 

nous  aurons 

.  /du  du\ 

2       \dj2  dxdr  dx7  J 

-f-  termes  en  h3,  en  h*,  .... 

Pour  que  «  soit  un  maximum  ou  un  minimum ,  il  faut  que ,  quelque 

valeur  que  Ton  attribue  aux  accroissements  h  et  k ,  U  soit  toujours 

plus  grand  que  u  ou  toujours  plus  petit  ;  or,  cela  n'est  possible 

(du     •      du\ 
qu'autant  que  le  terme  h  I  —  m  -f-  —  )  est  nul  ;  rar  si  cela  n'était 

pas,  ce  terme  (art.  91)  pouvant  être  rendu  plus  grand  que  la 
somme  algébrique  de  tous  ceux  qui  le  suivent,  moyennant  une 
valeur  convenable  de  h ,  eh  prenant  successivement  cette  valeur 
négative  et  positive,  on  rendrait ,  dans  l'un  des  cas ,  U  plus  grand  , 
et  dans  l'autre,  moindre  que  u  ;  ainsi,  pour  que  cette  fonction  //  soit 
un  maximum  ou  un  minimum  ,  il  faut  que  Ton  ait 


( 


ou  plutôt 


du  du 


du  du 

—  /;*  -H  -.—   =  o. 
d  y  a  x 


L'accroissement  k  étant  arbitraire,  il  en  doit  être  de  même  de  ///  ; 
par  conséquent  cette  équation  a  lieu  quel  que  soit  m,  ce  qui  exige 
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qu'elle  se  partage  en  celles-ci  : 

d  u  il  u 

A  y  d  x 

174.  Examinons  maintenant  ce  qui  distingue  le  maximum  du 
minimum.  Pour  cet  effet,  remarquons  que  puisque  le  terme  en  h. 
est  nul ,  c'est  le  terme  en  h7  qui  doit  décider  du  signe  de  la  somme 
algébrique  de  tous  ceux  qui  suivent  u  ;  il  faut  donc  que  le  terme 
en  /*2,  s'il  n'est  pas  nul ,  ne  puisse ,  par  des  valeurs  de  h  et  de  À - ,  se 
déterminer  tantôt  positivement,  tantôt  négativement;  autrement  U 
pourrait  être ,  dans  un  cas ,  plus  petit ,  et  dans  un  autre  plus  grand 
que  u  ;  ainsi,  nous  allons  chercher  la  condition  qui  doit  avoir  lieu 
pour  que  le  terme  en  h2  conserve  toujours  le  même  signe,  quelles 
que  soient  les  valeurs  qu'on  donne  à  h  et  à  A.  Dans  cette  vue, 
représentons  le  terme  en  K1  de  l'équation  (i  1 5  )  par 

|A!(A«i+2Bw  +  C); 
mettant  A  en  facteur  commun ,  ce  terme  deviendra 

(B  C  \ 

m-  -h  2  -  m  -*-  -  J  ; 

ajoutons   sous  la    parenthèse   la*  quantité   identiquement   nulle 

B2        B2 

,  l'expression  (n6)  pourra  s'écrire  ainsi  : 

A  A 

Vf  BV       C       B'1 

(..7)       ^A/'ir+Â)+-À-pJ; 

et  l'on  voit  qu'elle  sera  toujours  du  signe  de  A  si ,  C  et  A  étant  de 

C       B2 
mêmes  signes ,  l'on  a  -  >  —  ,  c'est-à-dire  AC  >  B2;  car  alors  la 

A  A 

quantité,  qui  est  multipliée  par  {Ah\  sera  essentiellement  posi- 
tive ,  et  le  signe  de  l'expression  (117)  dépendra  de  celui  de  A  ;  de 
sorte  qu'on  aura  un  maximum  ou  un  minimum  ,  suivant  que  A  sera 

d2  u 
négatif  ou  positif,  c'est-à-dire  suivant  le  signe  de  -p- p  qui  est  le 

d2w 
même  que  celui  de  —7  ?  parce  qu'on  a  vu  que  C  et  A  étaient  sup- 

posés  être  de  mêmes  signes 
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.De  la  transformation  des  coordonnées  rectangulaires  en  coordonnées 

polaires. 

177.  Considérons  une  courbe  BDC  [fig.  53),  dans  la- 
quelle on  a  déterminé  de  position  un  point  M ,  à  l'aide  des 
coordonnées  rectangulaires  AP  =  .r  et  PM=y;  ce  point 
peut  être  également  déterminé  si  Ton  donne  l'angle  MAC) 
et  le  rayon  vecteur  AM;  mais  comme  on  mesure  ordinai- 
rement les  angles  par  les  arcs ,  nous  remplacerons  l'angle, 
MAC  par  l'arc  rao,  décrit  avec  un  rayon  pris  pour  unité; 
ainsi ,  en  nommant  t  cet  arc  moy  et  u  le  rayon  vecteur  AM, 
nous  pouvons  substituer  le  système  des  coordonnées  po- 
laires t  et  u  à  celui  des  coordonnées  rectangulaires  AP  =  .r 
et  PM  =  y. 

178.  Il  est  à  observer  que  l'origine  des  abscisses  polaires 
est  quelquefois  placée  ailleurs  qu'en  o  \  car  le  point  M  est 
également  déterminé ,  lorsque  ayant  pris  un  point  o'  pour 
origine,  on  donne  Tare  dm  et  le  rayon  vecteur  AM.  Dans 
ce  cas,  nous  pouvons  représenter  o'm  par  *',  et  alors  toutes 
les  abscisses  comptées  de  l'origine  o  différeront  des  abscisses 
comptées  de  l'origine  o',  d'une  quantité  constante  oo>  ;  et  il 
y  aura  entre  elles  la  relation  suivante  : 

t  =  t'—  oo' . 

Comme,  au  moyen  de  cette  relation,  on  peut  toujours 
changer  l'origine  de  la  manière  qui  nous  convient,  nous 
supposerons ,  pour  plus  de  simplicité,  l!originc  en  o. 

179.  Représentons  maintenant  par  F  (.r,  y)  =  o,  l'équa- 
tion dans  laquelle  nous  voulons  changer  les  coordonnées 
rectangulaires  AP  =  ;r  et  PM=j-  en  coordonnées  polaires 
om=  t  et  AM  =  «,  et  cherchons  les  relations  qui  existent 
entre  ces  coordonnées;  nous  avons  évidemment 

AP  =  AM  cos  MAP ,      PM  =  AM  sin  MAP , 

9- 
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OU 

(i  18)  x  =  u  cos  ty  y  =  u  sin  t. 

Il  suffirait  doue  de  substituer  ces  valeurs  dans  l'équation 
représentée  par  F  (x,y)  =  o ,  pour  obtenir  celle  qui  serait 
rapportée  à  des  coordonnées  polaires. 

180.  Si  l'origine  des  coordonnées  rectangulaires  x  et  y 
n'est  pas  au  centre  A  de  la  courbe  [fig.  54)  \  soient  x\  y' * 
les  coordonnées  comptées  de  l'origine  A',  et  a  et  b  les  coor- 
données comptées  du  centre  A  ,  on  aura 

AP  =  A'Q  —  A'B,      BIP  =  B1Q  —  AB, 
ou 

xz=ix'—a,  y  =  y'—b, 

valeurs  qu'on  substituera  dans  les  formules  précédentes. 


De  la  transformation  des  coordonnées  polaires  en  coordonnées 
tangulaires,  et  détermination  de  l'expression  différentielle  de  Tare 
dans  une  courbe  polaire. 

181.  L'équation  rapportée  à  des  coordonnées  polaires 
étant  représentée  par  F  (  t ,  u)  =  o ,  on  voit  d'abord  (fig.  53  ) 
qu'on  peut  remplacer  u  par  sa  valeur  tirée  de  l'équation 

AM'=AP'-hPM% 

ou 

(119)  u'  =  x'+y\ 

A  l'égard  de  /,  les  équations  (118),  divisées  Tune  par 
l'autre ,  nous  donneront 

y       sin  t 

x      cos  t  °    ' 

d'où  l'on  tire 

/  =  arc  (  tang  -r  -  J  • 

Celte  valeur  de  l  et  celle  do  u  étant  substituées  dans  Téqua- 
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tion  représentée  par  F  [t ,  u)  =  o,  on  obtient 

(120)  F  I  arc  (  tang=  -  U      ^  x7  -f-  jr*  I  =  o. 

C'est  ainsi  qu'on  parvient  à  une  équation  en  x  et  en  y,  et 
affectée  d'une  quantité  transcendante. 

182.  On  peut  aussi  obtenir  entre  x  et  y  une  équation 

qui  ne  contiendra  point  la  transcendante  arc  I  tang  =  -  )  9 

mais  qui  renfermera  des  différentielles.  Pour  cela ,  on  diffé- 
rentiera  l'équation  qui  est  représentée  par  la  formule  (i  20) , 
ou,  comme  cela  se  pratique,  on  emploiera  le  moyen  sui- 
vant pour  arriver  à  ce  but.  Représentons  toujours  par 
F  (a,  /)  =  o  l'équation  qu'il  s'agit  de  transformer  en  une 
fonction  des  coordonnées  rectangulaires  x  et  y]  nous  ve- 
nons de  voir  (art.  181)  que  la  valeur  de  u  pouvait  s'expri- 
mer en  x  et  en  j",  sans  transcendante ,  mais  qu'il  n'en  était 
pas  de  même  de  t;  c'est  pourquoi  nous  chercherons  d'abord 
à  éliminer  t  entre  F(t ,  u)  =  o ,  et  la  différentielle  de  cette 
équation,  que  nous  représenterons  par  F  (*,  i/,d/?  du)  =  o: 
à  la  vérité,  nous  introduirons  dans  le  résultat  de  l'élimi- 
nation ,  les  différentielles  dt  et  du;  mais  ces  différentielles 
pourront  s'exprimer  en  fonction  des  variables  x,  y,  dx  et 
dy.  En  effet, les  équations  (118)  nous  donnent 

X  Y 

(121)  cos*  =  -ï    sinf='— 

u  u 

Divisant  l'une  de  ces  équations  par  Tautre,  on  obtient 

sin  t  r 

ou     tang  t  =  -  : 

cos  t  x 

difl'érmitiant,  il  vient 

il  t  .r  il  >   —  y  il  .r 

« ^_ . 

vas?  t  .x- 
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remplaçant  — —  par  sa  valeur  tirée  de  la   première   des 

équations  (121) ,  et  supprimant  le  diviseur  commun  ;r%  on 

trouve 

u-  d  t  =  x  d  y  —  y  d  x , 

et  par  conséquent 

xd  y  —  Y  d  x 

(122)  df=      J    u/ ; 

et  en  mettant  pour  u  sa  valeur,  cette  équation  devient 

xd  y  — ydx 

dt  = — - £- — 

x7-+-  y* 

La  différentielle  de  l'autre  variable  se  trouve  encore  plus 
facilement,  car  l'équation  (119)  nous  donne 

u=  )/x--hy>; 

celte  équation  étant  diftérentiée,  nous  avons 

.         xd  x-+-  rd  v 
du  = - — —  • 

au  moyen  de  ces  valeurs  de  d/,  de  d  u  et  de  t/,  on  chan- 
gera l'équation  obtenue  par  l'élimination  de  t9  en  une 
autre  qui  ne  contiendra  plus  que  .r,  y^  dx  et  djr^  et  qui 
par  conséquent  se  rapportera  aux  coordonnées  rectangu- 
laires. 

183.  On  a  vu  (art.  161)  que  la  différentielle  d'un  arc  z 
rapporté  aux  coordonnées  rectangulaires,  avait  pour  ex- 
pression 

(i23)  dz=  v/dx*  H-  dy\ 

On  peut  se  proposer  de  déterminer  la  différentielle  du  mémo 
arc ,  lorsque  les  coordonnées  sont  polaires  ;  dans  ce  cas,  on 
substituera  dans  l'équation  (i23)les  valeurs  de  dx  et  de 
d  r,  tirées  des  équations 

X  rrr  U  COS  t ,       et       Y  z=  U  SÏn  t , 
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et  Ion  trouvera,  en  dificrentiant  ces  équations, 

il  x  =  —  m  sin  ni  /  -f-  cos  f  d  tt , 
«I  v  =r       u  cos  tt\t  -a-  sin  /il  «. 

Klevant  ces  équations  au  carré,  et  réduisant  à  1  aide  de  la 
formule 

siivf  -f-  cos:f  =  1  , 
on  obtiendra 


t\z  =  \  u~dts  H-  d«*. 

Telle  est  la  différentielle  de  Tare  en  fonction  des  coordon- 
nées polaires. 

Bes  sons-tangente*,  tont-normales ,  normale*  et  tangentes  aux 

courbes  polaire». 

484.  On  sait  que  dans  les  courbes  à  coordonnées  rec- 
tangulaires ,  la  sous-tangente  P/  (Jig.  55)  est  toujours 
comprise  entre  le  pied  P  de  l'ordonnée  «et  le  point  /,  où 
une  perpendiculaire  \t  à  cette  ordonnée  vient  rencontrer 
la  tangente  ;  conservant  la  même  délinitiou  pour  les 
courbes  polaires,  où  l'ordonnée  n'est  plus  PM,  mais  le 
rayon  vecteur  AM,  la  sous-tangente  sera  alors  la  perpen- 
diculaire AT,  comprise  depuis  le  poiut  A  jusqu'à  la  ren- 
coutrcT  de  la  tangente.  La  sous-tangente  a  donc  une  po- 
sition différente  dans  les  courbes  polaires  que  dans  les  . 
courbes  qui  ne  le  sont  pas;  car  dans  les  unes  la  sous-tan- 
gente est  toujours  comptée  sur  Taxe  des  abscisses,  tandis 
que  dans  les  courbes  polaires,  où  cet  axe  u'existe  pas, 
la  sous-tangente  varie  de  position  à  chaque  point  de  la 
courbe. 

185.  Déterminons  maintenant  l'expression  analytique 
de  la  sous-tangente  dans  les  courbes  polaires.  Pour  cet 
eflet,  soient  AM  et  AM'  (fig.  56)  deux  rayons  vecteurs, 
et  du  point  M  menons  la  perpendiculaire  MPsur  le  ravon 


\_ 
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vecteur  AM',  et,  à  cette  perpendiculaire,  menons  la  paral- 
lèle AT;  les  triangles  semblables  ATM',  PMM',  nous  don- 
neront la  proportion 

pm'  :  pm  ::  am'  :  AT; 

d'où  Ton  tire 

AM'x  PM 


AT  = 


PM' 


et  en  observant  que  PM'  est  un  côté  du  triangle  rectangle 
PMM',  cette  valeur  de  AT  devient 


.  AM'  X  PM 

Al  r: 


y7  MM'2  —  PM2 

Dans  le  cas  de  la  limite,  AM'  est  égal  à  AM,  c'est-à-dire  à 
u ,  PM  se  confond  avec  Tare  MN  ,  la  corde  MM'  avec  Parc 
MM',  et  AT  devient  la  sous-tangente.  Il  ne  s'agit  donc  plus 
que  d'avoir,  pour  le  cas  de  la  limite  ,  les  expressions  M' M 
et  MN  \  la  première  de  ces  expressions  n'est  alors  que  la 
différentielle  de  l'arc  de  courbe;  donc  (art.  183) 


MM'  =  vVd*2-hd#/2; 

à  l'égard  de  Mi\,  les  secteurs  ARR'  et  AMN  nous  donnent 
la  proportion 

ar  :  RR'  ::  am  :  MN, 

ou 

1  :  rr'  ::  «  :  MN; 

donc  MN  =  tt.RR',  quantité  qui,  dans  le  cas  de  la  limite, 
se  réduit  kudt.  Mettant  ces  valeurs  de  MN  et  de  M' M  dans 
celle  de  AT,  après  qu'on  y  aura  changé  AM'  en  u,  et  PM 
en  MN,  et  réduisant,  nous  trouverons 

Telle  est  l'expression  de  la  sous -tangente. 

186.  Pour  déterminer  la  sous-normale,  nous  observe- 
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rons  que  la  normale  SM  étant  perpendiculaire  à  la  tan- 
gente, l'ordonnée  AM  (Jig.  55)  doit  être  moyenne  propor- 
tionnelle entre  la  sous-tangente  et  la  sous-normale:  par 
conséquent  nous  avons 

AT  :  AM  ::  A  M  :  sous-  normale , 


ou 


donc 


u'di 

-z — ■  lu',',  u  :  sous-normale  ; 
au 


du 
sous-normale  =  -r—  • 

dt 


A  l'égard  de  la  normale  et  de  la  tangente,  les  triangles 
rectangles  MAS,  MAT  donnent 

MS  =  v'MA1  -+-  AS2,      MT  =  y'MA2  -h  AT2. 

Substituant  dans  ces  équations  les  valeurs  de  MA ,  de  AS  et 
de  AT,  nous  trouverons 


.  /  du1  /  dr 

normale  =  4  /  u2  -f-  -= —  ?      tangente  =  u  1  /  i  4-  u    , 

y  dt2  °  y  du7 

187.  Pour  trouver  l'expression  analytique  du  secteur 
dans  les  courbes  polaires,  le  triangle  AM'M  (Jig.  56)  nous 
donne 

AM'  X  PM 


aire  AM'M  ~: 


•2 


dans  le  cas  de  la  limite,  Taire  du  triangle  AM'M  (Jig.  56) 
devient  celle  d'un  secteur  élémentaire,  la  perpendiculaire 
PM  peut  être  remplacée  par  Tare  MJN,  que  nous  avons 
trouvé  égal  à  udf ,  et  AM'  se  réduit  à  u.  Substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  précédente  ,  nous  trouverons 

udt 


aire  du  secteur  élémentaire  ~ 


S>. 


On  peut  aussi  exprimer  le  secteur  élémentaire  en  fonction 
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des  coordonnées  rectangulaires-,  car  en  niellant  dans  cette 
équation  les  valeurs  de  u  cl  de  dl,  données  par  les  équa- 
tions (i  19)  et  (122) ,  elle  devient 

x  d  y  —  y  d  x 


aire  du  secteur  élémentaire  = 


2 


De  la  détermination  de  l 'expression  du  rayon  de  courbure 

dans  une  courbe  polaire. 

188.  Nous  avons  donné  (art.  131)  l'expression  du  rayon  de 
courbure ,  rapportée  à  des  coordonnées  rectangulaires  ;  en  nous 
réservant  la  faculté  d'affecter  cette  expression  du  signe  qui  rendra 
7  positif,  nous  l'écrirons  ainsi  : 


("4)  7  =  v    £• 

dx* 

Pour  avoir  cette  valeur  de  7  exprimée  en  fonction  des  coordonnées 
polaires ,  il  ne  s'agit  que  d'éliminer  les  coefficients  différentiels  qui 
entrent  dans  celte  expression,  au  moyen  des  équations  suivantes  : 

x  =  u  cos  t ,      y  =  u  sin  t  ; 

différentions  ces  équations,  et  divisons  ensuite  les  résultats  l'un  par 
l'autre ,  nous  obtiendrons 

dr        du  sin  t-\-  u  cos  tdt 
d  x         d  u  cos  t  —  u  sin  td  t  ' 

représentons  par  ///  et  par  n  les  deux  termes  de  cette  fraction,  nous 

aurons 

~,  (  ///  =  du  sin  t  -f-  u  cos  tdt. 

1 20 )  l  ■ 

|  //   —  d  «  ros  r  —  itsmtdt, 

et  par  conséquent 

;     r x  dr       m 


ou 


d  y"-         m7 

dr2  """    n; 
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Au  moyen  de  cette  équation  on  trouve,  pour  le  numérateur  \\e  la 
valeur  de  7 , 


d#2/  \       « 


3 


élevant  chaque  terme  de  la  fraction  qui  forme  le  second  membre  de 
cette  équation,  à  la  puissance  },  et  observant  que  la  puissance  } 
de  n7  est  /i\  on  a 


(127)  1-+- 


dy'\  '  __  (n7-+-  m2)"3 


dx2/ 


n 


3 


différenciant  ensuite  l'équation  (  1 26  ) ,  nous  trouverons 

à7  y        ndm  —  mdn 

dx  n7  ' 

divisant  le  premier  membre  de  cette  équation  par  do:  et  le  second 
par  rty  qui  équivaut  à  dx>  nous  aurons 

_  x  d 2  y         ndm  —  mdn 

(128)  J  - 


d  x7  n3 

Au  moyen  des  valeurs  données  par  les  équations  (127  )  et  (128), 
l'équation  (124)  devient 

(129)  7=  —. ~- 

u  '  ndm  —  m  an 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  transformer  cette  équation  en  une  fonction 
de  t  et  de  «.  Pour  cet  effet ,  on  déterminera  d'abord  la  valeur 
de  n7  -+-  m7>  en  ajoutant  les  carrés  des  équations  (  1 25  )  ;  et  en  ré- 
duisant à  mesure,  au  moyen  de  l'équation  sin'  t  -+-  cos2 t  =  1 ,  on 
trouvera 

(i3o)  *'  +  mî  =  dw,+  u7àt\ 

A  l'égard  du  dénominateur  de  l'équation  (12g),  nous  différen- 
tierons  successivement  les  équations  (i25  )  en  traitant  d't  comme 
constant  ;  et  multipliant  respectivement  les  résultats  par  n  et 
par  m  ,  nous  trouverons 

n  d  m  =  n  d2 11  sin  t  -f-  ? .  n  d  u  cos  t  d  t  —  ///*  sin  td  t7 , 
mdn  =z  m  d2  u  cos  t  —  2  m  d  n  sin  tdt  —  mu  cos  f  d  f 2  ; 


i4"  f.\Lr.i  i.   ru  fi  i':re.\tiel. 

la  seconde  équation  étant  retrancha  de  la  première,  nous  trou- 
verons 

!ndm  —  mdn  =  d*u  f  nsint  —  m  cos  r  ; 


/ 


-  -f-  2  dudt  'n  cos/  4-  m  sin  t) 

ï  —  udt7  >  n  sin  t  —  m  cos  t )  ; 

multipliant  la  seconde  des  équations  'ï  25  ;  par  sin  /  et  la  première 
par  cos  /,  les  retranchant  Tune  de  l'autre,  et  réduisant  au  moyen 
de  la  relation  sin-  /  -f-  cos2 1  =  i ,  nous  obtiendrons 

n  sin  /  —  ///  cos  t  =  —  udt. 

Opérant  d'une  manière  analogue  pour  former  la  valeur  de 
n  cos  t  H-  ///  sin  t,  nous  trouverons 

n  cos  t  -f-  m  sin  t  =  d  a . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  ;t3i),  cette  équation  de- 
viendra 

''i  32)     ndm  —  mdn  =  —  ud'udt H-  2  dn2d/-t-  u7dtj. 

Au  moyen  des  valeurs  que  nous  venons  de  déterminer,  les  équa- 
tions (  1 3o  )  et  f  1 32  :  changeront  l'équation  ;  1 29  )  en 

',33,  v=  '.<««' +  <''<"  V 


zdu'dt  —  tfd'adf-h  i*2dr 


r 


Set  courbe*  transcendantes. 

189.  On  appelle  ainsi  les  courbes  qui  contiennent  des 
juantités  transcendantes  ou  des  coefficients  différentiels, 

et,  en  général ,  les  courbes  dont  on  ne  peut  exprimer  les 
équations  par  un  nombre  fini  de  termes  algébriques.  Nous 
ferons  connaître  quelques-unes  des  plus  remarquables  de 
ces  courbes. 

Se  la  spirale  <f  Archimède  ou  de  Conon. 

190.  Voici  la  génération  de  cette  courbe  :  tandis  que  le 
rayon  AH  (  fig-  :*>7  )  décrit  une  révolution,  un  point  A  se 
transporte  du  centre  A  à  l'extrémité  H  de  ce  rayon,  et  se 
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meut  d'un  mouvement  uniforme,  de  telle  manière  que  le 
point  mobile  qui  était  en  A  au  eommencemen t  de  la 
rotation  de  AB,  se  trouve  eu  B  lorsque  AB  a  décrit  une 
révolution  entière  autour  du  centre  A.  Le  point  mobile 
décrit  dans  ce  mouvement  la  spirale  d'Archimède. 

Soient  AB  =  a,    arc  BN  =  t,  AM  =  u  ;    on   a  donc . 
d'après  la  définition  précédente, 

AiM  :  AN  ::  arc  NB  :  BCDB, 
ou 

i 

u  :  a  :  :  /  :  2  n  a , 

d'où  l'on  tire 

t 


27T 


Cette  courbe,  comme  on  le  voit,  n'a  pas  ses  coordonnées 
rectangulaires.  Lorsque  AB  a  décrit  une  révolution  entière . 
Tare  NB  équivaut  à  la  circonférence}  donc  alors  t  =  iva . 
ce  qui  change  l'équation  précédente  en 


27Tfl 

u  •=.  •>     ou     u  =  a. 

27T 


Si  le  point  A  continue  à  se  mouvoir  toujours  uniformé- 
ment ,  le  rayon  AB  décrira  une  seconde  révolution  autour 
du  centre  A;  et  si  l'on  prend  BB/=  BA ,  le  point  mobile 
arrivera  en  B'  au  bout  de  cette  seconde  révolution  ;  alors  / 
sera  égal  à  ûna,  ce  qui  donnera  u  =  ia;  ainsi  de  suite. 

Se  la  spirale  logarithmique. 

49i.  La  spirale  logarithmique  est  une  courbe  polaire 
dans  laquelle  l'angle  AMT  (fig-  58),  formé  par  le  rayon 
vecteur  AM,  avec  la  tangente  MT  à  la  courbe ,  est  constant. 
Ainsi,  en  nommant  a  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  AMT,  nous  avons  donc 

tang  AMT  =  n\ 
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or.  lij  triangle  T.MA .  rectangle  en  A.  nous  donne 

i  :  tanç  AMT  ::  A  M  :  AT. 


donc 


AT 

Un*  AMT  =  — . 
AM 


Remplaçant  le  rayon  vecteur  A  M  par  u .  et  AT  par  Texpres- 
sion  -= —  que  nous  avons  trouvée  l  art.  185)  pour  la  sous- 
tangente  d'une  courbe  polaire  .  nous  aurons 

lldt 


tang  AMT,      ou     a  = 


< 


\u    ' 


d'où  nous  tirerons 

i31)     .  =  «f; 

u 

et  en  intégrant,  nous  trouverons 

a  log  n  =  t  -+-  constante . 

Soit  e  la  base  du  système  népérien  ;  si  Ton  regarde  a  comme 
le  logarithme  de  e ,  dans  un  certain  système  de  Tables ,  on 
pourra  remplacer  a  par  Le ,  et  alors  Le  log  u  représentera 
le  logarithme  de  u  dans  ce  système  (*)  ;  de  sorte  que  nous 
aurons 

Lu  =r  /  -h  constante. 

192.  On  peut  construire  la  spirale  logarithmique  par 
points  de  la  manière  suivante  :  Ayant  partagé  la  circonfé- 
rence OO'O"  (fig-  59)  en  parties  égales,  on  mènera  des 
rayons  aux  points  de  division,  et  sur  ces  rayons  on  pren- 
dra les  parties  Aiw,  A/w',  Àm",  Aw'",  etc.,  qui  soient  en 
progression  géométrique  \  les  points  rw,  m  ,  m  ,  m   ,  m" ,  etc. , 

(*}  Pour  le  démontrer,  soit  e  la  base  du  système  népérien;  nous  aurons 
u  =  ei*g-*;  prenant  les  logarithmes  dans  le  système  des  Tables  indiqué  par 

l.  ,  nous  aurons 

Lu  =  L  '  et°g**)  —  log  11  Le. 


^ 
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appartiendront  à  une  spirale  logarithmique.  En  eftet,  en 
supposant  que  les  parties  mm\  m' m",  m" m'",  etc.,  aient 
très^peu  d'étendue,  on  pourra  les  regarder  comme  des  lignes 
droites ,  et  alors  il  sera  facile  de  prouver  que  les  triangles 
A  mm',  km' m",  km" m"',  etc.,  sont  semblables  ;  en  eflet , 
les  angles  en  A  sont  égaux  par  construction,  et  les  angles 
mm' A,  m'm"A,  m"mwA,  etc.,  le  sont  par  la  propriété 
principale  de  la  courbe  \  nous  avons  donc  cette  suite  de 
proportions  : 

km  :  km'  ::  A/«'  :  a /m", 

km'  :  km"  ::  km"  :  km'\ 


ce  qui  nous  montre  que  les  ordonnées  Am,  Am'5  Aw", 
Amw,  etc.,  sont  en  progression  géométrique. 

193.  Dans  la  spirale  logarithmique,  la  normale  est  égale  au 
rayon  de  courbure.  En  effet ,  l'expression  de  ce  rayon ,  dans  une 
courbe  polaire,  étant  (art.  188) 

i  * 

_  (du*-hu2i\t*y 

"*  ~~  zdu*dt —  ud'udt H-  u7dt^ 

il  faudra,  dans  cette  formule,  mettre  les  valeurs  de  du  et  de  d*u 
tirées  de  l'équation  de  la  spirale  logarithmique  ;  or,  l'équation  (  1 34  ) 

nous  donne 

.  udt        .  du  .  .       udt2 

du  = 5      cru  = — ar=r ; 

a  a  a 

substituant  ces  valeurs  dans  celles  de  7,  nous  obtiendrons 


11 
K"***)        iul        >V        R      7 

D'une  autre  part,  si   dans  l'expression  de  la  normale,  qui  est 
(art.  186) 


v 


du 


\f- 


1 
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nous  substituons  lu    valeur  de   -?—  •  nous  trouverons  de  même 

d/ 


4y  —  -»-  *r,  ce  qui  prouve  que  la  normale  est  égale,  dans  celte 

courbe,  à  son  rayon  de  courbure;  et  comme  d'ailleurs  il  est  di- 
rigé suivant  cett^normale  -art.  157),  il  en  résulte  que  ces  lignes 
se  confondent. 

194.  Cette  propriété  va  nous  servir  à  démontrer  que  la  déve- 
loppée de  la  spirale  logarithmique  est  une  autre  spirale  logarith- 
mique. Pour  cet  effet,  le  point  N  delà  normale  étant  considéré 
comme  appartenant  au  rayon  de  courbure,  et  se  trouvant  à  son 
extrémité,  est  sur  la  développée.  Soient  t'  et  u'  les  coordonnées 
de  ce  point  >  \fig>ùo}y  il  sera  facile  de  les  déterminer  en  fonc- 
tion des  coordonnées  /  et  u  du  point  M  de  la  courbe  ;  car  soit  on' 
un  arc  de  cercle  décrit  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  ;  les  abscisses 
des  points  M  et  N  différeront  entre  elles  de  cet  arc,  qui,  à  cause 
que  Pangle  M  AN  est  droit,  sera  égal  au  quart  de  la  circonférence; 

si  en  adoptant  la  notation  usitée,  nous  représentons  par  -  le  quart 
de  la  circonférence  décrite  avec  l'unité  pour  rayon ,  nous  aurons 
/'=:/-!--,  équation  qui,  étant  difTérentiée,  nous  donnera  d  tz=dt'. 
D'une  autre  part,  l'ordonnée  polaire  u  du  point  N  de  la  déve- 
loppée étant  égale  à  la  sous-normale  —  de  la  spirale  logarith- 
mique ,  nous  changerons  -r-  en  i/',  dans  l'équation  de  cette  courbe, 

et  nous  trouverons  u  =  au\  et  par  conséquent  d  u  =  adu*.  Sub- 
stituant ces  valeurs  de  d/,  de  du  et  de  u  dans  l'équation  (i3/p  de 
la  spirale  logarithmique,  nous  trouverons 

du'  , 

a—r  —  de  , 
u 

équation  qui,  étant  de  même  forme  que  la  précédente  ,  nous  ap- 
prend que  la  spirale  logarithmique  a  pour  développée  une  autre 
spirale  logarithmique. 
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De  la  spirale  hyperbolique  et  des  spirales  comprises  dans  l'équation 


u  =  at\ 


195.  La  propriété  de  la  spirale  hyperbolique  est  d'avoir 
une  sous- tangente  constante.  Si  nous  représentons  cette 
sous-tangente  par  a,  nous  en  égalerons  la  valeur  à  celle  de 
la  sous-tangente  (art.  185)  d'une  courbe  polaire,  et  nous 
aurons ,  pour  l'équation  de  la  spirale  hyperbolique , 


àt 


du 


nous  prenons  la  constante  a  négative,  parce  qu'alors  on  a 

d  u       dt 


u7         a 


équation  qui  étant  intégrée  donne 


1        * 

-  =  -  +  C; 
a        a 


et  en  remplaçant  la  quantité  indéterminée  C  par  une  autre 

C 
quantité  —  *  nous  aurons 


i        t      C 

-  =  --*--$ 
u       a        a 


prenant  l'origine  des  t  de  manière  que.  l'abscisse  t-t-C  soit 
égale  à  une  nouvelle  abscisse  t ,  l'équation  précédente  de- 
viendra 


i t 

a       a 


ou  plutôt 


u  =  p 


ce  qui  montre  que  lorsque  t  =  o ,  u  =  oo  ;  d'où  il  suit  que 
le  rayon  vecteur,  qui  répond  au  point  où  t  devient  nul ,  est 
une  asymptote  à  la  courbe. 


io 


■* 
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196.  L'équation  u  =  -  nous  montre  encore  que  le  rayon 

vecteur  est  en  raison  inverse  de  l'abscisse.  Si  nous  faisons 
successivement  £=  27r,  £=4tt,  t  =  6tt,  etc.,  nous  aurons 

pour  u  cette  suite  de  valeurs ,  —  >  -7—  >  ■-—  *  etc. ,  ce  qui  nous 

r  7  27r    4^    ^^ 

apprend  qu'au  bout  de  deux  révolutions  le  rayon  vecteur 
est  réduit  à  moitié  de  ce  qu'il  était  à  la  fin  de  la  première, 
qu'au  bout  de  trois  révolutions  il  est  réduit  au  tiers,  et  ainsi 
de  suite. 

197.  L'équation  de  la  spirale  hyperbolique  et  celle  de  la 
spirale  de  Conon,  sont  des  cas  particuliers  de  l'équation 

u  =  at1  ;  car  en  faisant  n  =  \ ,  et  a  =  —  ?  on  obtient  la 

7  '  27T 

première,  et  en  faisant  n  =  — i,  oh  obtient  la  seconde. 
Parmi  les  spirales  déterminées  par  cette  équation ,  on 
distingue  la  spirale  parabolique,  qu'on  trouve  en  faisant 
n  =  2. 

Se  la  logarithmique. 

198.  La  logarithmique  est  une  courbe  à  coordonnées 
rectangulaires,  dans  laquelle  l'abscisse  est  le  logarithme  de 
l'ordonnée  ;  l'équation  de  cette  courbe  est  donc 


d'où  l'on  tire 

* 

Y  =  a', 

et  par  conséquent 

dr 

Ax=a?\oga. 

199.  Pour  discuter  cette  équation ,  faisons  x  =  o  ;  nous 
trouverons  y  =  i  ;  si  l'on  donne  ensuite  des  valeurs  crois- 
santes et  positives  à  x,y  ira  toujours  en  croissant}  mais 
si  l'on  donne  à  x  une  valeur  négative  — m,  on  trouvera 
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y  =  aTu  ==  —  ;  cl  Ton  voit  que  Toi  donnée  diminuera  d'au- 

/  au  1 

tant  plus  qu'on  s'écartera  de;  l'origine,  dans  le  sens  des  ab- 
scisses négatives ,  et  qu'enfin  la  courbe  ne  pourrait  atteindre 
le  prolongement  de  Taxe  des  x  qu'à  l'infini,  cas  où  l'équa- 
tion y  =  —  deviendrait  r  =  -=■  =  o  ;  d'où  l'on  peut  con- 

clure  que  le  prolongement  de  l'axe  des  x  est  une  asymptote 
à  la  courbe. 

200.  Si,  à  partir  de  l'origine ,  on  prend  des  abscisses 
égales  (fig.  61  ) ,  AP  =  w,  AP'=  —  u,  on  trouvera 

PM  =  a\  P'M'  =  —  ;     donc     PM  X  lyM'  =  1  . 

a'1 

201 .  La  propriété  la  plus  remarquable;  de  cette  courbe 
est  que  la  sous-tangente  a  une  valeur  constante.  En  elîét , 
Péquation  de   la    logarithmique  étant  di  lièrent!  ce ,    nous 

d  Y                                                              (ix  d  >v           i 
donne  -r-  =  ax\oaas   d'où  nous   tirons  — r-^-  =r- - ,   ou 

y  cl  x  1 

^ —  =  ; Or,  le  premier  membre  de  cette  équation 

dy  .       log  a  r  * 

exprime  la  sous-tangente  de  la  courbe  (art.  71  ) }  donc  cette 
sous-tangente  est  constante. 

De  la  oyoloïde. 

202.  La  cycloïde  est  une  courbe  qui  est  décrite  par  le 
mouvement  d'un  point  M  [fig-  62)  situé  sur  la  circonfé- 
rence d'un  cercle  qui  roule  sur  une  droite  RC.  11  est  certain 
que  dans  ce  mouvement  de  R  en  C,  tous  les  points  de 
l'arc  RM  viendront  successivement  s'appliquer  sur  la 
droite  RA ,  jusqu'à  ce  que  M ,  à  son  tour,  s'y  applique  en  A  ; 
par  conséquent  l'arc  RM  sera  égal  à  la  droite  RA. 

Tous  les  points  par  lesquels  passe  le  point  M,  dans  ce 
mouvement,  étant,  par    hypothèse,  sur  la   cycloïde,  le 

10. 
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point  A  sera  aussi  sur  cette  courbe.  Prenons-le  pour  ori- 
gine 4cs  abscisses,  et  abaissons  la  perpendiculaire  ME  sur 
le  diamètre  BR,  et  faisons  AP  =  x9  PM  =y,  BR  =  2 a , 
arc  MR  =  z ,  ME  =  //  5  nous  aurons 

AP  =  AR  — PR, 
ou 

x  =  arcMR  —  MK, 
ou 

(i35)  1  =  2  —  m. 

*  Nous  chercherons  d'abord  à  éliminer  Tare  z  de  la  ma- 
nière suivante  :  nous  diflerentierons  l'équation  précédente, 
ce  qui  nous  -donnera 

(i36)  &x  =  à.z — du. 

Pour  avoir  la  valeur  de  d  z  en  fonction  de  u ,  nous  obser- 
verons qu'entre  u  et  z  nous  avons  la  relation 

u  =r  sin  z. 
Cette  équation  étant  différentiée  (art.  44) ,  on  trouve 

.  .   cos  z 

d  «  =  dz > 

a 

d'où  l'on  tire 

.         aàu 

dz  = : 

cos  z 

il  faut  remplacer,  dans  cette  équation ,  la  valeur  de  cos  z 
par  celle  que  nous  donne  l'équation 

sin2  z  +  cos2  z  =  a7, 

ou  plutôt 

u2  -+-  cos2  z  =  a7> 

et  l'on  obtient 

a  du 
dz  =  z. 
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Substituant  .cette  valeur  dans  l'équation  (i36) ,  il  vient 

(137)  dx  =  —= —  (1m. 

y  a7  —  u7 

Il  ne  s'agit  plus  que  d'exprimer  u  en  fonction  de  y.  Pour 
cet  effet,  soit  O  le  centre  du  cercle  générateur  BMR 
{fie*  ^)  *  nous  avons 

OE  =  s/  MO»  —  ME2 , 
ou 


(l38)  n—  y—  s/  a*—u\ 

Elevant  cette  équation  au  carré ,  et  réduisant ,  on  en  lire 

(i3g)  .        «  =  V/2ar  — jr% 

et  en  différentiant , 

(140)  du  =  x— = 

S/2>ajr—jr7 

Les  équations  (i38)  et  (i4°)  transforment  l'équation  (1^7) 
en 

a„—        aà?  (<*—T)ày. 

m 

réduisant  on  trouve, 

(,4.)  dx=       yAy       ; 

y  2  a y  —  y7 

telle  est  l'équation  de  la  cycloïde. 

203.  On  obtient  encore  l'équation  de  la  cycloïde  en 
fonction  de  l'arc ,  ainsi  qu'il  suit  :  l'équation  u  =  sin  z 

donne 

z  =  arc  (  sin  *=  u  )  ; 

mettant  pour  u  sa  valeur  tirée  de  l'équation  (i3y) ,  on  a 

z  =r  arc  (sin  =  y  2  ay  —  y2)  ; 
cette  valeur  et  celle  de  u  étant  substituées   dans   l'équa- 


IDO  CALCUL    IHIFÉIIEJNTIEL. 

liou  (i35) ,  on  a 

(  1 42  )     x  z=z  arc  (sin  =  \j  2  ay  —  y'2 )  —  \   2  ay  —  y1  (*). 

204.  Pour  discuter  celte  équation .  011  va  prouver  d'abord 
qucty  ne  peut  être  négatif,  ni  plus  grand  que  2 a. En  effet, 

si  Ton  fait  y  =  ^—y\  l'expression  arc. (sin  =  \  %ay — y*) 

devient  arc  (sin  =  y  —  nay'  —  yfi) ,  valeur  imaginaire. 
En   second   lieu  ,   si  Ton   fait  y  =  2  a  -+-  â  ,   l'expression 

arc  (sin  =  y  2  ay  — y-)  devient  arc  (sin  =  \  —  laà  —  $*) 
valeur  imaginaire;  donc,  si  à  une  distance  EF  =  2 a  de 
l'axe  des  .r,  on  mène  (fîg*  63)  AB  parallèle  à  CD,  la 
courbe  sera  comprise  entre  les  parallèles  CD  et  AB. 

La  plus  grande  valeur  que  puisse  avoir  y  est  %a\  car  si 
l'on  fait  rouler  le  cercle  générateur  de  A  en  C  {fig.  64) ,  le 
point  M,  qui  était  d'abord  en  A  ,  s'élèvera  successivement 
jusqu'à  ce  qu'il  arrive  en  B  ,  à  l'extrémité  du  diamètre  BD; 
alors  l'abscisse  AD  sera  égale  à  DEB,  c?est-à-dire  à  la  demi- 
circonférence  du  cercle  générateur. 

Ce  résultat  est  conforme  à  celui  qui  nous  est  donné  par 
l'équation  (i42)?  puisque  si  l'on  fait  y=  'ia,  on  trouve 
x  =5:  arc  (sin  =  o)  ;  or,  l'arc  dont  le  sinus  est  nul  doit  être 
l'un  des  suivants  :  o,  DEB,  2 DEB,  3 DEB,  etc.,  et  Ton  voit 
que,  dans  le  cas  présent,  cet  arc  est  DEB. 

Le  point  M,  parvenu  en  B ,  ayant  donc  décrit  l'arc  AB , 
de  cycloïde,  si  ce  point  continue  à  se  mouvoir,  il  décrira 


(*)  Le  sinus  ici  correspond  au  rayon  a;  celui  des  Tables,  ayant  l'unité 
pour  rayon ,  est  le  quatrième  terme  de  cette  proportion  , 


a  :  i  ::  y>.  ar  —  y  :  ! — - 

a 


par  conséquent  on  aura  pour  l'équation   de   la  rycloïdo  dans  laquelle  le 
rayon  des  Tables  est  pris  pour  unité, 


/  .      v ■* °y -y\     1 — 

x  7=.  a  arc  l  sin  r_ I  —  \J ■>  ir 


y  -    y. 
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un  second  arc  BC  ,  semblable  au  premier  $  enfin ,  si  le 
cercle  générateur  continue  toujours  à  rouler  sur  l'axe  des 
abscisses,  le  point  M  engendrera  une  suite  indéfinie  d'arcs 
de  cycloïde  CB' C"  (fig.  65  ) ,  C"  B"  C",  etc.  Le  cercle  généra- 
teur  pouvant  aussi  se  mouvoir  dans  le  sens  de  A  vers  A", 
le  point  M  décrira  encore  une  suite  indéfinie  d'arcs  AB' A\ 

A'B"A",etc 

C'est  l'assemblage  de  tous  ces  arcs  qui ,  dans  le  sens  le 
plus  général ,  constitue  la  cycloïde. 

205.  La  normale  au  point  M,  dont  les  coordonnées  sont 
x  et  y  (fig-  66),  est  déterminée  (art.  70)  par  cette  for- 
mule 


V  d*a 


normale  =  y  1/  -j—^  -+-  i  ; 

si  nous  y  mettons  la  valeur  de  —  5  tirée  de  l'équation  de  la 
cycloïde,  nous  trouverons 


normale  =  y  \     — - +1=  sjiay. 

V         X7 

Pour  construire  cette  valeur,  menons  la  corde  MD  (Jig,  66), 
nous  aurons 

de  :  MD  ::  MD  :DB, 

y  :  MD  ::  MD  :  ia\ 
donc 

la  corde  MD  =  sj'i  ay  ; 

et  comme,  par  la  propriété  du  cercle,  l'angle  BMD  est 
droit,  la  corde  MB  sera  perpendiculaire  à  l'extrémité  de  la 
normale  MD}  donc  la  corde  MB  prolongée  est  tangente  au 
point  M  de  la  cycloïde  \  car  on  sait  que  la  tangente  et  la 
normale  forment  entre  elles  un  angle  droit. 

On  pourrait  donc  construire  la  tangente  au  point  M,  en 
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décrivant  le  demi-cercle  générateur  BMD,  et  en  prolon- 
geant la  corde  BM  ;  mais  pour  n'avoir  pas  à  construire  ce 
cercle  générateur'à  chaque  point  de  la  courbe,  il  suffira  de 
construire  le  demi-cercle  générateur  sur  la  plus  grande 
ordonnée  BD  (fig*  67)  de  la  cycloïde  5  et  ayant  mené  par  le 
point  .donné  M,  la  perpendiculaire  ME  sur  BD,  on  tracera 
la  corde  BC  5  alors  la  parallèle  MT  à  cette  corde  sera  la  tan- 
gente demandée  :  c'est  une  suite  de  ce  qui  précède. 

206.  Pour  avoir  l'expression  du  rayon  de  courbure  de 
la  cycloïde,  il  faut,  de  l'équation  de  cette  courbe,  déduire 

Q  Y  Q2  Y 

les  valeurs  de  -p-  et  de  j^-7  *  que  nous  substituerons  dans 

Q  X  Cl  X 

l'expression  du  rayon  de  courbure  (art.  152), 

7~~  d\r 

dx7 

et  dans  laquelle  nous  adoptons  le  signe  négatif,  parce  que 
nous  savons  que  la  courbe  tourne  sa  concavi  té  vers  l'axe 
des  x.  L'équation  de  la  cycloïde  nous  donne  d'abord 

043)  dy  =  ^ajr-y\ 

dx  y 

O2  Y  11  Y 

Pour  obtenir  —^  »  faisons  —  =  P  ;  nous  aurons  donc  aussi 

ax7  ax       r  7 


V  2  ay  —  y2 


et  en  différenliant  (art.  21  ),  nous  trouverons 


d,,= 


2a   . 

y'2  aùy 


lia 

2Vt- 


y  sjïay  —  y 


1 
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donc  v 

dp  a 

AX  y  sjzay .—  r»  ' 

multipliant   cette  équation   par    l'équation    (i43) ,   nous 
obtiendrons  (art.  26), 

dp  a  d'y  a 

-r-= 1     ou     -i-^^r ; 

d.r  .y7  d.r2  y7 

au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  a  enfin 

m 

J  x7 

et  en  faisant  passer^  au  numérateur, 

2.  i.  i.  _i  j.  i.  

•y  =  2a«V2  =  2.2*  tf'/2  =r  2  ^2  ay  j 

donc  le  rayon  de  courbure  MM'  {fig*  68)  de  la  cycloïde 
est  double  de  la  normale  MR. 

207.  On  obtiendra  l'équation  de  la  développée  en  sub- 
stituant les  valeurs  de  -=—  et  de  -r—  dans  les  formules 

dx  dxi 

{art.  151) 


r-î=- 


,+dx< 


(i  +  ^^Z 


dx'    • 


dx*  7  dx  d  r 


dx* 

et  Ton  trouvera 


la 


y  —  p  =  —  =  2 y }      v  —  a  =  —  2^2  ay 


X7 
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comme  une  fonction  d'une  troisième  variable  qui  ne  paraît  pas 
dans  la  formule ,  et  qu'on  appelle  la  variable  indépendante.  Cela 
deviendra  manifeste,  si  l'on  fait  attention  que  l'équation  y  =  fx 
pourrait  dériver  du  système  des  deux  équations 

x  =  ¥t,     y  =  ?t, 

entre  lesquelles  on  aurait  éliminé  t;   c'est  ainsi  que  l'équation 

(x c)7 

y  •=.  a  - — j- — -  revient  au  système  des  deux  équations 

.r  =  bt  -f-  c ,      .v  =  fl/% 

et  Ton  conçoit  que  x  et  y  doivent  varier  en  vertu  de  l'accroisse- 
ment que  t  peut  recevoir;  mais  cette  hypothèse,  que  x  et  y  va- 
rient d'après  l'accroissement  donné  à  r,  suppose  qu'il  y  ait  des 
relations  entre  x  et  r,  et  entre  j  et/;  Tune  de  ces  relations  est 
arbitraire,  car  l'équation,  que  nous  représentons  en  général  par 

(x  —  r  )' 
y=/x9  étant,  par  exemple,   y  =  a  - — — — >    si  Ton   établit 

entre  /et  x  la  relation  arbitraire  x  =  — >  cette  valeur  étant  mise 

c7 

(x c)7  (f3 c3)' 

dans  l'équation  y  =  - — — — ,   la  changera  en  y  =  a  —  ? 

équation  qui ,  étant  combinée  avec  celle-ci ,   x  =.  — ,   doit  repro- 

(  x c  ■ 

duire  par  l'élimination,  y  =  a  - — — — '-,  seule  condition  à  la- 
quelle on  doive  avoir  égard  dans  le  choix  de  la  variable  /. 

214.  On  peut  donc  déterminer  arbitrairement  la  variable  indé- 
pendante /.  Par  exemple,  on  prendra  la  corde,  l'arc,  l'abscisse 
ou  l'ordonnée  pour  cette  variable  indépendante  ;  si  /  représente 

Tare  de  la  courbe ,  il  faut  que  Ton  ait  d  /  =  ^d  j?'-f-  dy7  ;  si  t  re- 
présente la  corde,  et  que  l'origine  soit  au  sommet  de  la  courbe, 

on  aura  /=  y'^2 -h  ^  ;  enfin  ,  /  pourrait  être  l'abscisse  ou  l'or- 
donnée, et  Ton  aurait  alors  t  =  x,  ou  r  =  v. 

218.  Le  choix  de  l'une  de  ces  hypothèses  ou  de  toute  autre 
devient  indispensable  pour  que  la  formule  qui  contient  des  diflfé- 
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rentielles  puisse  en  être  délivrée;  si  nous  ne  le  faisons  pas  tou- 
jours, c'est  que  nous  supposons  tacitement  que  la  variable  in- 
dépendante a  été  déterminée.  Par  exemple,  dans  le  cas  le  plus 
ordinaire  ou  une  formule  ne  contient  que  les  différentielles  cl  x , 
d/,  d%yy  d3/,  etc.,  l'hypothèse  est  que  la  variable  indépendante  / 
a  été  prise  pour  l'abscisse,  car  alors  il  en  résulte 

d.r  d'à:  d*x 

et  l'on  voit  que  la  formule  ne  doit  pas  renfermer  des  différen- 
tielles secondes ,  troisièmes,  etc.,  de  x. 

•  216.  Pour  établir  la  formule  dans  toute  sa  généralité,  il  faut, 
d'après  ce  qui  précède,  que  x  et  r  soient  des  fonctions  d'une  troi- 
sième variable  indépendante  t\  et  que  Ton  ait  'art.  26  ) 

A  y       dy  dx 


d/~~ 

d  x  dt' 

on  tire 

de  cette 

équation 

,dv 

• 

(•47) 

dy 
d.r 

d7 

d  x  % 

]>renant  la  différentielle  seconde  de  y,  et  opérant  sur  le  second 
membre  comme  on  le  fait  pour  les  fractions  ;  art.  16) ,  on  trouvera 

dx  d7y       dy  d'.r 
d*jr  __  dt  ~d7       d7  7l/ 
dx  dx* 


dt 


Dans  cette  expression,  dt  a  deux  usages:  l'un  est  d'indiquer 
quelle  est  la  variable  indépendante  f ,  et  l'autre  d'y  entrer  comme 
signe  d'Algèbre.  Nous  pouvons  ne  considérer  d  t  que  sous  le  se- 
cond rapport ,  si  nous  ne  perdons  pas  de  vue  que  t  est  la  variable 
indépendante;  alors  supprimant  d/2  comme  facteur  commun, 
l'expression  précédente  se  simplifiera  en  écrivant 

d*j  __  d*dy  —  dy  d2  x 
cTr  "~  iTr1  ; 
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et  en  divisant  par  il  r,  elle  deviendra 

d}y  _  dxd*/ —  djd'x 

dx2  "~  d~ê 

217.  En  opérant  de  même  sur  l'équation  (147  j,  on  voit  qu'en 
prenant  t  pour  variable  indépendante ,  le  second  membre  de  l'é- 
quation devient  identique  au  premier;  par  conséquent ,  lorsqu'on 
prend  /  pour  variable  indépendante,  on  n'a  qu'un  seul  change- 
ment à  faire  dans  la  formule  qui  contient  les  coefficients  différen- 

dv      d'y* 
tie]s  _jL  et  -r-^-  ?  c'est  de  remplacer  ce  second  coefficient  diflfé- 
dx      dx1 

rentiel  par 

dxd7r  —  drd'.r 
dx* 

Pour  appliquer  ces   considérations  au  rayon  de  courbure  qui 
(art.  188)  est  donné  par  l'équation 


_( 


7=    ' 


dx7 

si  Ton  veut  avoir  la  valeur  de  7,  dans  te  cas  où  t  serait  la  variable 
indépendante,  on  changera  cette  équation  en 


dxd7r  —  djrd7x  ' 


(dx7+dr7y 
en  observant  que  le  numérateur  revient  à  - " — —  *  on  aura 

/  /«*  -     (dx>-hdy*y 

l'4   '  7""dxd2j-d7dîx" 

218.  Cette  valeur  de  7  suppose  donc  que  x  et  y  soient  des 
fonctions  d'une  troisième  variable  indépendante  ;  mais  si  x  de- 
vait être  cette  variable,  c'est-à-dire  si  Ton  avait  t  =  xy  on  aurait 
d7x  =  o,  et  cette  formule  retomberait  dans  le  cas  ordinaire  en 
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redevenant 

_  (dx*+dy*y  __  \    ^dx2) 
7~~"       d-rd'r       ""         d-y 

dx- 

1119.  Mais  si,  au  lieu  *de  prendre  x  pour  la  variable  indépen- 
dante, on  voulait  que  l'ordonnée  fût  cette  variable  indépendante, 
cette  condition  serait  exprimée  par  l'équation  y  =  /;  et  en  diffé- 
rentiant  deux  fois  de  suite  cette  équation ,  on  aurait 

àjr  d2y 

dt         '      dt2 

La  première  de  ces  équations  nous  dit  seulement  que  y  est  la 
variable  indépendante,  ce  qui  ne  changera  rien  à  la  formule, 
mais  la  seconde  nous  montre  que  d2y  doit  être  nul ,  et  alors  l'é- 
quation (148)  se  réduit  à 

=       (dx2+dy2f    . 
7  djdJ^ 

220.  Il  est  à  remarquer  que  lorsque  x  est  la  variable  indépen- 
dante ,  et  que  Ton  a  par  conséquent  d2x  =  o ,  cette  équation  nous 
dit  que  d x  est  constant;  d'où  il  suit  qu'en  général  la  variable  qui 
est  regardée  comme  indépendante,  a  toujours  une  différentielle 
constante. 

221.  Enfin,  si  Ton  prend  Tare  pour  variable  indépendante, 
on  aura 

d/  =  v/dx'-f-dy-; 

élevant  au  carré  et  divisant  par  dr3,  cette  équation  nous  donnera 

dx2       dy2 

~d?  "*"  1?  ~  l  ; 

différentiant cette  équation ,  nous  regarderons  (art.  220)  dt  comme 
constant,  puisque  t  est  la  variable  indépendante;  et  en  opérant 
d'après  la  règle  des  exposants,  nous  trouverons 

idxàrx       idydry 

II 


l6l  CALCUL    DIFFÉRENTIEL. 

d'où  Ton  tire 

dx  d2  x  =  —  dy  d?y  ; 

par  conséquent,  si  Ton  substitue  la  valeur  de  d'x  ou  celle  de  de- 
dans l'équation  (148)  >  on  aura  dans  le  premier  cas, 

(d*2-j-dj2)'    df  =  yfrl*'  +  d.r') 
1       (da:2+dj2)d2r  d'y  ' 

et  dans  le  second  cas , 

__  _     (dx2  4-  d  j2)2      .     _  __  s/dx*-\-  dj2 
7  —  ~~  (d.r2  +  d^2)d2x  C  J  ~~  d2^  * 

222.  Dans  ce  qui  précède ,  nous  n'avons  considéré  que  les  deux 

dy     d2y 
coefficients  différentiels  -i — ?  -. —  ;  mais  si  la  formule  devait  con- 

d  x    d  x2 

tenir  des  coefficients  différentiels  d'ordres  plus  élevés,  il  faudrait, 

par  des  moyens  analogues  à  ceux  que  nous  avons  employés ,  de- 

terminer  les  valeurs  de  -r~9  de  -=-^*  etc.,  qui  se  rapporteraient 

au  cas  où  x  et  y  sont  des  fonctions  d'une  troisième  variable  in- 
dépendante. 

De  la  méthode  des  infiniment  petits. 

223.  Les  notions  que  nous  avons  de  l'infini  se  réduisent 
à  cette  proposition  :  Une  quantité  n'est  pas  infinie  lors- 
qu'elle est  susceptible  d'augmentation.  Par  conséquent,  si 
l'on  a  x-h  a ,  et  que  x  devienne  infini ,  il  faut  supprimer  a, 
autrement  ce  serait  supposer  que  x  peut  encore  s'augmenter 
de  a ,  ce  qui  est  contre  notre  définition. 

224.  Cette  proposition  étant  fondamentale,  j'ai  cherché 
à  la  démontrer  d'une  manière  plus  satisfaisante,  comme  il 
suit.  Soit  l'équation 

(149)  x  +  a=y, 

dans  laquelle  a  est  une  quantité  constante.  Nous  pouvons, 
à  l'aide  d'une  indéterminée  m,  représenter  par  ma  le  rap- 


\ 
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port  des  variables  y  et  .r,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
supposer 

(i5o)  max=iy9 

substituant  cette  valeur  dans  F  équation  (i4<j) ,  on  obtient 
(i5i)  x  -h  a  =  max  ; 

divisant  tous  les  termes  de  l'équation  (i5i)  par  or,  on  a 

(102)  -4--  =  w; 

x        '  a       x 

quand  x  devient  infini ,  la  fraction  -  ayant  atteint  à  son 

dernier  degré  de  décaissement,  se  réduit  évidemment  à 
zéro;  alors  l'équation  (i52)  devient 

1 

m  z=  — . 

a 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  (i5i),  on 
obtient 

x  -f-  a  =  x , 

ce  qui  montre  que  quand  x  est  infini  ,x  +  flse  réduit  à  x. 

225.  La  quantité  a ,  à  l'égard  de  laquelle  x  est  infini,  est 
ce  qu'on  appelle  un  infiniment  petit,  par  rapport  à  x. 

226.  Comme  nous  ne  considérons  ici  que  les  rapports 
des  quantités ,  la  démonstration  .précédente  a  lieu  lors  même 
que  x  a  une  valeur  finie ,  pourvu  seulement  que  a  soit  in- 
finiment petit  par  rapport  à  x* 

La  théorie  des  fractions  va  nous  servir  encore  à  rendre 
sensible  cette  vérité.  En  effet,  si  l'on  compare  la  quantité 

finie  b  à  la  fraction-?  il  est  certain  que  plus  le  dénomina- 
teur z  augmentera,  plus  la  fraction  diminuera*,  de  sorte 
que   quand  z  deviendra  infini,  cette  fraction  deviendra 

11. 
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absolument  nulle,  et,  comme  telle ,  devra  être  supprimée 
devant  i,  qui  alors  sera  infini  à  l'égard  de  -• 

227.  Quoique  deux  quantités  soient  infiniment  petites, 
il  ne  s'ensuit  pas  que  leur  rapport  soit  nul  :  car 

a       b 

—  :  —  :  :  a  :  b.  • 

On  sent  d'ailleurs  que  deux  quantités  infiniment  petites 

peuvent  se  contenir  comme  deux  quantités  très-grandes; 

ainsi,   en  représentant  deux  quantités  infiniment  petites 

Ar 
par  Ay  et  par  d  x ,  il  suit  de  là  que  leur  rapport  -r^-  ne  sera 

W    mJC 

pas  nul  :  résultat  conforme  à  celui  que  nous  avons  obtenu 
par  la  considération  des  limites. 

228.  Lorsqu'une  quantité  x  est  infiniment  petite,  par 
rapport  à  une  grandeur  finie  *ï,  le  carré  x*  est  infiniment 
petit  par  rapport  à  x.  En  effet ,  la  proportion 

1  :  x  ;:  x  :x- 

nous  prouve  que  x1  est  renfermé  dans  x  autant  de  fois  que  x 
l'est  dans  l'unité,  c'est-à-dire  un  nombre  infini  de  fois.  On 
démontrerait  de  même,  à  l'aide  de  la  proportion 

x  :  **  :  :  x-  :  x% 

que  x*  étant  infiniment  petit  par  rapport  à  x ,  le  terme  x* 
doit  être  infiniment  petit  par  rapport  à  x*  5  c'est  par  cette 
raison  qu'on  a  divisé  les  infiniment  petits  en  différents 
ordres  :  ainsi ,  dans  les  exemples  précédents ,  x  est  un  infi- 
niment petit  du  premier  ordre,  x*  est  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  x*  est  un  infiniment  petit  du  troisième 
ordre;  ainsi  de  suite. 

229.  Observons  que  si  x  est  infiniment  petit  par  rapport 
àfl,  il  en  sera  de  même  de  x  multiplié  par  une  quantité 
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finie  b.  En  effet,  x  considéré  comme  une  fraction  dont  le 
dénominateur  serait  infini,  peut  être  représenté  par  —  ; 

00 

c  oc 

or,  que  Ton  ait  —ou  — ?  ces  quantités  n'en  sont  pas  moins 

nulles  par  rapport  à  «.  . 

230.  De  même  qu'un  infiniment  petit  du  premier  ordre 
doit  être  supprimé  lorsqu'il  est  à  côté  d'une  quantité  finie, 
qu'il  ne  peut  augmenter,  on  doit  effacer  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  qui  serait  à  côté  d'un  infiniment  petit  du 
premier  ordre-,  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  si  l'on  a  celte  expression 

tf  -+-  by  -f-  cy2  4-  dy*, 

et  que  jy  soit  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  cy*  en 
sera  un  du  second,  et  dy%  en  sera  un  du  troisième  :  il  faut 
donc  effacer  dy%,  parce  que  dy*  ne  peut  augmenter  cy*  ;  et 
comme  cy*  ne  peut  augmenter  by,  on  l'effacera  à  son  tour; 
enfin  ,  on  effacera  aussi  by,  puisque  cet  infiniment  petit  du 
premier  ordre  ne  peut  augmenter  la  quantité  finie  a,  et  il 
restera  a. 

231.  Deux  quantités  infiniment  petites  x  et  y  donnent 
pour  produit  un  infiniment  petit  du  second  ordre.  En  effet, 
du  produit  xy  je  tire  la  proportion 


i  :  y  :  :  x ■  :  xy 


y 


ce  qui  m'apprend  que  puisque  y  est  infiniment  petit  par 
rapport  à  i,  xy  sera  infiniment  petit  par  rapport  à  x, c'est- 
à-dire  sera  un  infiniment  petit  du  second  ordre. 

232.  On  prouverait  de  même  que  le  produit  de  trois  infi- 
niment petits  du  premier  ordre  donne  un  infiniment  petit 
du  troisième  ordre. 

233.  Nous  pouvons  maintenant  expliquer  la  théorie  de 
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la  différentiation ,  d'après  la  méthode  des  infiniment  petits. 
Pour  cet  effet ,  si  Ton  suppose  que  dans  une  fonction  de  x 
la  variable  x  prenne  un  accroissement  infiniment  petit, 
représenté  par  dx,  en  sorte  que  x  devienne  ar-h-dx,  la 
différence  du  nouvel  état  au  premier  sera  la  différentielle  de 
cette  fonction . 

234.  Par  exemple ,  pour  trouver  la  différentielle  de  ax, 
cette  fonction  devenant  a  (x-t-d x)  =  ax+adx ,  si  l'on  en 
retranche  ax,  il  restera  adx  pour  la  différentielle. 

235.  Cherchons  encore  la  différentielle  de  ax*\  il  faut 
de  a  (x  -+-  dx)*  retrancher  ax%\  développant  et  réduisant, 
on  trouve  d'abord  3ax*dx +  $axdx*-t-adx3.  Cela  posé, 
adx3  étant  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre,  ne 
peut  augmenter  Zaxdx1^  par  conséquent,  on  effacera 
adx*;  de  même  Zaxdx^^  qui  est  un  infiniment  petit  du 
second  ordre,  doit  être  supprimé,  parce  que  Zax%dx  en 
est  un  du  premier  ordre;  et  il  restera  Zax*dx  pour  la 
différentielle. 

236.  On  différentiera ,  d'après  le  même  principe ,  toute 
autre  fonction  de  x,  en  ayant  le  soin  de  supprimer  les  in- 
finiment petits  des  ordres  supérieurs-,  ce  qui  se  réduit  à  ne 
conserver  que  le  premier  terme  du  développement ,  ainsi 
qu'on  le  fait  par  la  méthode  des  limites. 

Par  exemple,  pour  trouver  la  différentielle  de  fx  ^  au 
lieu  d'écrire 

/(*+*)~/*=A4.BA+CA,+ .    •• 

h 

dfx 
qui ,  dans  le  cas  de  la  limite,  donne  -y^-  dx  =  Kdx  pour 

Cl  X 

la  différentielle,  on  aurait 

f{x  -h  dx)  =r.  fx  H-  Adx'H-Bdo;24-Cclx34-.  .  .; 


> 
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retranchant  la  fonction  primitive,  il  resterait 

Ado?-t-Bd.r5-f-  Cdx3-f-    ..; 

et  comme  on  devrait  supprimer  les  infiniment  petits  des 
ordres  supérieurs,  on  ne  conserverait  que  le  terme  Adx, 
qui  serait  la  différentielle  cherchée. 

•  237.  Pour  trouver  la  différentielle  du  produit  de  deux 
variables ,  y,  z ,  on  supposera  que  quand  x  devient  x  -+-  d x, 
y  devienne  j*  -f-  dy^  et  que  z  devienne  z  -+-  d  z .  Le  produit yz 
se  convertira  donc  alors  en  [y  -f-  dy)  (z  -t-  d  z  )  ;  dévelop- 
pant et  retranchant  yz ,  il  restera  ydz  -+-  zdy  -+-  dydz.  Le 
dernier  terme  de  ce  résultat  étant  un  infiniment  petit  du 
second  ordre ,  devra  s'effacer  ;  et  Ton  aura ,  pour  la  diffé- 
rentielle de  yz ,  l'expression  jy dz  -f-  zdy. 

238.  On  déduira  ensuite  de  cette  dernière  différentielle , 
celle  du  produit  d'un  plus  grand  nombre  de  variables,  et 
ensuite  celle  de  xm,  par  les  procédés  que  nous  avons  suivis 
lorsque  nous  avons  employé  la  méthode  des  limites. 

239.  La  différentielle  de  ax  s'obtiendra  aussi  très-faci- 
lement, lorsque  l'on  aura  le  développement  de  ax+dXm,  et  ce 
développement  se  trouvera  comme  celui  de  ax+h  (art.  36)  ; 
on  cherchera  ensuite  la  valeur  de  ax+dx — "a*,  et,  ne  conser- 
vant que  le  premier  terme  ,  on  rejettera  les  autres  comme 
des  infiniment  petits  d'ordres  inférieurs  à  celui  du  terme 
que  l'on  conserve.  De  la  différentielle  de  ax  on  déduira 
ensuite ,  comme  nous  l'avons  fait,  celle  de  log  x. 

240.  A  l'égard  de  la  différentielle  de  sin  x,  on  a 

sin  (x  -h  dx)  —  sin  x  =  sin  x  cos  dx  -h  sin  âx  cos  x  —  sin  x, 

l'arc  dx  étant  infiniment  petit, 

cos  d  x  =z  i ,      et     sin  d  x  =  d  x  ; 
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au  moyen  de  ces  valeurs ,  on  trouve 

d .  sin  x  •=.  d  x  cos  x. 

241.  Le  problème  des  tangentes  a  donné  en  quelque 
sorte  naissance  au  Calcul  différentiel.  Voici  de  quelle  ma- 
nière on  résout  ce  problème  par  la  méthode  des  infiniment 
petits  : 

Soient  PM  et  P'M'  [fig.  70)  deux  ordonnées  infiniment 
proches ,  et  MO  une  parallèle  à  l'axe  des  x  ;  la  tangente  MT 
pourra  être  considérée  comme  le  prolongement  de  l'élément 
MM'  de  la  courbe,  parce  que  cet  élément  étant  très-petit, 
est  censé  être  en  ligne  droite.  Nommons  AP,  x\  PM,  y\ 
l'accroissement  de  x  sera  PP'=d.r,  et  celui  de  y  sera 
M'O  =  dy.  Le  triangle  infiniment  petit  MM'O  étant  sem- 
blable au  triangle  MPT,  on  a 

M'O  :  MO  ::  mp  :  pt, 

ou 

dy  :  dx  II  y  :  PT; 

donc 

dx 

On  trouvera  ensuite  la  normale,  la  tangente,  et  les  équa- 
tions de  ces  lignes',  comme  dans  les  art.  72  et  73. 

• 

242.  Pour  avoir  la  différentielle  d'un  arc,  on  regardera 
Tare  compris  entre  les  ordonnées  PM  et  P'M',  infiniment 
proches ,  comme  une  li^ne  droite  5  et  alors ,  en  nommant  s 
Tare  total,  MM'  sera  ds ,  et  le  triangle  rectangle  MM'O  qui 
a  pour  côtés  MO  =  dx  et  M'0==dy,  donnera 

ds  =  sjdx2+  dy\ 

245.  La  différentielle  de  Tare  d'une  courbe  dont  les  coordon- 
nées sont  polaires,  se  trouve  aussi  très- fa  vilement  par  la  considé- 
ration des  infiniment  petits.  En  effet,  soient  (Jîg.  71)  RR'  et  MN, 
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deux  arcs  de  cercle  décrits  l'un  avec  le  rayon  i  et  l'autre  avec  le 
rayon  m,  dans  l'angle  infiniment  petit  M' AN,  formé  par  deux 
rayons  vecteurs;  le  triangle  NM'M  pourra  être  regardé  comme 
rectiligne  et  rectangle  en  M  ;  on  aura  donc 

et  en  observant  que  M' M  =  d«,  et  que  MN  est  égal  à  udl, en 
vertu  de  la  proportion 

i  :  d  *  :  :  a  :  mn  , . 

nous  pourrons  remplacer  NM'  et  MN  par  leurs  valeurs;  et,  en 
mettant  ds  à  la  place  de  M'N ,  nous  aurons 

ds  =  v^"2-*-  u2dt7. 

Le  même* triangle  MM'N,  comparé  au  triangle  M' AT,  nous  fera 
obtenir  la  sous-tangente  d'une  courbe  polaire  par  la  proportion 

M' M  :MN  ::  am' :  AT, 

ou ,  en  remplaçant  AM'  par  AN ,  qui  n'en  diffère  que  d'un  infini- 
ment petit , 

du',  udt  ::  u  :  AT; 

d'où  nous  tirerons 

AT  =  u1  -=-. 
du 

De  la  méthode  de  "Lagrange  pour  démontrer  les  principes  du  Calcul 
différentiel,  sans  la  considération  des  limites,  des  infiniment  petits , 

ou  de  toute  quantité  évanouissante. 

#. 

244.  Nous  avons  vu  de  quelle  utilité  était  le  théorème  de 
Taylor  lorsqu'on  voulait  développer  des  fonctions  en  séries. 
Lagrange,  considérant  la  grande  facilité  avec  laquelle  les 
principes  de  la  différentiation  pouvaient  se  déduire  de  ce 
théorème,  parvint  à  le  démontrer  sans  faire  usage  du  Calcul 
différentiel ,  par  un  procédé  que  nous  allons  modifier  de  la 
manière  suivante  : 
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Soit  y  =f{x  H-  A)  ;  par  la  nature  de  cette  fonction,  il 
faut  que  lorsqu'on  fait  A  =  o,  f(x-\-h)  se  réduise  à  fxx 
c'est  ce  qui  aura  lieu  si  la  partie  qui  contient  A  dans  cette 
équation,  est  un  multiple  de  A.  Représentons-la  par  PA; 
nous  aurons  donc 

/(x-t-A)  =  /r-t-PA; 

P  pouvant  être  une  fonction  de  A ,  si  nous  appelons  p  ce  que 
devient  P  lorsque  A=^o ,  et  QA  la  partie  qui  dépend  de  A, 
nous  aurons  encore  P  =  /7-|-QA;  en  continuant  ce  rai- 
sonnement, on  aura  cette  suite  d'équations  : 

P=  p  +  Qh, 


Mettant  la  valeur  de  P,  donnée  par  la  deuxième  équation, 
dans  la  première ,  il  viendra 

y=fx  +  p/i  +  Q!r; 

mettant  dans  ce  résultat  la  valeur  de Q,  donnée  par  la  troi- 
sième équation ,  on  aura 

y  =/x  -+-  ph  -f-  </h>  -h  R/*3  ; 

en  continuant  ainsi,  et  en  mettant  f  (x -\-  A)  à  la  place 
de  y,  on  aura  en  général 

(i53)      f(x  +  h)=fx  +ph  -+-  <ih-  -+-  r/i*-f-  sh* 


245.  L'expression  f  (x  ■+-  A)  représente,  en  général ,  la 
fonction  qui  n'est  pas  encore  réduite  en  série  -,  si  dans  cette 
fonction  on  change  x  en  x  -h  i ,  on  aura  le  même  résultat 
que  si  Ion  eût  changé  A  en  A  -+- 1.  Eu  effet ,  cette  fonction 
ne  pouvant  renfermer  x  sans  que  cette  variable  ne  soit 
suivie  immédiatement  de  A ,  un  terme  tel  que  A  (x  -+-  A)m, 
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par  exemple ,  lorsqu'on  aura  changé  x  en  x  4-  * ,  deviendra 
A  (x-f-i  + A)m,  quantité  qui  est  la  même  que  A  (x-hh-hi)m 
qui  résulterait  de  la  substitution  de  h  4- 1  à  la  place  de  h , 
dans  la  fonction  A  (x  4-  h)m.  Ce  que  nous  disons  de  ce  terme 
devant  s'appliquer  à  tous  les  autres,  il  s'ensuit  que,  dans 
les  deux  hypothèses ,  le  premier  membre  de  l'équation  (i53) 
donnera  lieu  à  des  résultats  identiques;  d'où  il  suit  que  le 
développement  fx  +  ph-hqh*-)-  .  .  .  amènera  le  même 
résultat  en  remplaçant  x  par  x  4-  i\  ou  h  par  h  4- 1. 

246.  En  substituant  d'abord  h  4- 1  à  h  dans 


fx  4-  ph  -h  qh*  -+-  . . . , 
on  aura 

(i54)     fx  +  p{h  +  i)+q(h  +  iy-hr(h  +  i)>+  ...; 

• 

développant  les  termes  en  h  de  ces  binômes,  il  nous 
viendra 

(i55)  fx  +ph. . .  -h  qh>  +  2qhi. .  .  4-  rh*  4-  3rh*i  4-  Zrhi\ . . . 

Pour  obtenir  ensuite  le  résultat  de  la  substitution  de  x  à 
x  4- 1 ,  dans  l'expression  fx  4-  pA  4-  yA*  -f-  rA8  -♦-..., 
observons  que  dans  cette  série,  A  étant  en  évidence,  cet 
accroissement  n'entre  pas  dans  fx  et  dans  les  coefficients  p, 
q,  r,  5,  etc.,  quantités  qui  ne  pouvant  donc  renfermer 
que  x ,  en  doivent  être  "regardées  comme  des  fonctions  \  et 
puisque  l'équation  (i53)  a  lieu  pour  toute  fonction  de  X, 
la  substitution  de  x  -\-î  k  la  place  x  changera 

fx  en  fx  +  pi  4-  qi*  4-  ri*  4-  si*  4-  . .  . 
p  en  ./>  4-  //i  -h//'/2  4-  />'"/3  4-  plfi*  4-  . . . 
y  en  y  4-  q'i  4-<7"*24-  ?"*3  4-  ?1V*4  4-  ... 
r  en  r+  r'i  4-  r"i24-  r"is  4-  rlv/44-  .  .  . 
s  en      s -h  s'i  4-  *"i2  4-  s'" P  4-  *ivi44-  .  .  • 

Il  n'est  pas  besoin  de  prévenir  que  par  les  lettres  accen- 
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iuée>.   non»    repiéaentous   les   coefficients   des  différentes 
puissances  de  i  dans  ces  développements. 

En  substituant  ces  valeurs  de  jx«  de  /»•  de  47,  de  r, 
de  s ,  etc. •  dans  la  suite  fx  —  ph-\-  qh~  —  rK*  -4-  . . . .  nous 
obtiendrons 

1  —P-^P  l~rP   I-  —  ....  A 

—  .  r  -i-  r  i  -r-  r    f  --■-.*_/*•...  . 

247.  Ce  développement  devant  être  identique  (art.  245) 
à  celui  qui  est  donné  par  l'équation  1 155) ,  il  faut  que  les 
termes  qui  y  contiennent  les  mêmes  puissances  de  h  soient 
égaux  iXote  M)  ;  nous  aurons  donc 

p  -t-  p'  i  -f-  p   i '" .  .  .  =  p  -r  2  qi .  .  .  ; 
q  -t-  q'î  —  y  " /  .  .  .  =  ^  -r  3 /■/...  ; 


Ce  que  nous  disons  de  //  pouvant  s'appliquer  à  /.en  égalant 
les  termes  allectés  des  mêmes  puissances  de  i.  on  trouvera 

■57.  //  =  2f,      7'  =  3r,      r'=4*,..., 

ce  qui  revient  à  égaler  les  termes  allectés  de  /i/,  de  A*i, 
«le  A*/,  etc..  des  équations  (i55)  et  (i56). 

248.  Nous  avons  vu  (art.  246)  que  p  était  en  général 
une  fonction  de  x ;  représentant  donc  p  par  fx ,  et  nom- 
mant fnx  le  terme  qui  multipliera  h  dans  le  développe- 
ment de  j'  (  x  -h  h)  ;  nommant  de  même  y  '"x  le  coefficient 
de  h  dans  le  développement  de  J"  (.r-h/i)$  et  ainsi  de 
suite,  nous  aurons  ces  équations 

/     [x  -f-  h)  =   /r   -h  /f/'.r  -i-  termes  en  h%  t'/i  h*, .  • . 
f  (x  -\-  h  )=  f  x  -\-  hf"  x  -i-  termes  en  h- ,  e»  h* , . . . 


■\ 
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249.  Par  hypothèse,  nous  avons  (art.  248)  p  =/'.*  ; 
donc ,  si  dans  cette  équation  on  fait  x  =  x  -h  h  ,  on  aura 

(i59)       p  +  p'h+p"h*+pmh>  +  ...  =/'(x  +  /»j; 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  J'(x-h  h  ) , 
donnée  par  la  seconde  des  équations  (i58),  nous  obtien- 
drons 

p  4-  p'  h  -+-p"  h7  4-  . .  .  =r  f'x  4-  hf'x  4-  termes  en  h2,  en  h%. . . . 

Cette  équation  ayant  lieu,  quel  que  soit  A,  il  faut  que  les 
termes  des  mêmes  puissances  de  h  soient  égaux  ;  donc 

cette  valeur  de  p'  changera  la  première  des  équations  (  i  5j  ) 
en  f'x  =  iq  ;  d'où  nous  tirerons 

7  =  \f  x. 

Si  dans  cette  équation  nous  changeons  x  en  x-\-h*  il 
viendra 

q  +  q'h  +  q"h*  4-  .  •  •  =  \f"  (*  +  *); 

mettant  à  la  place  de/  "  [x  4-  A)  son  développement  donné 
par  la  troisième  des  équations  (i58) ,  nous  aurons 

q  -\-q'  h-\~q"  h2+  ...  =  \{f"  x  -\-hf"  x-f-  termes  en\\\  enh\...); 

comparant  les  termes  qui  multiplient  la  première  puissance* 
dé  /i,  nous  aurons  q'  =  \fmx,  valeur  qui  étant  mise  dans 
la  seconde  des  équations  (i  57) ,  la  changera  en  \f'"x  =  3  /', 
d'où  l'on  tirera 

- «      »       f'r" 

r  —  7*7*  J     •*  » 

en  continuant  ainsi,  nous  trouverons  successivement  tous 
les  autres  coefficients  de  l'équation  (i53)  \  substituant  dans 
cette  équation  les  valeurs  de  p,  de  </,  de  r,  etc.,  nous  aurons 

(160)    f{x  +  h)=fx  +  hf'x+-—  f'.v +  -£-/»*+.... 
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250.  Si  l'on  considère  maintenant  la  première  des  équa- 
tions (i58) ,  on  Terra  que  f'x  étant  le  coefficient  de  h  dans 
le  développement  de  f  (x  -+-  h) ,  est  ce  qu'on  désigne  par 

— \ —  ou  par  -t—  '-  de  même ,  en  considérant  la  seconde  des 
dx  *       dx 

équations  (i58),  on  reconnaîtra  que  le  coefficient  f  x  de 

la  première  puissance  de  A,  dans  le  développement  de 

f  ( x  -+-  h) ,  doit  être  représenté  par  -^ —  9  c'est-à-dire  par 

d    ày 

'  dx         à* y  .... 

— . —  =  -r— ; >  et  ainsi  de  suite  \  par  conséquent ,  en  mettant 

O  X  %âJC 

ces  valeurs  de  fx,  de  f'x,  àefnx^  etc.,  dans  l'équa- 
tion (160) ,  on  trouvera 

/  /?  t       r  t  »\        y        d  y  ,        d*y    à3         d3r  Ji* 

251 .  C'est  ainsi  qu'on  parvient  à  la  formule  Je  Taylor, 

sans  faire  usage  du  Calcul  différentiel.  L'expression  -p> 

qui  entre  dans  cette  formule,  est  le  signe  de  l'opération  par 

laquelle  on  obtient  le  coefficient  de  h  dans  le  développement 

de  f  (x  -f-  h) m,  dès  que  ce  coefficient  est  trouvé,  les  expres- 

d2Y    d*Y 
sîons  —,»  j^,»  etc.,  nous  indiquent  que  la  même  opération 

répétée  nous  fera  connaître  les  coefficients  des  autres  puis- 
sances de  h  ;  de  sorte  que  nous  n'avons  besoin  que  de 
connaître,  par  des  moyens  tirés  de  l'Algèbre,  ce  que  doit 

dy 
être  -p  pour  chaque  fonction.  Par  exemple,  si  l'on  de- 

d  y 

mandait  quel  est  -p  pour  la  fonction  xm,  on  développe- 
rait  (x  -\-  h)m  par  la  formule  du  binôme,  qui  donnerait 
xm  -H  nixm'ih  -h  ...  ;  et  comme  -p  devrait  indiquer  le 
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coefficient  de  la  première  puissance  de  h ,  dans  ce  dévelop- 

peinent,  on  aurait  -r—  =mx"l~l.  Ainsi,  tout  se  réduit  à 

pouvoir  trouver,  par  des  procédés  analytiques,  le  déve- 
loppement des  différentes  sortes  de  fonctions  que  l'Algèbre 
peut  présenter  :  ces  procédés  ne  sont  pas  différents  de  ceux 
que  nous  avons  fait  connaître  pour  développer  les  diverses 
fonctions  qui,  par  leur  combinaison,  donnent  toutes  les 
autres  ;  c'est  ainsi  que  nous  avons  donné  les  développements 
de  ût+*,  de  log  (x  -f-  h) ,  de  cos  (x  -f-  h) ,  etc. 

252.  Voilà  donc  une  troisième  méthode,  d'après  laquelle 
les  principes  du  Calcul  différentiel  se  trouvent  démontrés 
d'une  manière  indépendante  de  toute  considération  de  li- 
mites, d'infiniment  petits ,  ou  de  quantités  évanouissantes  ; 
mais  cette  méthode  ne  peut  néanmoins  exclure  celle  des 
limites,  parce  que' lorsqu'on  en  vient  aux  applications,  et 
qu'on  veut ,  par  exemple ,  déterminer  les  volumes ,  ou  les 
surfaces ,  rectifier  les  courbes ,  ou  obtenir  les  expressions  des 
sous-tangentes,  des  sous-normales,  etc.,  on  est  toujours 
obligé  de  recourir  aux  limites  ou  aux  infiniment  petits. 

253.  En  considérant  les  développements  des  diverses 
fonctions  (x  -h  h)"%  ax+h,  log  (x  -+-  h) ,  sin  (x  -\-  h) ,  etc., 
que  l'Algèbre  nous  offre;  comme  ces  fonctions  sont  en 
nombre  très-limité,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans 
leurs  développements ,  le  coefficient  de  la  première  puissance 
de  h  n'est  ni  nul  ni  infini ,  du  moins  tant  que  x  conserve 
sa  valeur  indéterminée  5  c'est  d'ailleurs  ce  qui  résulte  de  la 
démonstration  précédente.  En  effet,  supposons  qu'on  eut 
p  =  o  dans  l'équation 

/(«+A)  =  /r  +  /)A4-  qh*  -j-  rh*  -j-  . . .  , 

il  arriverait  deux  cas  :  ou  la  valeur  de  x ,  que  renferme  p  , 
devrait  être  donnée  par  une  équation  identique ,  ou  par  une 
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équation  qui  ne  le  sérail  pas.  Dans  ce  dernier  cas,  p  =  o 
représenterait  une  équation  dun  certain  degré,  et  cette 
équation  ne  donnerait  qu'un  nombre  limité  de  valeurs  de  x, 
ce  qui  serait  contre  l'hypothèse,  qui  admet  pour  x  une 
valeur  quelconque  ;  mais  si  p  =  o ,  c'est-à-dire  si  fx  =  o 
était  une  équation  identique  enx(*),  faisant  x  =  x  -f-  A, 
on  aurait  encore  f  (x  -h  A)  =  o;  et  comme  A  entrerait 
partout  où  entre  X,  cette  équation,  considérée  par  rapport 
à  A,  serait  encore  identiquement  nulle,  ou,  en  d'autres 
termes,  cette  équation  aurait  lieu  quel  que  soit  A;  il  en 
serait  donc  de  même  de  son  développement ,  qui ,  d'après 
l'équation  (i5g).  est 

p+p'h-tr  p"k}  +  pmlv>+-  ...  =o; 

mais  lorsqu'une  équation  de  ce  genre  est  nulle,  indépen- 
damment de  /*,  il  faut  que  les  coefficients  des  différentes 
puissances  de  A  soient  nuls  séparément  (voyez  Note  VI), 
et  que,  par  conséquent,  on  ait 

p'  =  o ,     p"  =  o ,    p"  =r  o , .  . . . 

En  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations 

/>'=*?)     A>"  =  3r,     pm=4s ,...., 

qui  résultent  de  l'identité  des  termes  affectés  des  mêmes 
puissances  de  iA,  de  **A,  de  t'A,  etc.,  dans  les  suites  (i55) 
et  (i56),  on  obtiendrait 

q  =  o ,      r=0,      .ç  =  o,...; 

et,  comme  en  outre  p  =  o,  l'équation  (i53)  se  réduirait  à 

/(*  +  /#;  =zfx. 


{  *)  Le  cas  où  p  ne  contient  pas  x  est  compris  clans  celui-ci;  car  si  la  râ- 
leur de  p  qui  est  nulle,  est  représentée  para  —  a,  on  peut  la  considérer 
comme  a  —  x  —  («  —  x). 


"> 
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11  faudrait  donc  que  j  4-  A.,  mis  à  la  place  de  x ,  ne  changeât 
pas  la  fonction ,  ce  qui  exigerait  que  cette  fonction  fût  iden- 
tique ou  constante  \  car  on  sait  que  si  fx  était,  par  exemple , 
de  cette  forme,  x1  — .r*,  ou  de  celle-ci,  c  4-x' —  x%  la 
substitution  de  x  4-  h  à  la  place  de  x  donnerait  toujours  le 
même  résultat}  et  Ton  voit  que,  dans  le  premier  cas,  la 
fonction  serait  identique,  et,  dans  le  second,  se  réduirait  à 
une  constante  c.  11  suit  de  ce  qui  précède ,  que  le  coefficient 
de  la  première  puissance  de  /*  ne  peut  être  nul  dans  le  déve- 
loppement général  de  f  (x  4-  h). 

Il  ne  serait  pas  moins  absurde  de  supposer  ce  coefficient 
infini,  car  le  second  membre  de  l'équation  (i53)  devenant 
infini,  le  premier  membre  le  serait  aussi ,  c'est-à-dire  qu'on 
aurait  f  (x  4-  h)  =  00  ;  et  comme  f  (x  4-  h)  est  composé 
en  (x -h  h) ,  comme  fx  l'est  cnx,  le  terme  qui,  dans 
/(jf-i-A),  reudrait  cette  expression  infinie ,  devrait  rendre 

aussi  infini  fx.  Par  exemple,  si  /* (x -+-  h)  renfermait  un 

A 
terme  tel  que  -. =-: —  *  qui^est  infini,  il  est  évi- 

*       (x-h/i) — (x+ft)     1 

dent  qu'on  devrait  avoir  dans  fx.  le  terme >  qui 

1  X X         1 

serait  aussi  infini.  11  suit  de  là  que  la  fonction  proposée 
serait  infinie,  ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

254.  Les  expressions  f  x ,  f"x ,  fmx ,  etc. ,  sont  ce  que 
Lagrange  appelle  la  fonction  prime  y  la  fonction  seconde , 
la  fonction  tierce,  etc.,  de  fx ,  et  en  général ,  en  sont  les 
fonctions  dérivées.  Lagrange  indique  aussi   les  fonctions 

cl  v 
dérivées  d'une  autre  manière,  en  remplaçant  -r—  par   )-', 

S  Par  j">  j^  Par  yM, et  ainsi  de  suite- 

Des  cas  où  la  formule  de  Taylor  est  en  défaut. 

285.  En  général ,  lorsque  dans  une  fonction  de  x  on  met  .r  4-  h 
à  la  place  de  x ,  la  forme  de  la  fonction  reste  la  môme ,  puisque 
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jc  -h  /'  entre  partout  où  était  x\  ainsi,  lorsque /x  renferme  un 
radical,  /(x  -f-  h)  doit  aussi  le  renfermer  :  par  exemple,  si  l'on  a 

a 

fx  =  bx7  -f-  -p-  5 

\jx 
le  même  radical  se  trouvera  dans  l'expression 


f(x  +  h)=zb{x  +  hy  + 


a 


^x  -h  h 

Il  n'en  serait  pas  toujours  de  même ,  si  Ton  assignait  la  valeur 
de  l'abscisse  x  pour  l'un  des  points  de  la  courbe.  Par  exemple  dans 

le  cas  oxxfx  renfermerait  un  terme  tel  que  six  —  a ,  si  l'on  don- 
nait à  a?  la  valeur  a ,  on  voit  que  le  radical  cubique  y/x  —  a  s'é- 
vanouirait dans  fxy  tandis  que  le  radical  cubique  six  -+-  h  —  a , 
qui  devrait  entrer  dans/(.r  +  h),  loin  de  s'évanouir,  se  rédui- 
rait alors  à  si  h.  Dans  une  semblable  circonstance,  /(x  -+-  h)  ne 
peut  se  développer  suivant  les  puissances  de  h ,  ce  qui  se  manifeste 
par  les  valeurs  infinies  que  prennent  les  coefficients  différentiels  ; 

c'est  ainsi  que  l'équation  y  =  \(x  —  a)  nous  donne 

xz  =  â(*-«)   3  = 


et  l'on  voit  que  x  =  a  rend  ce  coefficient  différentiel  infini. 

236.  Pour  qu'on  tombe  ainsi  sur  des  quantités  infinies,  il  suffit 
que  la  fonction  /[a  -H  //)  étant  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances de  /*,  renferme  parmi  ces  puissances  uu  exposant  fraction- 
naire /i-+--  compris  entre  les  nombres  entiers  n  et  n  -f- 1  ;  en 
effet,  nous  aurons  dans  cette  hypothèse 


i 


(162)     {/("  -M)  =  A  +  B/«  -f-C/i'+DA3..  .  -t-M/t'NA      ' 
(  -h  P/i"+'+  QA"+a4-  RA"+S,.  .  ., 

développement  dans  lequel  un  terme  qui  manquerait  serait  censé 
avoir  zéro  pour  coefficient.  Cela  posé ,  en  regardant  a  comme  va- 
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riable,  nous  trouverons  (ait.  oS  et  SQ\ 

,lfi,,    tl/(a  +  h)  _  àf(a  4-  h)        &f(a  +  h)  _#/{<,  + h) 
{lbi)    —Jh        -~Â~a '  Ah*        -~d7' '"'• 

DifFérentions  successivement  par  rapport  à  A,  l'équation  (162), 
et  représentons,  pour  abréger,  par  M',  N',  P',  Q',  R',  etc.,  par 
M",  N",  Q",  R",  etc.,  ce  que  deviennent  les  coefficients  M,  N,  P, 
Q,  R,  etc.,  nous  aurons 


d/i 

-h  P'  hn  4-  Q'  h*+x  H-  R'  An+2  H-  .  .  . , 


1 

— hn  — i 


1 

-  -h  n  —  •.> 


&f(a  +  h)  =  2  c  +  2  3  D/z .  .  .  +  M" //"->  +  N"//* 


Remplaçant  les  premiers  membres  de  ces  dernières  équations  pai 
leurs  valeurs  tirées  des  équations  (i63),  nous  obtiendrons 

d/(g  +  /Q  =  B  +  aCA  +  3  I)/|3        +  M//ifl_, 

— hn— 1 


-H  N'A'  +p'//»+Q'F-  +  R'^  +  .,     , 

J,/^  +  A)  =  2C  +  *.3DA.  .  .+  M- A— 
65)  {        d^     .^^ 

+  N"  A*     "       -h  P'7  h'1-2  -h  Q"  /*"  H-  R"  A«+'  H-  .  .  . , 


faisant  h  =  o,  dans  les  équations  (162),  (  1 64 )  >  (*65),  nous  au- 
rons pour  déterminer  les  coefficients  A,  B,  C,  etc.,  de  l'équa- 
tion (162), 

f        a        àf°       1*       d^a       or 
fa  =  A,      -— =  B,       -rj  =  2C,.... 

(la  a  a1 

Cela  posé,  d'après  l'inspection  des  équations  (164 )  et  (  1 65 ) , 
on  voit  que  chaque  différentiation  diminuant  n  d'une  unité,  lors- 

12. 
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que  nous  serons  arrivés  à  la  «'""',  les  exposants  des  termes  en  h", 


i 


en  h      *,  en  hn+\  en  //"+',  etc.,  auront  pour   valeurs//  — «, 

n  —  n  H — <i  n  —  »  -t-  i ,  «  —  «  n-  2 ,  etc.  De  sorte  qu'en  renré- 

z 

sentant  les  coefficients  correspondants  par  M,,  par  N;,  etc.,  nous 
obtiendrons 

i 

(166)     J^i'  =  M,+  N/A,"+P/A  +  Q^+R/A'  +  1.   , 

et,  à  la  différentiation  suivante,  nous  trouverons 

i 
dn_M  fia  A-  h\  l 

('67)  i^T    '  =  »»*'     +P„/<"+Q„/'  +  R, /''  +  -..; 

et  comme  -  est  moindre  que  l'unité ,   l'exposant 1   du  pre  - 

2  2 

mier  terme  de  ce  développement  pourra  s'écrire  ainsi  :  —  (  1 J  • 

Alors ,  en  faisant  passer  h  au  dénominateur  dans  le  premier  terme 
du  second  membre,  l'équation  (167  )  deviendra 

(-68)    ^é^  =  ^^p^^k^^h1^-- 

h      z 

Or,  si  Ton  fait  /*  =  o,  dans  l'équation  (166) ,  on  voit  que  tous 
les  termes  en  h  s'évanouissent  encore ,  ce  qui  permet  de  détermi- 
ner M;,  d'où  dépend  le  coefficient  M  du  terme  M  h*  de  l'équa- 
tion (162).  Il  n'en  est  pas  de  même  si  Ton  fait  h  =  o  dans  l'équa- 

N 
tion  (168);  car  alors  le  premier  se  réduisant  à  — -  rend  la  valeur 

dn+lf(a) 
de  — =-^ — -  infinie. 
dfl"-H 

Il  en  serait  de  même  si  nous  prenions  les  coefficients  différen- 
tiels des  ordres  suivants,  parce  que  toutes  les  différentielles  suc- 

N  . 
cessives  d'un  terme  de  la  forme  —  contiennent  //  au  dénomina- 

hm 

leur. 
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Il  résulte  de  ce  théorème,  que  lorsqu'on  fait  x  =  a,  dans  le 
développement  île  f  (  x  -+-  h  ) ,  s'il  existe  une  puissance  fractionnaire 
île  h  dans  ce  développement ,  et  qu'elle  soit  comprise  entre  les 
termes  affectés  de  h"  et  de  h"-**' ,  on  ne  pourra  déterminer  les  termes 
de  la  série  de  Taylor,  que  jusqu'à  t ]  ordre  n  inclusivement  :  tous  les 
autres  termes  deviendront  infinis. 

m 

857.  Une  fonction  de  x  représentée  par^r  étant  donnée,  si 
Ton  veut  déterminer  le  développement  def(x  -+-  h),  dans  l'hy- 
pothèse x  =r  a  ;  il  faudra ,  comme  on  le  sait ,  calculer  les  termes 
de  la  suite , 

ày  ,       d\r     h2 

ax  ax2  1 .2 

mais  si  en  faisant  ce  calcul  on  trouve  que  l'un  des  coefficients  diffé- 
rentiels devienne  infini  dans  l'hypothèse  de  x  =  a ,  on  ne  cher- 
chera plus  à  obtenir  le  développement  âe  f[x  -\-  h)  par  la  série  de 
Taylor  ;  mais  voici  le  procédé  qu'il  faudra  employer.  On  mettra 
x  -+-  h  à  la  place  de  x ,  dans  fx  ;  alors  le  terme  qui  contient  x  —  a 
au  dénominateur,  contiendra  x  —  a  -+•  h ,  et  ne  deviendra  plus 
infini  lorsqu'on  fera  x  =  a,  mais  donnera  lieu  à  un  terme  affecté 
d'une  puissance  fractionnaire  de  h. 

258.  Soit,  par  exemple, 

fx=  7.ax  —  x2  -\-  a  fa2 —  a7  ; 

en  diftërentiant ,  on  trouve 

ily  ,  ,  ax 

dx  fa*— a* 

i\iy  dJ  y 

substituant  ces  valeurs  et  celles  de  -= — .,  ?  de  — —  *  etc.,  dans  la  for  - 

ax2         dr 

mule  de  Taylor  (équation  38,  page  37  ) ,  on  obtient 


f(x  -f-  //)  =  2  ax — x2  -h  a  fa2 —  a2  -+- 


2  [a — x) 


v 


ax      "1 
x—a2A 


Or,  quand  x  =  a,  le  terme  multiplié  par  //  devient  infini  ;  donc  ce 
développement  n'est  plus  possible. 
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Dans  ce  cas.  dVprès  la  reyle  précédente,  un  mettra  x  -j-  h  à  la 
place  de  x  dans  l'équation 


fx  =  2  ax  —  x-  ~-  a  \  x'-  —  n-, 
et  Ton  trouvera 


f  x-*-h  =  2  ûjt  —  2  fl/i — r: —  2  .r/i  — h- — a  \  x'~  2  xh-t-h- — «-. 
équation  qui,  dans  l'hypothèse  de  x  =  «.  devient 


f\a  -~-  h    ■=  a-  —  /i1-"-  a  \  2  «/*  -*-  /r. 
ou 


y."  a  -h  h    ■=.  a1  —  /<*  —  ?i  \  //  \  2  /i  -+-  ^  ; 

développant  par  la  formule  du  binôme,  et  représentant,  pour 
abréger,  par  A,  B,  C,  etc.,  les  coefficients  que  donne  cette  for- 
mule ,  on  a 


\2a-hh=    2/1-^*  '  =  A-rB/i-C/r-DA;-f...; 
substituant,  on  trouve 

fia  +A;  =  fl,-A,-|-iiA  \  h :  —  ahh  \7t  -u  aCh*  \7t  -f 

On  voit ,  par  cet  exemple ,  qu'en  mettant  x  -+-  h  dans  la  fonc- 
tion ,  et  faisant  x  =.  a ,  on  peut  introduire  une  ou  plusieurs  puis- 
sances fractionnaires  de  h  ;  on  développe  ensuite  séparément  les 
termes  qui  sont  susceptibles  de  l'être,  soit  par  la  formule  du  bi- 
nôme, soit  autrement;  et  Ton  substitue  ces  termes  dans  la  valeur 
de  f  a  -+-  A;,  ce  qui  en  donne  le  développement. 

239.  Lorsque  x  reste  indéterminé,  Lagrange  a  démontré  que 
le  développement  de  y"  x  -h  //;  ne  pouvait  contenir  des  termes 
«iflfect es  d'une  puissance  fractionnaire  de  //.  En  effet,  supposons 
rjue  Ton  eût 

fx+-h    =zfr  -hph  H-  qh~.  .  .  -f-  K\Â; 

romme,  d'après  la  théorie  des  équations ,  K  \  //  est  susceptible  df 
trois  valeurs,   y\  f  >"  ^  p.  nous  aurions  ces  trois  développement* 
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de/(.r  +  /i), 

/(!  +  //)  =zfr+ph  +  fjh7.  .  .H- M, 
/(*  -h  /i  )  =/r  + />A -+- 7/1'. .  .  H- N , 
f(x-\-  h)  =/x  +  ^  +  ç/i,...+  P. 

Or,  ,/x  devant  renfermer  les   mêmes  radicaux  que  f{x-\-h) 
(art.  28tf  ),  il  faudrait  que  fx  eût  aussi  trois  valeurs  différentes, 
Q,  R,  S;  en  substituant  successivement  ces  valeurs  à  la  place  de 
fxy  on  trouverait  donc 

f(x-+-h)=Q+ph  +  q/l7.  .  .4- M, 
f(x  +  /<)  =  Q+^  +  qh\  .  .  4-  N, 
/(*  +  //)  =  Q  +  ph-hqhK  ..-HP, 
/(jf-H  A)  =  R +/*/j  +  ?/''...  + M, 
/(*  H-  à)  =  R  -4-  />/*  -+-  7/*'.  . .  H-  N , 

f(x  4-  /1)  =  R  4-  M  -+•  7Al-  •  •  H-  p» 
/(*4-  A)=  S  -hph-t-qfi\  ..-h  M, 
f(x  +  h)  =  S  4-/^4-7^'.  .  ,4-N, 

de  sorte  que  l'expression  f[x  4-  A)  étant  développée ,  aurait  neuf 
valeurs  différentes,  tandis  que  non  développée,  elle  n'en  pourrait 
avoir  qu'autant  que/r  en  comporte,  et  par  conséquent  trois  dans 
l'hypothèse  actuelle;  ainsi  Ton  ne  peut  supposer  que  le  développe- 
ment àef{x-\-  /*)  contienne  une  puissance  fractionnaire  de  //, 
sans  tomber  dans  une  contradiction. 

460.  Enfin,  il  est  certain  (\uef(x  4-  h)  ne  peut  admettre  dans 
son  développement,  un  terme  affecté  d'une  puissance  négative 
île  //  ;  car  s'il  contenait  un  terme  tel  que  M//-",  on  aurait 

/(*  +  h)  =  fx  +  pli  4"  qh\  .  .  4-  ^5 

or,  en  faisant  h  =  o ,  le  premier  membre  se  changerait  en  A  ,  ri 
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le  second,  au  lieu  de  se  réduire  à  fxy  deviendrait  infini,  à  cause 

du  terme  '—  qu'il  renferme. 

Il  en  serait  de  même  si  le  développement  contenait  un  terme 
affecte  du  logarithme  de  //;  car  si  Ton  avait,  par  exemple,  un 
terme  tel  que  A  log h9  ce  terme,  lorsqu'on  ferait  h  =  o,  devien- 
drait A  logo;  or,  le  logarithme  de  o  étant  l'infini  négatif,  le  terme 
A  log  h  serait  alors  infini;  d'où  il  suit  que  fx  devrait  l'être  aussi; 
ce  qui  est  contre  l'hypothèse. 


ijx  nr  eu  cri.   m  ff»  Et  util*. 
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CALCUL  INTÉGRAL. 


De  l'intégration  des  différentielles  monômes. 

261 .  Le  calcul  intégral  a  pour  objet  de  trouver  la  fonc- 
tion qui,  étant  différentiée,  a  dû  produire  une  différen- 
tielle donnée.  Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple , 
nous  allons  chercher  à  intégrer  l'expression  x"*djr  :  dans 
cette  vue,  différentions  l'expression  a:'"+1.  nous  trouverons 

d .  xm+{  z=  (  //*  -f-  i  )  .r"1  d  jt  , 

d'où  nous  tirerons 

d..r,"-M 


m  -+-  i 


=  i*dx; 


et  comme  la  constante  m  -+-  i  n'inilue  pas  sur  la  différen- 
tiation  ,  nous  pourrons  écrire  ainsi  l'équation  précédente 


/pW-M 


ri .    =z  ,r™  cl  x  ; 

m  H-  1 


par  conséquent ,  la  quantité  qui ,   par  la  difl'éren dation  .  a 

donné  xm  d  r ,  est  - .    Pour  iiuliourr  cette   opération, 

1         m  -h  i  l  l 


i 
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nous  mettrons,  avant  la  différentielle ,  la  caractéristique  j \ 
qui  signifie  somme  ou  intégrale  (*),  de  sorte  que  nous 
écrirons 

x"+l 


fxmdx  = 


m  -f-  i 


262.  Concluons  de  là  cette  règle  générale  :  Pour  inté- 
grer xOTdx,  il  faut  augmenter  V exposant  d'une  unité,  et 
diviser  par  cet  exposant  ainsi  augmenté  et  par  la  diffé- 
rentielle, 

263.  Soit ,  par  exemple,  — —  :  nous  aurons  donc 


f 


adx        r  ax~3+l  nx~2 

—  =r  Jaxr3dx  = 


X'  J  —  3  -f-  I  —  2  2I3 

on  trouvera  de  même  que 

2. 

fd  x  \Jx7  •=.  Jx*  dx  == 


1  A  A. 

j:34-i        x*         3.r3 


2  5  5 

3H"'        3 

264-.  Observons  que  lorsque  nous  différentions  a  -f-  je", 
nous  trouvons  mx"1'1  dx ,  comme  si  nous  n'eussions  dif- 
férentié  que  xm\  par  conséquent  il  faudra,  en  intégrant, 
ajouter  une  constante  à  l'intégrale.  Ainsi ,  dans  les  exem- 
ples précédents ,  nous  écrirons 

/tfd#  a  r       j/—       3x* 

(  *)  Ce  mot  somme;  pour  désigner  l'intégrale,  a  été  introduit  par  les  an- 
ciens géomètres ,  parce  que,  d'après  la  méthode  des  infiniment  petits,  ils 
considéraient  une  fonction  y  comme  une  somme  d'accroissements  infini- 
ment petits. 

Par  exemple ,  on  voit  que  l'ordonnée  étant  MP  (fig.  72  ) ,  on  a 

MP  =  ab  -f-  a'  *'-+-  a"  h"  +  a'"  b'"-+-  a' v  M , 

c'est-à-dire  que.r  est  égal  à  la  somme  des  accroissements  infiniment  petits 
représentés  chacun  par  dr. 


1 
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265.  Cette  constante  C,  qui  doit  s'évanouir  par  la  dif- 
férentiation  ,  est  en  général  arbitraire,  à  moins  que  ,  par  la 
nature  du  problème,  elle  ne  soit  déterminée. 

Par  exemple,  si  l'on  a  l'équation  y  =  or2  —  5,  qui  est 
celle  d'une  parabole  CBD  [fig-  73)  dont  l'origine  est  en  B, 
et  qu'on  en  tire  ày  =  laxàx ,  on  trouvera,  en  intégrant, 

Cette  équation  peut  convenir  à  une  infinité  de  paraboles. 
Or,  si  l'on  veut  que  parmi  toutes  ces  paraboles ,  CBD , 
C'B'D',  CB^D",  etc.,  la  courbe  qui  a  pour  équation 
y  z=  ax*  -h  C  soit  celle  d'une  parabole  qui  passe  par  le 
point  E  dont  les  coordonnées  sont 

fi 

y  =  o,     .r  =  AE=+  W-, 

il  faudra  qu'en  faisant  x  =  W  - ,  on  ait  y  =  o,   ce  qui 
réduira  l'équation  (i),  à 

d'où  l'on  tirera  C  =  —  b.   Substituant  cette  valeur  dans 
l'équation  (i) ,  on  obtiendra 

y  •=.  a.r2  —  b  , 
comme  on  l'avait  avant  la  différenciation. 

266.  Lorsque  la  nature  du  problème  ne  détermine  pas 
la  constante,  on  peut  disposer  de  cette  constante  comme 
dans  l'exemple  suivant  :  ayant  trouvé  que  l'intégrait»  de 
xmdx  est 

(2)  r=— —  +  C, 

nous  donnerons  à  x  une  valeur  déterminée  ft,  et  le  second 
membre  de  cette  équation  deviendra 

v     '  m  -f-  i 
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C  étant  arbitraire,  nous  pouvons  déterminer  cette  constante 
par  la  condition  que  l'expression  (3)  soit  nulle,  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  par  la  condition  qu'on  ait  y  =  o  lorsque 
x  =  b;  alors  l'équation  (2)  deviendra 

0  = h  C, 

m  -h  1 

d'où  Ton  tirera  la  valeur  de  C,  qui,  étant  substituée  dans 
l'équation  (2) ,  nous  donnera 

(4)  r  = — 

///  -+-  I 

267.  Il  n'y  a  qu'un  seul  cas  qui  échappe  à  la  règle  de 
l'art.  262  pour  intégrer  xmdx]  c'est  celui  où  m  =  — 15  car 
alors  la  formule  (4)  devient 

_  x°  —  b°  _  o 
o  o  ' 

il  faudrait  donc,  dans  ce  cas,  faire  usage  de  la  règle  de 
l'art.  83,  pour  déterminer  la  vraie  valeur  de  l'intégrale; 
mais  on  peut  éviter  cet  inconvénient,  en  observant  que 

x~*dx  =  —î  et  que  cette  expression  —  est  la  diflféren- 

x  l  *■  X 

m 

tiellc  de  log  x;  par  conséquent,  nous  aurons 

dx 


f 


=  log  x  -+■  C. 


Des  différentielles  complexes  dont  l'intégration  peut  s'effectuer  par  la 

règle  de  l'art.  262. 

268.  Nous  avons  vu  (art.  22)  que  la  différentielle  d'un 

polynôme  se  formait  de  la  somme  des  différentielles  de  ses 

ternies  ;   réciproquement  l'intégrale   d'un  polynôme  sera 

égale  à  la  somme  des  intégrales  des  termes  qui  le  composent. 

Par  exemple , 

j  Ifidx — \-xdx\rxy=.J'adx —   I  -  — — \-  fx7  dx-\-Vf 
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ou  ,  en  effectuant  les  opérations  , 


/(• 


.  bdx  ,-\  b         i    {• 

aux — h  xdx  vx     =  ax  H \--=x    -h  C. 

x3  I  ixl       5 


Nous  n'avons  mis  ici  qu'une,  constante ,  parce  que  chaque 
ternie  donnant  une  constante  à  l'intégration,  nous  pou- 
vons représenter  la  somme  de  ces  constantes  par  une  seule 
lettre. 

269.  Tout  polynôme,  tel  que  [a -+- bx -h ex* -h  .  .  .)"dj:, 
peut  s'intégrer  par  la  même  règle,  lorsque 'n  est  un  nombre 
entier  positif.  Pour  cela ,  il  suffit  d'élever  le  polynôme 
à  la  puissance  indiquée ,  et  d'intégrer  séparément  chaque 
terme. 

Par  exemple,  pour  intégrer  (a ■+-  bx)*dx,  nous  aurons 

f(a  -h  bxydx  =  J'(a*dx  -+-  zabxdx-h  b'x2dx) 

b*x* 

=  alx  -+-  abxx  -\ h  C. 

3 

270.  Lorsqu'on  a  une  expression  telle  que  (Fx)"dF,r, 
composée  de  deux  facteurs  dont  l'un  est  la  différentielle  de 
la  partie  Fx  qui  est  sous  la  parenthèse,  pour  intégrer  cette 
expression ,  on  fera  Fx  =  z ,  par  conséquent ,  dF#  =  d  z  \ 
substituant,  on  trouvera 

(F-r^dF-r  =  zndz, 
et  en  intégrant, 

f(Fx)ndFx  = h  C  =  ^— ■!■ h  C. 

J  v       '  n  -f-  i  fl  +  i 

Pour  en  donner  un  exemple ,  soit 

( a  -h  bx  +  cr2 )3  (bdx  +  2cxdx); 

comme  bdx-t-  2ord.r  est  la  différentielle  de  la   quantité 
renfermée  entre  les  parenthèses ,  on  fera 

a  +  bx  -h  ex1  •=.  z , 
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et  Ion  aura  ,  en  ditïérentiant . 

bdx  -+-  icxàx  ■=.  dz  ; 
donc 

(/i  -f-  ùx  -h  «:*,  *  ,  bd  m  H-  2rxdjr    z=z*dz. 

L'intégrale  de  cette  expression  sera 

?  *'  H-  C  =  g  («  +  fo  -+-  ex2;»  H-C. 

271 .  Si  F  un  des  facteurs  était  la  di  lié  renti  elle  de  l'autre, 
à  une  constante  près  ,  on  pourrait  encore  intégrer  par  le 
même  procédé.  Soit ,  par  exemple , 

(5)  {a  -+-  bx7)2  mxdx. 

Comme  je  vois  que  la  différentielle  de  a  +  foc1,  qui  est 
a  bxàx ,  ne  diffère  de  mxdx  que  par  la  constante,  je  fais 
a  -\-  bx*  =  z ,  et  par  conséquent  ibxàx  =  d  z ,  d'où  je  tire 

jcdx  =  -r-7*,  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (5), 

j'obtiendrai 

«  -+-  forM*  /wxdx  =  — r  z7  dz. 

ib  ' 

et,  en  intégrant,  il  viendra 

-  m    —  ///  — 

f  {a  +  bx*)1  mxdx  =  —  z7  -f-  C  =  —    a -h  bx*)*  +C. 

272.  La  même  transformation  peut  s'appliquer  aussi  pour 
rapporter  certaines  différentielles  à  des  logarithmes  :  si  Ton 

dx 
avait,  par  exemple, 7-5  en  faisant  a  -h  bx  =  z*  j'en 

dz 
déduirais  d x  =  -j-i  substituant,  j'aurais 

r  dx        ri  dz     1  rdz     i . 
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et ,  on  mettant  pour  z  sa  valeur, 


/ 


dx  i  .  ,    v 

a  -+-  bx       b     *  • 


cl  .r 
En  opérant  de  même  pour —  •>  on  trouvera  que  l'inié- 

grale  de  cette  expression  est 


/; 


=  —  rloç("  —  ^)  +  C. 


rt  —    £.T 


De*  différentieUe»  qui  «intègrent  par  arcs  de  cercle. 

273.  Soit  (Jig.  74)  x  =  CE,  le  sinus  qui  a  le  rayon  pour 
unité  et  dont  l'arc  CB  est  z  \  nous  avons  x  =  sinz  \  diflé- 
rentiant  il  viendra  dx  =  cos  zd.z  ;  d'où   nous   tirerons 

àz  =  — —  ;  d'une  autre  part,  l'équation  cos2  z  -+-  sin*z  =  i 

cos  Z  ' 

nous  donne 

cosz  —  sj i  —  sûVz  =  y  l  —  X*) 

substituant  cette  valeur  dans  celle  de  ds,  on  obtiendra 

dx 
dz  =  ; 

y  i  —  x7 
par  conséquent  on  trouvera ,  en  intégrant , 


firh' 


. —  z  4-  C. 

Pour  déterminer  la  constante,  supposons  donc  que  lors- 
que x  =  o,  on  ait 


/; 


X 


=  o; 


\/i  —  x* 

comme,  d'après  ]a.Jig.  j4*  l'arc  z*  représenté  par  CB,  est 
nul  en  môme  temps  que  le  sinus  x,  l'équation  (6)  se  ré- 
duira donc,   dans    cette   hypothèse,   à    o  =  C  ;  par   cou- 
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séqucnt 

(n)  I    r  —  arc  (sin  -=  x). 

s  J  '  J  \U  —  x1 

274.  Si  le  rayon ,  au  lieu  d  être  pris  pour  unité ,  est  égal 
à  «,  nommons  x1  son  sinus,  nous  aurons  pour  l'arc  d'un 
même  nombre  de  degrés 

i  :  x  ::  a  :  x*, 

d'où  nous  tirerons 


x 
x  •=.  — « 
a 


Substituons  cette  valeur  dans  l'équation  (7),  npus  trou- 
verons 

ç   dx      _     /       d  7       __     /»      dx'         _  Ç    dV 

par  conséquent  l'équation  (7)  deviendra 

C     dx'  /  .         x'\ 

\  -. =  arc     sm  =  —     , 

J  yja*  —  x'*  \  «J 

et,  si  nous  appelons  x  le  sinus  dont  le  rayon  est  a,  nous 
pourrons  supprimer  l'accent  de  x  dans  l'équation  précé- 
dente ,  ce  (jui  nous  donnera 


C     dx  (  x 

(8)  I  ■  =  arc     sin  =.  - 

jV**  —  **         \        a 

275.  En  second  lieu,  soit  z  l'arc  CD  (fig.  74)  dont  le 
cosinus  AG  est  .r,  et  qui   a  le  rayon  pour  unité,  nous 

aurons 

x  =.  cos  z , 

et,  en  di  lié  rendant, 

dx  =  —  dz  sin  z,         1 
d'où  l'on  tirera 

.  dx 

dzr: : ; 

sin  z  ' 
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et,  en  mettant  pour  sin  z  sa  valeur  tirée  de  l 'équation 

cos'z  -f-  sin7z  =.  i , 
on  obtiendra 

.  dx 

dz  = -    « 

V  i  —  cos'z 

ou ,  parce  que  cos  z  =  x ,' 

.  dx 

dz  =  — 


y  i  —  x9 
et  en  intégrant,  on  aura 


(9) 


I =■  =  arc  (cos  =  .r)  -h  C. 

J        \l  i  —  x7 


Pour  déterminer  la  constante  C  ,  nous  voyons  (fig>  y 4  )  <!"<• 
lorsque  le  cosinus  CK  =  x  se  réduit  à  zéro  au  point  H, 
Tare  DC  =  z  ,  qui  est  représenté  par 


/- 


dx                  .                       circonférence 
,  5     devient     DU  = 7 =  t  ^  » 

v/i  —  *2  4 


faisant  donc 

dx 


f- 


•=z  \it     et     x  =.  o, 


dans  l'équation  (9),  on  aura 

(10)  ±n  =  arc  (cos  =  °)  +C; 

et  comme  l'arc  dont  le  cosinus  est  zéro  est  égal  à  \  tt  ,  on 
voit  que  l'équation  (10)  se  réduisant  à  C  =  o,  l'équa- 
tion (9)  devient 

/       x  C  d*  /  1 

(11)  I 1==  =  arc    cos  =  .r  ) . 

J        VI  — -r* 

x 

Si   dans   cette  équation  nous  supposons  .r=-,  pour 

passer  à  l'hypothèse  où  le  rayon  est  a,  nous  trouverons, 

i3 
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en  opérant  comme  dans  Fart.  274  . 


12 


r  dx  j  x. 

I ==  =  arc  I  cos  =  -  }  • 

J        Sa*  —  x>  \  "' 


276.  Nous  avons  vu  (art.  47)  qu'on  avait 

,  âx 

cl .  tanc  x  =.  : 

*  cos3* 

si  nous  faisons  x  =  tang  z .  nous  trouverons 

dx  =r : 

cos2  s 

d'où  nous  tirerons 

(  1 3  )  d  z  =  d  x  X  cos-'  z . 

Or,  la  proportion 

cos  z  :  i  :  :  i  :  sécante  z 

donuant 

i 

cos  z  =  — ; —  , 
secz 


on  aura 


i  i 

cos2  s  =    ,  ,    = 


séc*z        i-h  tang'z        i  -f-  x-  ' 

substituant  cette  valeur  dans  F  équation  (  1 3  ) ,  on  trouvera 

.  dx 

dz  =  — — -   , 
i  -+-  x 


et  en  intégrant ,  on  aura 

dx 


S: 


=  z-*-C: 


i  +  x7 

prenant  l'intégrale  dans  l'hypothèse  que    cette  intégrale 
s'évanouisse  lorsque  x  =  o ,  z  devient  nul ,  et  Ton  a 

o  =  C  ; 

donc 

dx 


"4)         h 


X1 


arc  dont  la  tang  est  x . 


\ 
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Si ,  comme  on  l'a  fait  à  l'égard  du  sinus  et  du  cosinus, 
on  passe  de  l'hypothèse  du  rayon  pris  pour  unité ,  à  celle 

où  le  rayon  est  a,  en  changeant  x  en  -  ?  il  faudra  mettre 


dx  x*         n?  — f~  .x* 

—  et  i  H = —  9  à  la  place  de  dx  et  de  i-f- x1, 

a  à1  à1  * 

Ainsi  en  divisant  Tune  de  ces  expressions  par  l'autre,  on 

trouvera 

/'     dx  t  x\ 

— =  arc  I  tang  -     > 

et,  en  faisant  passer  a  dans  le  second  membre, 


(,5>  fiïTT>  =  l 


X 

arc  (  tang  - 


277.  Soit  x  le  sinus  verse  DG  (fig.  7 4)  d'un  arc  I)C  =  z. 
Le  sinus  verse  et  le  cosinus  ,  valant  ensemble  l'unité,  nous 
aurons  x  -h  cos  z  =  1 ,  et  en  diflerentiant , 

i\x  =  dz  sin  z, 
d'où  l'on  tire 

(16)  dz  =  ~ 

K      '  sin  z 

Or, 


sin  z  =  \/i  —  cos3  3  =  yf1 —  cosz)  (i-f-  cos  z) 
=  yx  (2  —  x)  =  sjix  —  X*; 
substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (16) ,  011  a 

dx 


d*  = 


y 


y  2.r  —  ,r2 

et  en  intégrant , 

/    x  r    dx 

(in)  I  -  =  arc  (sinus  verse  =  x) . 

/  y  2  x  —  x* 

Je  n'ajoute  point  de  constante,  parce  ([n'en  supposant  que 
l'intégrale  s'évanouisse  quand  x  est  nul ,  z  est  aussi  nul. 

i3. 
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Si  l'on  fait  x  -■=  -  dans  l'équation  précédente ,  on  trou- 


vera 


C      àx  (  .  x\ 

I  —  =  arc  I  sinus  verse  =  -  )  • 

J  y2ax  —  x*  \  a  I 

278.  Lorsqu'on  veut  avoir  la  valeur  de  l'intégrale  pour 
une  valeur  déterminée  de  x,  on  opère  comme  dans 
l'exemple  suivant. 

dx 
Supposons  qu'on  demande  l'intégrale  de »  lorsque 

I     i     X 

x  =  7  ;  le  rayon  étant  i ,  la  tangente  sera  donc  7  ;  et 
comme  les  Tables  des  sinus  sont  construites  avec  un  rayon 
de  10  milliards  de  parties,  la  tangente  relative  à  ce  rayon 
sera  10  milliards  de  fois  plus  grande  5  par  conséquent  cette 
tangente  vaudra  7X10  milliards. 

Le  logarithme  de  la  tangente  tabulaire  aura  donc  pour 
expression 

log  10  milliards  H-  log  7  =  10  +  log  7 
=  1  o  H-  o  ,845098  =  10, 845098 . 

Cherchant  ce  logarithme  dans  les  Tables  des  sinus,  on 
verra  qu'il  répond  à  un  arc  de 

90°Cj6',  division  décimale  y 

ou  de 

8 1  °  52' ,   division  sexagésimale . 

Pour  trouver  la  valeur  numérique  de  cet  arc ,  dans 
l'hypothèse  du  rayon  =  1,  nous  remarquerons  que,  dans 
cette  hypothèse,  la  circonférence  =  6,283...;  par  consé- 
quent nous  aurons 

4oo°  :  90°96'  : *.  6,283.  . .  :  arc  cherché  =  1  ,42 .  .  . 

ou 

36o°  :  8i°52/  ::  6,283.  .  .  :  arc  cherché  =  1  ,42.  .  .  . 
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De  1  intégration  par  parties. 

279.  En  prenant  la  différentielle  d'un  produit  de  deux 
variables,  par  le  procédé  indiqué  art.  14,  on  trouve 

intégrant  et  transposant*,  il  vient 
(19)  fudv=zuv — fvdu. 

C'est  à  cette  formule  que  Ton  rapporte  les  différentielles 
que  l'on  veut  intégrer  par  parties. 

280.  Par  exemple  ,  si  Ton  ignorait  quelle  est  l'intégrale 
de  xmdx,  on  ferait  xm  =  u ,  dx  =  d^,  et  Ton  aurait 

hc  =  i™  X  *  =  «s*"4"1 ,     v à  u  ==  x  X  dx™  =  x  X  w^m"',  dx . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (19),  on  trouverait 

fx" d x  =r  <rm_H  — fx . /m^"*-' dx  =  xnH~{  —  mfxmdx  ; 

réunissant  les  intégrales  affectées  de  x"ldx1  on  a 

(m  4-  1)  fxmdx  =  af1*1; 


doue 


xm+\ 


fxntdx  = h  C 

J  m  4-  1 


281 .  Soit  encore 

Jd  x  log  x  ; 

en  faisant  log  x  =  u  et  dx  =  d*>,  je  trouve 

/*d  x  log  x==x  log  .r  — Jd  x  =  x  log  x — x  -+-  C  =  (  log  .z  —  1  )r  4-  C. 

282.  Pour  dernier  exemple,  cherchons  à  intégrer 

d  x  sjà1  —  x1  : 
en  faisant 


^ar  —  x"1  -=.  u     et     cl  x  =  d  v  ; 
nous  obtiendrons  d'abord 


(20) 


/  d  ,r  yV  —  *'  =-■  x  yV  —  .*•'  4-    /  -, : 

«/  V  "2  —  -*: 
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Nous  chercherons  ensuite  une  autre  \aleui-  «le 

/  dx  \ïa-  —  x2  : 

pour  cet  effet .  en   multipliant  cette  dernière  expression 
par 

^n-  —  x- 

—————  • 
. 

V  à1  —  x- 


nous  aurons  l'équation  identique 

dx_ 
xÀ 


, r  a7dx  f  x*dx 

fdxja'  —  x*  =   1-7==—  l-rf= 


et,  en  effectuant  la  première  des  intégrations  indiquées 
dans  le  second  membre,  nous  obtiendrons  (art.  274) 

fax  ,/Sï^TP  =  «•  arc  («in  =  f  j  -J^_JL  5 
ajoutant  cette  équation  à  l'équation  (20) ,  nous  trouverons 


2 
donc 


j  d x  s]  a7  —  x1  =  x  \Z« 2  —  x1  4-  a-  arc  I  sin  =  -  J  : 


Ç  dx  Ja7  —  x2  =  -  si  à1  —  x  •  -\ —  a2arc  (  sin  =  -  i  +C. 
•^  2  T  2  \  a) 

On  voit  par  ces  exemples  que  lorsqu'en  général  on  a  une 
expression  telle  que  fvdu,  l'intégration  par  parties  fait 
dépendre  cette  intégrale  de  celle  de  /wd^  et  que ,  par  con- 
séquent, cette  méthode  d'intégration  n'est  pas  toujours 
applicable. 

De  l'intégration  par  les  séries. 

283.  Soit  Xdx  une  différentielle  dans  laquelle  X  repré- 
sente une  fonction  de  .r;  si  l'on  développe  X  en  une  suite 
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ordonnée  par  rapport  aux  exposants  a ,  6,  y,  etc.,  on  aura 

Ax^1^     Bxe+I      Cx'/+I      D**+'       E/+I 

+  -= 1 r--K..-f-C. 


a  +  i  6  +  1         7  +  1  <î  +  1  6+"i 

Q  X 

284.  Prenons  pour  exemple   ,  qui  est  la  diffé- 


rentielle de  log  (a  +  x)  :  on  écrira  ainsi  cette  fraction  : 
X  do: ,  et  il  s'agira  d'abord  de  trouver  le  développe- 
ment de  — — —  ?  ce  que  l'on  fera  au  moyen  de  la  division  ; 
ou  plutôt  on  le  déduira  de  cette  formule  facile  à  retenir, 

(21)  — —  =  1  +  z  +  z2  +  z3  +  Z*.  .  .  (**'). 

17  I  —  z 


X 

a 
on  a 


«2? 
En  effet ,  si  l'on  change  z  en dans  cette  équation , 


1  X        X2       x* 


=  * H  — r-f  ...  ; 

mi  s**  si* 


x  a        a*        a 

I  +  - 
a 


multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre  de  cette 
équation  par  a-,  et  divisant  ensuite  toute  l'équation  par  a, 
on  obtient 


(22) 


I  X  X3  X3 


a  -h  x       a       a7        a?       aK 


par  conséquent 

/•  dx   '       Cil         x       x2       x3 
——  =  /      ,  +  — «H-  ...      dx; 
a  "+" x      J    \a        a        a        a 


(*)  Si  l'un  des  exposants  a,  6,  •/,  clc,  était  égal  à  — 1,  on  intégrerait 
par  logarithmes  le  terme  qui  en  serait  affecté. 

(  **)  On  a  trouvé  ce  développement  en  effectuant  la  division  de  j  par  1 — 1. 
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<*t,  en  intégrant  chaque  terme  en  particulier,  on  obtiendra 


/i\  X  XX'  j.'  j.- 

rt  +  i       û       la-       *>  -         '  - 


xi 

cl,  en  remplaçant  le  premier  membre  de  cette  équation  par 
log  (a  -f-  x) ,  intégrale  trouvée  en  faisant  b  =  i  ,  dans  la 
formule  de  l'art.  272.  on  aura 

X  X'  X  X' 

1  ^  '       D  '       /i       2fl2       3  u        \ak 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  remarquerons  que 
lorsque  x  =  o ,  cette  équation  se  réduit  à  log  a  =  o  -f-  C  : 
substituant  cette  valeur  de  C  ,  l'équation  (24)  deviendra 

log(fl  +  x)=log*  +  --- -^-h— -—  ^-f-  ...  {*). 

285.  Pour   second  exemple,  cherchons  à  intégrer  par 

dx 

les  séries :   en   écrivant   ainsi    cette  différentielle 

1  -4-  x1 

X  dx ,   il  s'agira  de  trouver  le  développement  de 

I     "y"   X 

i 

—  Pour  cela,  en  comparant  cette  expression  à » 


1  +1 


(*)  Observons  qu'en  déterminant  ainsi  la  constante,  on  ne  la  regarde 
plus  comme  arbitraire ,  puisqu'elle  est  nécessairement  égale  au  logarithme 
de  a,  quand  on  faitx=  o,  dans  l'équation  (24)*   Là  où  cette  constante  a 

pris  une  valeur  déterminée,  c'est  lorsqu'au  lieu  de  / ,  nous  avons 

1  J  «H-x 

mis  log  [a-j-x]:  en  effet,  l'équation  (23)  nous  montre  que est ,  en  gêné- 

X  x'  X  x*^ 

rai.  la  différentielle  de  C  -i ;  -h  etc.  ;  or,  la  suite  log  a-\ -t-etc., 

a      2«  a      2  a1 

qui  est  le  développement  de  log  (  a  -4-  x) ,  est  un  cas  particulier  de  la  suite 

précédente  ;  c'est  celui  où  C  =  log  a.  Ainsi ,  lorsqu'on  a  mis  log  (  a  ■+-  x  )  à  la 

dx 

»  c'est  donc  comme  si  l'on  eût  choisi  parmi  toutes  les  suites 


place  de  I  - 

J  a 


a  -+-  x 

dx 
qui  sont  l'intégrale  de  — ; —  1  celle  où  la  constante  est  égale  à  log  a. 

Cette  remarque  peut  s'appliquer  aux  autres  expression:*  que  nous  allon> 
intégrer  par  les  séries. 


> 
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nous  aurons  z  =  —  x~  ;  substituant  cette  valeur  dans  l'cqua- 
tion(ai),  nous  trouverons 

(  25  )  =  i  —  x7  -h  ik  —  x"  H-  ...  ; 

x        '  I   -+-  X7 

donc 

dx  JT*         Xb  X1 


f: 


i  H-  x2  3        5        7 

ou  plutôt  (  art.  276) 


XA  U?5  X1 


(  26)  arc  (  tang  =  a:  )  =  «  —  -=r  -h  -j=r --h  ...  -4-  C .  .  .  . 

Quand  x  =  o ,  l'axe  devenant  nul ,  on  a  C  =  o. 

286.  Si  la  tangente  est  plus  grande  que  l'unité ,  les  termes 
de  cette  série  allant  en  augmentant,  on  ne  pourra  donner 
une  valeur  approchée  de  l'arc,  dans  ce  cas,  on  obtiendra 

une  série  descendante  en  opérant  ainsi  :  on  fera  x  =  -  dans 

X 

l'équation  (25) ,  ce  qui  la  changera  en 


i  x1       xs       xb 


1  -*-  — 

X7 


multipliant  les  deux  termes  du  premier  membre  par  x8,  on 
aura 


x1  III 

I :  -h  — -  H- 


■    •    • 


x2  -h  1  X2       xs        xti 

divisant  toute  l'équation  par  x2,  on  obtiendra 

i       i        i        i        i  fir 

x7  -h   I  X3         X*         X6         X* 

donc 

et,  en  effectuant  l'intégration  indiquée, 

(27)     arc(tang  =  ^)  =  — i  4-^--^-h  ..  .  +C. 

(*)  On  parviendrait  directement   au    même   résultai  on   divisant    1    pas 
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Pour  trouver  la  valeur  de  la  constante ,  nous  ne  ferons  pas 
x  =  o.  car  cela  rendrait  les  termes  du  second  membre  de 
l'équation  (27)  infinis:  mais  en  faisant  x  =  oc  ,  l'expres- 
sion arc  (tang  =  x)  sera  égale  au  quart  de  la  circonférence, 
et  l'équation  (27)  deviendra  \  circonf.  =  o  -+-  C  ;  et  en 
représentant  par  j-  le  quart  de  la  circonférence,  l'équa- 
tion (27)  nous  donnera 

an;:ung  =  x}  =  ±*-  I  +  J--^  .    .. 

287.  Pour  intégrer  par  les  séries 

A  -  JL 

=  '1  —  x2  "*  dx, 


y'i  —  x2 


on  développera  (1 — x*)  %  par  la  formule  du  binôme, 
de  la  manière  suivante  :  on  calculera  d  abord  les  coeffi- 
cients du  développement  de  (  1  —  xî)m,  dans  l'hypothèse  de 
m  =  —  \ ,  en  écrivant  pour  former  ces  coefficients , 


///  —  1        m  —  2        m  —  3 


» 


et ,  en  changeant  m  en  —  j ,  ces  expressious  deviendront 

—  I       _3       __5  7 

2'         4'         6'     ~8,#  "' 

1  3  5 

Multipliant  successivement par  — -,  >  par  —  -z >  etc., 

on  formera  les  coefficients  qu'on  mettra  a  la  place  de  A , 
de  B,  de  C,  etc.,  dans  cette  équation 

\_ 

ce»  qui  donnera 

1  f     ,       1     3    â       1     3    5    , 

,  =  1  -h  -  ■»••  H 7  x*  H 7  •  7î  •'■ 

V  1  —  x'  ^  24  2    .j    b 


INTÉGRATION    PAU    LES    SÉKIES.  2o3 

et  en  intégrant  l'équation 

dx  j  i     ,       i     3  i     3    5    e  \   . 

^!  —  x*     \      2        24        246  y 

on  trouvera 

,  ox  ,  .  x  u3        1     3    .rs       1     3    5  x' 

(28)arc(s,n  =  x)  =  .  +  -T+-.?.^+--rg-  +  ...: 

nous   ne  mettons    pas   de   constante ,   parce   que    lorsque 
x  =  o,  l'arc  dont  le  sinus  est  x  s'évanouit. 

288.  II  y  a  des  cas  011 ,  pour  déterminer  la  valeur  de  la  con- 
stante, on  ne  peut  faire  ni  x  =  o ,  ni  x  =  00  .  Soit ,  par  exemple , 

s/x'—i      V  '  K    }      \        x>)  x\        x\l 

en  posant 

et  faisant 
on  trouve 


m  —  1        m  —  2 

m , ?      — - —  •  •  •  •  > 

2  .S 


1  • 
m  z= , 

2 


1  3  5 

2  4" 


d'où  Ton  conclut,  comme  dans  Part.  287, 

dx  dx l         11        1     3    1        1     3    5  1 


y'.r* 1  #    \  2    ^        2     4  ^  '        2    4    ^  .r6 

et  en  intégrant,  on  trouvera 
Ç   dx      11  1    3      1  1    3  5      1 

J^^T~    gx~  22"^  ""4"4^"'  4*6*6^  +~",> 

d'une  autre  part, 

d x  r    dx  x  -+-  v/.r- —  1 

1  r.  X , 


x  -*-  \x~ —  1 


i 
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donc 

(29)  log(x  +  v^^)  =  log*  -  5  ■  ïp  •  -  5  J  ■  ^?  — " 

Pour  déterminer  la  constante,  on  ne  fera  pas  x  =  oo  ,  puisque 
alors  log  x  deviendrait  x  ;  d'une  autre  part,  on  n'égalera  pas* 

à  zéro,  car  les  termes  log.*-,  -  • etc. ,   deviendraient  infinis; 

D  2      2  X7 

mais  si  Ton  suppose  x  =  i,  l'équation  (29)  deviendra 

11        1     3     1        1     3    5    1 
o  —  o • •  -7  •  -7 •  -7  •  jz  •  7;  •  •  •  -+-  C  —  o , 

22       244      24"" 
ce  qui  donne 

11        1     3     1        1     3    5     1 

v>  ^^  —  •  - -    1    —  •  —  •  —    1    —  •  —  »  —  •  — 
22        244        246" 


•  •  •  • 


289.  La  formule  (28)  peut  servir  à  trouver  une  valeur 
approchée  de  la  circonférence;  car,  en  faisant  x  =  — ,  elle 
se  réduit  à 


/.        i\       1      111       1    3   1    1       i35ii, 
arc  ^„  =  -j=--t._.-._+-T-._+-Tg.  -•-  +  ...; 

or,  le  sinus  qui  a  pour  expression  -,  étant  égal  à  la  moitié 

du  côté  de  l'hexagone  régulier,  comme  ce  sinus  répond  à  la 
douzième  partie  de  la  circonférence,  nous  aurons  donc 

circonf.        1111         1     3     1      1         i35ii 


12  2  23     23         2     4     5      25  24^7     2 

et  par  conséquent 


1  3    1    1        1    3  5    1    1 

2  4  5  25      24672' 


_  / 1       iii        _    _    .    _        .    _  _    _ 

circonf,  =  121 1 -r'-rH •  -7 •  ? •  — :  H •  t  •  r*  •  —  — r  I  +•  ■  •  î 

\2        2    3    23 


si  Ton  prend  les  dix  premiers  ternies  de  la  suite 


1        111 

h  -  •  -x  •  —  -{-...  , 

2  2      3      2 
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on  trouvera 

0,52359877  ; 

donc 

-  circonférence  =  6(0, 5235987  7  )  =  3 , 1 4 1 59262 , 

valeur  dans  laquelle  l'erreur  ne  porte  que  sur  le  dernier 
chiffre  décimal ,  qui ,  comme  on  le  sait,  devrait  être  5. 

290.  Nous  avons  trouvé  (art.  284) 


log(«  +  x)  =  log«   .    a      afl,  .   3a, 

Cette  série  étant  peu  convergente,  faisons  x  =  —  .r;  nous 
aurons 

retranchant  cette  équation  de   la  précédente,   cela   nous 
donnera 

ou 

,_    .  .       /a-hx\  [x        x3  xh  \ 

291.  Pour  déterminer,  par  exemple,  à  l'aide  de;  celle 
formule,  le  logarithme  de  2,  on  supposera 


a  -H  x       2 


a  —  x       1 
par  conséquent, 

donc 

3  1        x       1        x2       1 

a  =  —  >       X  =  —  •>       —  =  r)       — -  =  -  ,     ... 

2  2        a        5        a1       9 

substituant,  on  aura 

l082  =  2('S+ri+ri+") 


> 
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En  se  bornant  aux  dix  premiers  termes  de  cette  série,  ré- 
duite en  décimales ,  on  déterminera  la  valeur  du  logarithme 
de  2;  triplant  ce  logarithme,  on  aura  celui  de  28  ou  de  8. 
Si ,  d'une  autre  part ,  on  calcule  par  la  formule  (3o)  le  loga- 

1  o 
rithmede-^-,  et  qu'on  ajoute  ce  logarithme  à  celui  de  8, 

on  aura  le  logarithme  de  -~-  x  8  =  log  10.  On  voit  que, 

par  des  procédés  analogues ,  la  formule  (3o)  donnerait  tout 
autre  logarithme*,  mais  il  est  à  observer  que  ces  logarithmes 
sont  des  logarithmes  népériens.  Pour  en  déduire  les  loga- 
rithmes tabulaires,  si  nous  représentons  par  Laie  loga- 
rithme tabulaire  d'un  nombre  a,  nous  aurons  a  =  \o^*\ 
prenant  les  logarithmes  népériens,  cette  équation  nous 
donnera 

log  a  =  log  10   a  =z  ha  log  10  , 

et  par  conséquent 

La  =  -*--: 
log  10 

cest-à-dire  qu'un  logarithme  tabulaire  d'un  nombre  est  égal 
au  logarithme  népérien  de  ce  nombre  ,  divisé  par  le  loga- 
rithme népérien  de  10. 

292.  On  a  trouvé  une  série  encore  plus  convergente  que  celle 
qui  nous  est  donnée  par  la  formule  (3o),  pour  déterminer  un 
logarithme.  Voici  de  quelle  manière  on  peut  la  déduire  de  cette 
formule  : 

En  divisant  a  -+-  x  par  a  —  x,  on  trouve 


a  -h  x                  ix 
~H 


a  —  x  a  —  x 

IX 


représentons  par  -  la  fraction  :  on  a  l'équation 


a  -h  x  v        z  -\-  v 

=  1+-  = ; 


a  —  x  z  z 
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et,  en  multipliant  par  a  —  x ,  il  vient 


av       vx 

a  ■+-  x  =  a  —  x  -h : 

z  z 


tous  les  x  étant  transposés  dans  le  premier  membre,  on  obtient 


IX  -f- 

Z 

— 

ai> 

m 

71 

multipliant 

par  z, 

on  trouve 

2ZX  -+- 

M? 



ai; 

et 

par  conséquent 

♦ 

X 

a 

V 

■ 

1Z 

-¥ 

V 

Cil 

Kcf-îf  ii  4  rit 

loc   uol< 

Dure  At*    ., 

X 
fi 

>t  A 

X 

p  _ 

et  de  -  dans  la  formule  (3o),  on 
a  — x  a  x      ' 

a  ce  résultat  : 

(z -+-  v\ r      ('  C3  P&  "1 

~~T~  )  =  2  1.^+^  +  3(22-f-«)3  +  5(2Z4-,f~K"J' 

et  enfin , 

[V  i>*  us  "1 

2C  +  2         3(2Z-h^)3        5(2Z-f-u/  J 

Par  exemple,  pour  avoir  le  logarithme  de  2,  on  fera  v  =  1 , 
z  =  1 9  et  par  conséquent  log  z  =  o  ;  substituant  ces  valeurs  dans 
la  formule  précédente,  on  obtiendra 

Il  faudra  diviser  ce  logarithme  par  le  logarithme  népérien  de  10 
(art.  291)  pour  avoir  le  logarithme  tabulaire  de  2. 

De  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 

293.  Proposons-nous  d'intégrer  l'expression 

P x"1  -+■  Qx"'-1 .  .  .  H-  R  x  -h  S 
p'*/»  +  Q'^-i .  .  .  4.  R'x  ZjfTs' l  X ' 

dans  laquelle  le  multiplicateur  de  dx  est  une  fraction  ra- 
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tionnclli' ;  nous  allons  démontrer  que,  dans  l'expression 
donnée ,  on  peut  toujours  supposer  que  n  surpasse  ///  5  car, 
si  cela  n'était  pas,  l'intégration  pourrait  être  ramenée  à 
eelle  d'une  différentielle  de  même  forme,  dans  laquelle  la 
plus  haute  puissance  de  x  du  dénominateur  surpasserait  la 
plus  haute  puissance  de  x  du  numérateur;  pour  cela  il  suf- 
firait d'effectuer  la  division  comme  dans  l'exemple  suivant  : 
Soit 

P jr3 -f  Qj:  +  R j  +  S 
Q'.r24-R'*-f-S' 

en  divisant  d'abord  tous  les  termes  par  Q',  on  aura 

P  Q  R  S 


.rJ  -+-  —  -r  -+-  — . 


faisons 


P  p"  Q   ri"  ^   R"  S    Q" 

Q'  '      Q'-g>      Q-11,      Q'-*' 

R'  S' 


nous  aurons 


Q'         7     Q' 


PV+QV  +  R"x  +  S" 


«//' 


On  effectuera  la  division  de  la  manière  suivante  : 


p«V+Q"jr»-H  R"x  +  S" 


m  _    .     c*' 


x^  +  R^-r  +  S 
P"  r  -f-  M 


i"  reste.  (Q"  —  R  " P".r?  -f-  ( R"  —  P"  S'")  .r  -f-  S"  ; 

représentons  par  M  et  par  N  les  coefficients  de  x*  et  de  x, 

te  \ev  reste  devient  M  x*  -+-  Ni  -h  S". 

4Ç///7r  r/<r  to  r/iV/5/01?     -Mr-  MR" x  —  MS'", 

«ro/ir/  w/c  f  N  —  MR'"  !  x  -h  S"  —  M  S'"  ; 
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on  peut  représenter  ce  dernier  reste  par  K.r-4-L,  et  alors 
on  a  ^ 

P**4-Q.r>4-IU--4-S  .                                             (Kx-hL)d.r 
; — - ; ^7 —  d.r=zr(P  .r  4-  M  )  d  .r  4 — — - : 

et  en  intégrant,  on  obtient 

I  — ~,    ,       n, =7—  d.r  =  P'' [-  M.r 

J         Q'^+R^  +  S'  2 

(Kx  -4-L)  dar 


/ 


^_hR'"J7-hS,/'     f"C; 


ainsi  la  question  est  ramenée  à  intégrer 

(K>H-L)dg 

294.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  quelle  que  soit  la 
fraction  rationnelle  que  Ton  considère ,  son  intégration 
peut  toujours  être  ramenée ,  dans  le  cas  le  plus  général ,  à 
celle  de 

Pa^-'-hQ^-2.  .  .-f-Ror-f-S 


P'*"  -h  Q'jc"-'  ...  4-  R'x  -h  S' 


d  x. 


En  regardant  le  dénominateur  de  cette  fraction  comme 
le  produit  d'un  nombre  n  de  facteurs  tels  que  x — a, 
x —  fc,  x  —  c,  etc.,  ces  facteurs  peuvent  être  réels  ou 
imaginaires ,  égaux  ou  inégaux. 

Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple ,  nous  les  sup~ 
poserons  réels  et  inégaux ,  et  alors  nous  opérerons  comme 
dans  les  exemples  suivants. 

Xï  i\    V* 

295.  Proposons-nous  d'abord  d'intégrer  — 2  :  décom- 

posant  le  dénominateur  en  ses  facteurs,  on  écrira 

rrdx  adx 

x1  —  a'  ~  ( x  —  a)  (x  +  a)  ' 

'4 
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et  Ton  supposera 

(3l)  , —, -=(-■ 1 dx 

(x —  a){x-y-a)        \x —  a        x-haj 

A  et  6  sont  deux  constantes  qu'il  s'agit  de  déterminer.  Pour 
cet  effet,  réduisant  le  second  membre  au  même  dénomina- 
teur, on  obtiendra       • 

fldr  (Aj  +  Aa  +  Bx  —  Ba)dx 

(.r —  tf)(.r-t-tf)  (j:  —  fl)(x-h«) 

Supprimant  le  diviseur  commun  (x —  a)  (x-f-/z),  et  le 
facteur  dx,  il  restera 

(32)  a  =Ax  -h  Aa  -f-B x  —  Ba  ; 

et ,  en  ordonnant  par  rapport  à  x ,  on  aura 

(A  +  B).r-MA  ~B  —  i)<?  =  o. 

x  ayant  une  valeur  indéterminée,  ainsi  que  le  suppose  (*) 
la  différentielle  proposée ,  cette  équation  a  lieu ,  quel  que 
soit  x\  par  conséquent,  d'après  la  métbode  des  coefficients 
indéterminés  (voyez  Note  VI),  on  égalera  séparément  à  zéro 
les  coefficients  des  différentes  puissances  de  x;  ou,  ce  qui 
revient  au  même ,  on  égalera  entre  eux  les  termes  qui ,  dans 
l'équation  (32) ,  contiennent  les  mêmes  puissances  de  x,  et 
Ton  aura 

A  +  B  =  o,      (A  —  B—  i)  a  =  o; 

ces  équations  donnent 

i                     i 
A=-,     B= 

2  2 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (3i),  on  aura 

donc 

adx    ~dx  |  dx 

x2  —  a7       x  —  a       a 


(  *  )  En  effet,  la  caractéristique  d  ,  qui  précède  r ,  annonce  que  x  est  con- 
sidéré comme  variable 
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et  en  intégrant,  on  trouvera 

J  J—a*  =  '  lQg  (X  ~~  "ï  ~~  ^IOg  ( X  "*~  a^  "*"  C> 
et  par  conséquent , 

/adx  x  —  a  (x  —  a\ 

lï=*  =  T'og  —a  +  C  =  log  (_)  +  C. 

Pour  second  exemple,  prenons  la  fraction dx  :  les 

A        *  «'a:  —  x3 

facteurs  du  dénominateur  sont  x  et  a*  —  x*  ;  et  comme 

a}  —  x*  se  décompose  en  (a  —  x )  X  (a  -f-  a:) ,  les  facteurs 

simples  du  dénominateur  sont  x,  a — x,  et  a-+-x;  donc 

l'expression  à  intégrer  est 

a3  H-  for5 

.r  (a  —  x)  (a  -f-  x)  '      ' 

je  fais 

/o*x  a>+bx*  A  B  r. 

(54) 


x[a —  x)(a-\-x)        x       n — x       a  -f-  x 

réduisant  ces  fractions  au  même  dénominateur,  il  vient 

az  -f-  bx*  __  A«s  —  A^  -+-  Box  H-  Bjl*  -f-  C/?x  —  Cx1 

x(« — x)(fl-fo:)  x(« —  x)(a-\rx)  "' 

égalant  entre  eux  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  x ,  on  aura 

B  —  A  —  C=b7     Bfl  +  Cfl  =  o,     Aa>  =  a\ 

La  troisième  de  ces  équations  nous  donne  A  =  a ,  ce  qui 
réduit  la  première  à  B  —  C  =  a  -f-  Z> ,  et  comme  la  seconde 
donne  B  -+-  C  =  o,  on  obtient  en  prenant  successivement 
la  somme  et  la  différence  de  ces  deux  dernières  équations, 
et  en  divisant  par  2 , 


9.  7. 


mettant  les  valeurs  de  A  *  de  B  et  de  C  dans  l'équation  (33), 

14. 
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on  trouve 

a%  -+-  bx7  adx  a  -h  b      ,  a  -+-  b 

— dx  = 1 -dx ; dx; 

a*x — x3  x  2  [a  —  x)  i\a-\-x) 

donc  ,  en  intégrant , 


/ 


a3  -+-  bx*  (a  +  b) 

^— -  d x  =  a  log  x  -  l —> '■  log  («  -  *)  (*) 


=  a\o%x  — '[log(«  —  .r)  -+-  log(«  H-x)]-|-C 

=  a\ogx  — log  (a  —  x)  (a  -h  x)  -h  C 

(a  -+-  M 
=  «  logx  —  v '  log  (/i2  —  x?)  H-  C 


=  a  log  .r  —  (  a  -h  £  )  log  v7^2  —  X2  H-  C. 

296.  Pour  troisième  exemple,  soit— — -=. s  d  x. 

r    '         x7  —  6  x  -+-  8 

Comme  il  s'agit  d'abord  de  décomposer  le  dénominateur 
en  facteurs  du  premier  degré ,  nous  remarquerons  que  si 
Ton  a  une  équation  de  même  forme,  et  représentée  par 
z1  —  6z  H-  8  =  o ,  etqui  soit  satisfaite  parles  valeurs  z  =  2 
et  z  =  4  9  on  sera  en  droit  de  conclure  qu'elle  équivaut  au 
produit  (z  —  2)  (z  — 4)  =  °-  Or,  en  effectuant  la  multi- 
plication ,  on  voit  que  quelque  valeur  que  l'on  attribue  à  z , 
le  produit  sera  toujours  z1  —  6 .z  H-  8  ;  donc ,  lorsqu'au  lieu 

(*)  Pour  prendre  l'intégrale  de  — ; ■  dx,  comme  la  différentielle  de 

v    '  r  2  (a  —  x) 

a  —  x  est  —  d  x ,  il  faut  écrire 

(a  +  4)  dx 

X , 


a  —  x 


et  l'on  voit  que  l'intégrale  sera 1  log  (a  — x)  -+-  C. 
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de  z,  nous  mettrons  x , nous  aurons  encore 

(x—  2)  (x  ~4)  =  'rJ  +  6.r  -h  8. 

Par  conséquent ,  quelle  que  soit  la  valeur  du  polynômo 
x* —  6#-h8,  il  peut  se  décomposer  en  facteurs  comme 
s'il  était  égal  à  zéro. 

Ayant  donc  trouvé  que  les  racines  de  l'équation.  .  .  . 
x%  —  6  x  -f-  8  =  o  sont  2  et  4  ^  nous  écrirons 

/q/\  3*  — 5  __  Ad*         Bdx 

et  en  supprimant  le  facteur  commun  d,r,  ce  que  nous  au- 
rons toujours  soin  de  faire  à  l'avenir,  nous  trouverons, 
après  avoir  réduit  au  même  dénominateur,' 

3x —  5  Ax —  /LA  +  Bx — 2B 

1     t  ' • 


ar»—6*H-8""  x'  —  6x-+-8 

égalant  entre  eux  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  x  [voyez  la  Note  VI) ,  on  obtiendra  ces  équations  de 
condition , 

—  5  =  -~4a—  2B,     3  =  A  +  B, 
d'où  nous  tirerons 

mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (34)  >  on  trouvera 

J   x2 — 6.T-+-8  2  J   x  —  2       ij   x  —  4 

=  l  log  (•*  -  4)  -  ^  log(*  -  »)  -+■  C. 

297.  Prenons  encore  pour  exemple 

xdx 

x2  -+-  4  "•#  —  ^2 

égalant  le  dénominateur  à  zéro  ,  et  résolvant  l'équation ,  on 
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irouve 

x'-t-^ax  —  b,  =  (•* H-  2a  -+■  ^4flï ■+■  ^)  (•*  4-  2«  —  V4fl2  +  ^)' 
Pour  simplifier,  représentons  ce  dernier  produit  par 

(x  +  K)(x  +  L); 
nous  supposerons  donc 

x  A  B 


x7-\-^ax  —  b7        .r-t-K         ir -+- L  ' 

réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  nous 
trouverons 

x  __  Ax  -+■  AL  -h  Bx  4-  BK 

x2 -+-  4fl,r  —  ^*  ■**  4"  4 ^  —  &* 

d'où  Ton  tire 

AL  +  BK  =  o,      A-f-B=i, 

par  conséquent 
donc 

298.  En  général ,  soit 

j^  +  Q'i"-1. ..  4-R'*4-S' 

une  fraction  rationnelle  dans  laquelle  les  facteurs  du  pre- 
mier degré  du  dénominateur  sont  supposés  inégaux  ;  on 
résoudra  d'abord  l'équation 

x*  _j_  Q'^-'  ...  -h  R'*  4-  S'  =  o  ; 

et  ayant  trouvé  qu'elle  est  le  produit  des  facteurs  x-*-a, 
x  —  b ,  x  —  c ,  etc. ,  on  écrira 

P.r"-'+Qaî"-a...4-R*H-S  ABC 


•r"  4- QV1"' .  .  . -f- R/x -f- S'         x  —  a       x—b       x  —  c  « 
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En  réduisant  au  même  dénorniuateur  le  second  membre  de 
cette  équation,  chaque  terme  du  numérateur  de  Tune  des 
fractions  devra  être  multiplié  par  le  produit  des  dénomi- 
nateurs des  autres,  c'est-à-dire  par  un  polynôme  en  x  de 
Tordre  m  —  i  ;  donc  le  second  membre  de  cette  équation 
sera  un  polynôme  composé  de  m  termes.  Il  en  résulte  que 
si  l'on'égale  entre  eux  les  coefficients  des  mêmes  puissances 
de  x,  on  aura  m  équations  de  condition  pour  déterminer 
les  coefficients  A  ,  B ,  C ,  etc.  Ces  coefficients  étant  connus , 
on  n'aura  plus  qu'à  intégrer  une  suite  de  ternies  tels  que 

A  dx  B  dx 

x  —  a         x  —  b 

l'intégrale  cherchée  sera  donc 

A  log(.r  —  a)  -h  Blog(jr—  b'\  -+-...  -+-  C. 

299.  La  méthode  que  nous  avons  suivie,  lorsque  les  ra- 
cines du  dénominateur  sont  inégales,  ne  peut  servir,  si  parmi 
ces  racines,  que  nous  supposerons  toujours  réelles ,  il  y  en  a 
d'égales.  En  eflét,  nous  avons  vu  que,  dans  l'hypothèse  des 
racines  inégales,  on  pouvait  écrire 

P.r'-|-Q.r3+  Rx*4_s.r4-  T 
[x  —  a)  (x  —  b)  (x  —  c)  (x  —  d)  [x  —  e ) 
A  B  C  D  E 


H , +■ 


x  —  a       x  —  b        x  —  v       x  —  d       x  —  c 

si  plusieurs  de  ces  racines  étaient  égales ,  si ,  par  exemple , 
on  avait  a  =  b  =  c,  l'équation  précédente  deviendrait 

Px«  4-...  A  +  B  +  C  D  E 


[x  —  /i)3(x — d)(x — e)  x  —  a  x  —  d       x  —  e 

Alors,  en  réduisant  le  second  membre  au  même  dénomi- 
nateur, A  H-  B  -h  C  pouvant  être  considérés  comme  une 
seule  constante  A',  on  voit  que  les  trois  constantes  A',  D 
et  E  ne  pourraient  suffire  pour  établir  les  cinq  équations  de 
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condition  qu'on  doit  obtenir  en  égalant  entre  eux  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  x. 

300.  Pour  éviter  cet  inconvénient ,  cherchons  à  décom- 
poser la  fraction 

P-r'-h  Q^  +  .  .  . 
(x —  a)3  [x —  d){x  —  e) 

en  un  autre  assemblage  de  fractions,  qui ,  réduites  au  même 
dénominateur,  puissent  la  reproduire. 
Supposons  donc 

Px'^-Qx3-!-  .  .  .  A  +  Bx-f-Cur1  D  E 


\x  —  a)3[x —  d)(*  —  <<')  [x  —  a)3  x  —  d       x — e 

De  cette  manière,  en  réduisant  le  second  membre  de  cette 
équation  au  même  dénominateur,  nous  aurons  un  polynôme 
en  x  du  quatrième  degré ,  qui  renfermera  cinq  constantes 
arbitraires;  ce  qui  suffira  pour  établir  l'identité  des  termes 
affectés  des  mêmes  puissances  de  x.  Maintenant  je  vais 
démontrer  que  le  terme 

A4-Bj:  +  Cr 


peut  se  mettre  sous  la  forme 

A'  f  C 


(x  —  a)3       [x  —  a)2       (x  —  a) 

A',  B',  C,  étant  des   constantes  indéterminées.    Pour  le 

prouver,  soit 

x  —  a  —  z\ 
on  a 

x  =z  z  -f-  a  ; 

donc 

A  +  BxH-  Cr  _  A-f-Brt  -j-C/i'-f- Bz -+■  ?.  Caz  +  Cz2 

(  x  —  a  y  z6 

A  +  B/i'i-Cfl-       J$H-?.C"       C 

==   : j +.  _   ; 
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y 


mettant  la  valeur  de  z  dans  eette  équation,  on  obtiendra 

A  +  B^  +  W        A-hBrt-hO         B  +  2Gfl  C 

. —  ■  — \~ — j-  -  , 

(  x  —  a  )3  (x  —  a  y  (  x  —  a  )'        x  —  a 

résultat  de  la  forme  prescrite,  puisque  A7,  B',  C  sont  des 
constantes. 

Cette  démonstration  pouvant  s'appliquer  à  une  équation 
d'un  degré  plus  élevé ,  concluons  qu'en  général  on  peut 
supposer 

Pxai-l-t-Qx,n-2.  .  ,+  Ri-hS 
(x  —  a)m 

A  A'  A"  A 


(jc  —  a)*       (x—a)m-1        (x  —  a)n'-2'  [x  —  a) 

11  résulte  de  ce  qui  précède  ,  que  pour  intégrer  l'expres- 


sion 


Par1   ..- 

iïx, 


on  écrira 


( x  —  a  y  ( x  —  d)  [x  —  e) 


Px>    ,    .  . 


(x  —  a  y  (x  —  d)  [x  —  e) 
A  A'  A"  D  E 

+  7 w-4-7 :   + 


(x — a)z       (x — a)7  ~*~  (x — a)        (x — d)        (x — e)* 

réduisant  les  fractions  au  même  dénominateur,  on  détermi- 
nera les  constantes  A,  A',  A",  D,  E ,  etc. ,  par  le  procédé 
que  nous  avons  déjà  employé,  et  Ton  aura  ensuite  à  trou- 
ver les  intégrales  des  expressions  suivantes  : 

Ad.r  A'd-r  A"d.r  Dd.r  Edx 

?        ; 71 1        î        ; Tv  ' 


[  x  —  a  y        [x  —  a)2        x  —  a        (x  —  d)        (x  —  e  ) 

pour  intégrer  les  deux  premières,  comme  dx  est  la  dillé- 
rentielle  de  l'expression  .r  —  a ,  renfermée  entre  les  pa  - 
renthèses,  nous  supposerons  («ut.  270)  x  —  a  =  z  ,  et  nous 


2l8  «:.\lci  L    I>TEGlt\L. 

aurons 

C     kdx  f\i\z         .  ,  A  A 

C     A'd.r            fA'ds        ,.t,     .  ,                A'                  A' 
I -=  I — —  =JAz—  d3=  —  —  = ; 

à  Tégard  des  trois  autres,  elles  s'intègrent  par  logarithmes  : 
doue  enfin 

■ 


(Pj<  +  Qr  +  .  .  .)dx     ___  A  A' 


( x  —  a  y  [x  —  d;  ;  x  —  c  )  2  y  .v  —  a)1       x  —  a 

-h  A"  log  ( x  —  a)  H-  D  log  ( .r  —  d)  -f-  E  log  (  x  —  c  ) 
constante. 


301 .  Prenons  pour  exemple  la  fraction 

2  ax  d  x 

.J  +  tf/ 
îious  aurons 

2<7.r  A  A' 


[x  -+-  «  )a        (, •«•*  H-  f/  )2       -c  -f-  ri  " 

réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  cl 
supprimant  ce  dénominateur  commun,  il  reste 

2  ax  •=  A  -f-  A'.r  -+-  A'/# , 

d'où  Ton  déduira  ces  équations  de  condition 

7.a  =  A',      A4-  S! a  =  o ; 

elles  donnent 

A'  =  2  a  ,      A  =  —  2  a*  ; 
par  conséquent 

_  2nxdx  2a2dx  9.eidx 


Pour  obtenir    l'intégrale,  remarquons  que  dx  étant  la  dif- 
férentielle de  x -h  <t •  nous  pouvons   (art.  271)  supposer 
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x  -+-  a  =  z  ;  donc 

2  «x dx  dz  dz 

(x  -h  a)7  z7  z 

intégrant  la  première  fraction  du  second  membre  par  la 
règle  de  l'art.  262,  et  l'autre  par  logarithmes,  nous  obtien- 
drons 

'  zcucdx        la- 


f 


et,  en  remettant  la  valeur  de  z , 

/laxdx  ia7 

(T^ji  =  im  +  2"  ,ue("  +  *)  +  c- 

302.  Pour  second  exemple  ,  cherchons  l'intégrale  de 

x7dx 

.  • 

x*  —  ax7  —  a7x  -H  a°  * 

en  égalant  à  zéro  le  dénominateur,  on  voit  que  tous  les 
termes  se  détruisent  dans  F  hypothèse  de  x  =  a  ;  donc  l'é- 
quation x*  —  ax*  —  a*x  -t-  a%  est  divisible  par  a:  —  a.  En 
effectuant  cette  division ,  on  trouve  pour  quotient  x*  —  a2  ; 
ainsi  la  quantité  à  intégrer  est 

x7dx  x7dx 


(x7  —  a7)  (x  —  a)       (x-\-a)(x  —  a)(x  —  a) 

x2dx 
(x —  «  )2  (x  -h  at) 
Nous  supposerons  donc 

*'  A  A'  B 

(36)     .         „u,„^^=TZr— :*  + 


réduisant  le  second  membre  au  même  dénominateur,  ou 
obtient 

x* _  A  (x  4-  a)  -h  A'(x3  —  a7)  -+- B  (.r  —  a)\ 

(.*._,*)*  (x -h  <i)  ""  (4T  +  «)(X  —  rt)2  ' 
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développant  et  égalant  entre  eux  les  coefficients  des  mêmes 
puissances  de  ;r,  on  obtient  ces  équations  de  condition, 

(37)    A'  +  B=i,      A~2Ba  =  o,      Art  —  AV-4-Ba2  =  o. 

Si  Ton  multiplie  la  première  par  a%  et  qu'on  l'ajoute  à  la 
troisième ,  on  aura 

A  a  -f-  2  B  à1  =  a2  ; 

celle-  ci ,  à  son  tour,  étant  ajoutée  à  la  seconde  des  équa- 
tions (37)  multipliée  par  a,  on  trouve 

rt2  =  2  A  a     et     A  ±z  \  a  ; 

mettant    cette  valeur   de  A  dans   la  seconde    des   équa- 
tions (37) ,  on  obtient 

et  par  conséquent  la  première  donne 

1       3 

A=,"4  =  4; 

au  moyen  des  valeurs  de  ces  constantes,  l'équation  (36), 
multipliée  par  dx,  devient 

x2dx  adx  3dx  àx 


(x —  af(x-{-a)        i{x  —  a)-       ^(x — a)       4(•r^"/,) 

n         •      /  adx  r 

Pour  intégrer  — ; r  *  nous  terons  x —  a  =  z ,  et  cette 

,      .       ,       rtdz       rtz~2  .  .     , 

expression  deviendra — -  = dz,   et  aura    pour  inte- 

2  Z  2 

gralc(art.  262) 

nz~x  a  a 


2  2Z  2(x  —  «)" 

donc 

Ç .         x7dx  a  3  . 

/  (*_-„)'(.*  +  ,,)  -  "~  2(.r-«)  ^  4      g  (^'  ~  "' 

-f-  ^  lo#  (  .v  -f-  rt  )  -h  constante. 
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303.  .On  opérera  de  la  même  manière  si ,  dans  le  déno- 
minateur, il  y  a  plusieurs  groupes  de  racines  égales.  Soit, 
par  exemple, 


a 


dx  a  dx 


(.r2— -i)2  —■  (.r  —  i)2(x-+-  i)2  ' 
nous  supposerons 

a  _       A  A'  B  B' 

et,  en   réduisant   au   même  dénominateur,  nous   trouve- 
rons 

a 


*     (a:-i)'(.r-hi)' 
__  A(a?-M)2-f-A'(.r  —  i)(j  +  iV+B(j:-  i  )M- B' (.r  4- 1  )  (*  —  t)J 

""  (x  —  l)2(x  -+-l)J  ' 

supprimant  les  dénominateurs  et  développant  les  numéra- 
teurs, nous  trouverons  ces  équations  de  condition  : 

A'-+-B'  =  o, 

A4- A' -h    B  —  B'=:o, 

2A-A'-2B-B'  =  o, 
A  —  A' -H     B  4-  B'  -==  * . 

La    première  de   ces  équations   réduit    la    troisième   à 
2  A  —  2B  =  o,  donc  A  =  B  ;  la  seconde  réduit  la  quatrième 

à  îA-h2B  =  fl;  de  ces  équations  on  conclut  A  =  7  =  B , 

4 

par  conséquent  la  quatrième  devient  B'  —  A'  =  \  a  ;  cette 
équation  étant  combinée  avec  la  première ,  on  trouve 

Au  moyen  des  valeurs  de  ces  constantes,  la  différentielle 
proposée  devient 
i      [      dx 

4°  U^"')2  '  ( 


dx  dx  dx     I 

+  . tt, 1 

x  4-i)*        r  —  »        x  -f- 1 J 
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On  intégrera  les  deux  premières  de  ces  expressions  par  les 
règles  des  art.  270  et  262,  et  les  autres  par  logarithmes, 
et  Ton  trouvera 


/adx  i  I - î —  | 
z=  ja  \  x  —  i  x  -\-  \  I 
t*1-'^      *      L-log(x-.)-hlog(x  +  ,)J 


G. 


304.  Avant  que  d'examiner  le  cas  où  le  dénominateur 
contient  des  racines  imaginaires ,  faisons  quelques  obser- 
vations sur  ces  sortes  de  quantités;  considérons  d'abord 
l'équation 

{  39  )  x7  -+-  px  -f-  g  =  o , 

et  cherchons  les  conditions  nécessaires  pour  que  les  racines 
de  cette  équation  soient  imaginaires  :  en  la  résolvant ,  on 
trouve 


~Wf-. 


La  première  condition  nécessaire  pour  que  cette  valeur 
de  x  soit  imaginaire,  est  que  le  dernier  terme  de  l'équa- 
tion (39)  soit  positif;  car,  s'il  était  négatif,  l'expression 
—  q,  qui  est  sous"  le  radical,  changerait  de  signe,  et  le 
radical  n'affectant  alors  que  des  quantités  positives ,  x  ne 
pourrait  être  imaginaire.  Cette  condition  étant  remplie, 

x  sera  imaginaire,  si  q  surpasse  7  p*.  L'excès  de  q  sur  7  p* 

étant  alors  une  quantité  essentiellement  positive,  repré- 
sentons-le par  |5%  puisqu'un  carré  est  toujours  positif  :  nous 
aurons 

faisons  -  =  a   pour   éviter  les    fractions,    cette   équation 
deviendra 


q  =«=4-  p2; 
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substituons  ces  valeurs  de  p  et  de  q  dans  la  proposée,  nous 
trouverons 

(4o)  x'-haajr-t-a2-!-  p-  =  o. 

Cette  équation  étant  résolue,  donne 

(40  x^  —  adzps/-^; 

ses  deux  racines  sont  donc 

—  a  -h  p  y^T       Ct       —  a  —  p  v/—^> 

ce  qui  montre  que  ces  racines  sont  disposées  par  couples, 
de  telle  sorte  que  l'une  étant  connue,  fait  connaître  l'autre 
en  changeant  le  signe  de  la  partie  imaginaire. 

305.  En  général,  une  équation  peut  avoir  plusieurs 
couples  de  racines  imaginaires,  et  chaque  couple  donnera 
lieu  à  un  facteur  du  second  degré ,  de  la  forme 

(4»)  j;î+2ax  +  a5+p1. 

306.  Quelquefois  les  racines  imaginaires  sont  égales,  au 
signe  près  ;  c'est  ce  qui  arrive  lorsque  a  =  o  5  alors ,  l'une 

des  racines  est  j3  y^ —  1  et  l'autre  —  (3  y/ —  1 ,  et  le  fac- 
teur (4a) ,  du  second  degré,  se  réduit  ào;!  +  (S!. 

307.  Pour  donner  un  exemple  d'une  équation  dont  les 
racines  sont  imaginaires,  je  prends  Féquation 

x2  —  6  a x  -+-  1  o  a2  =  o  ; 
en  la  résolvant ,  je  trouve 

x  =z  3a  zh  ^ —  a1  ==  3  a  ziza  s] —  1  ; 
comparant  cette  valeur  de  x  avec  l'équation  (  4 l)  î  ja* 

—  a  =.  3a  ,  '  p  =  a  ; 
donc,  dans  le  cas  présent,  l 'équation  (4^)  devient 

x2  —  (yax  -\-  C)a2  -{-  a'1 . 


"> 
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306.   Au  reste,  quand  on  a  une  équation  telle  que 

xs  -h  4X  -î-  12  =  o, 

dont  les  racines  sont  imaginaires  (*)  -  on  peut  la  comparer 
immédiatement  à  la  formule  (4a) .  et  Ton  aîa  =  4,  donc 
a5  =  4  ;  si  l'on  retranche  4  ^e  I2  -  il  reste  8  pour  (3f,  et 
l'équation  proposée  peut  se  mettre  sous  la  forme 

m 

Le  terme  8.  à  la  vérité,  n'est  pas  un  carré  parfait;  mais 
alors  on  le  regarde  comme  celui  de  \'8. 

309.  Occupons-nous  maintenant  de  l'intégration  des 
fractions  rationnelles  dont  les  dénominateurs  renferment 
des  facteurs  imaginaires  :  et .  pour  commencer  par  le  cas  le 
plus  simple,  considérons  celui  où  il  n  y  a  qu?une  couple  de 
racines  imaginaires  dans  le  dénominateur  :  supposons,  par 
«•xemple ,  qu'après  avoir  décomposé  le  dénominateur  en  ses 
facteurs,  on  ait  trouvé 

P  +  Qx  +  Rj-?  -h  Sjt .  .  . 

{x  —  a)  [x  —  b).\  .  <x  —  h    (x3  +  aa*-i-a'  +  6'J     x'9 

on  égalera,  comme  nous  l'avons  déjà  fait  (art.  300),  cette 
fraction  à  cette  suite  de  termes  : 

Adx        Bdx  Hd*  Mjf  -+-  N 


-*"~  .A-'*"*"-  A  "*"_*      .       «„~       .       -2       .       *>*     ^JT, 


x  —  a     x  —  b  x  —  //  '  x7  -f-  9.  'jlx  -f-  a2  -f-  63 

et  ayant  déterminé  les  constantes  A ,  B, . . . ,  H,  M,  N,  par 
le  procédé  que  nous  avons  employé ,  tous  ces  termes ,  hors 
le  dernier,  s'intégreront  par  logarithmes;  à  l'égard  de  ce 
dernier,  il  s'intégrera  de  la  manière  suivante  : 

On  remarquera  que.z2-|-2a.r-r-aî  étant  un  carré  par- 
lait, le  terme  à  intégrer  peut  s'écrire  ainsi  : 

Mi  -f-  N 


x-\-  a)2  -f-  ÇJ 


x. 


'  *  )  On  le  reconnaît  lorsque  les  condition  de  l'art.  304  sont  remplies. 
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Et,  en  faisant  x-f-ar  =  z%  il  devient 


s «3  : 


et,  en  nommant  P  la  partie  constante  >  —  Ma ,  il  se  réduit  k 

Ms-+-P  , 

cette  expression  se  décompose  en  celles-ci  : 

Mzdz  Pdz 


Pour  intégrer  la  première ,  nous  observerons  que  zàz  étant 
la  différentielle  de  z1  +  c%  à  un  facteur  constant  près,  on 
peut  (art.  271  )  supposer  s*  -|-  o!  =  y .  ce  qui  nous  donnera . 
en  différentiant, 

zaz  =  — —  : 

M  d  v 

substituant  ces  valeurs,  nous  obtiendrons ,  dont  Tin- 

tégrale  sera 

^logr=M|0g(,.  +  e.)  =  ^log[(xH-a)'+^l 
M 

=  — log  'x:-f-  2ax+  *:-H  SJ) 
=  M  log  (j!+2ax+a2+S!)î 


=  M  log  yV-f-  2  aj'  +  a'+  €2. 

P  dz 
A  l'égard  de  l'expression  — — — ,  en  divisant  ses  deux  termes 

par  6%îlle  peut  se  mettre  sous  cette  forme  : 

àz 

p       T 


S      z- 


v  +  l 


ta 
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et  l'on  voit  que  son  intégrale  est 


P        /  z 

-  arc  I  tang  =  g 


N  —  Ma  /  .r 
arc  (  tang 


6 


-■)' 


donc,  enfin, 


(43) 


J  *> 


'MjcH-N 


-h  2a.r-t-a2-f-ê2 


i\x 


M  log  ^a 


N— Ma       /  x-{-ol\ 

a.r-f-aM-6'  H — arcl  tang  =  — —  j- 


310.   Prenons  pour  exemple  la  fraction  — dx  :  le 

iv  I 

dénominateur  ayant  x  —  i  pour  facteur,  nous  trouverons 
l'autre  facteur  parla  division ,  et  la  fraction  proposée  pourra 
se  mettre  sous  la  forme 

a  H-  bx  . 

/ ; :  (» x  j 

.r'+^  +  i  étant  le  produit  de  deux  facteurs  imaginaires, 
ainsi  qu'on  peut  le  reconnaître  en  résolvant  l'équation 
x*  -h  x  -+- 1  =  o ,  nous  écrirons 

a  ~h  bx  __      A  M.r  -|-  N 

(.r — ijfx'  +  jj+i)       .r  —  i        ar2-H#-|-i 

réduisant  au  même  dénominateur  et  opérant  comme  nous 
l'avons  indiqué,  nous  trouverons 


a  -hb 

A  =  — « —  5 


fl  +  i  __         b  —  la 

M  =  —  i — —  ,      N  = ; 

3  3 


nous  décomposerons  ensuite  le  facteur  x*  -f-  x  -f- 1  en  fac- 
teurs simples,  en  le  comparant  à  l'expression  (42),  ce  qui 
nous  donnera 

et  par  conséquent 


a 


-vl- 
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substituant  ces  valeurs  et  celles  de  M  et  de  N,  dans  l'équa- 
tion (43) ,  qui  nous  donne  la  seconde  partie  de  l'intégrale, 
et  observant  que  la  première  est 

/Aâx        a-hl>.      , 
__  =  -_log  (*-,), 


nous  trouverons 


t1  -+-  x  -4-  1 


31 1 .  Lorsque  la  fraction  aura  dans  son  dénominateur  des 
facteurs  imaginaires  égaux,  elle  contiendra  un  ou  plusieurs 
facteurs  du  second  degré,  de  la  forme  (x^-hzax-hof-hë1)13. 
suivant  qu'elle  renfermera  un  ou  plusieurs  groupes  de  fac- 
teurs imaginaires  égaux.  Le  facteur 

correspondra  à  cette  suite  de  termes 

H+Kr  H'H-K'x 


(44)   {  H"-4-K".r  H,-+-K,x 


ayant  opéré  de  même  pour  les  autres  groupes  de  facteurs 
égaux ,  on  déterminera  les  constantes 

H ,   K. ,   H,    K. ,    H  ,    K.  ,  .  . .   H| ,   K.| , . . . , 

comme  précédemment. 

On  multipliera  ensuite  par  dx9  et  il  ne  s'agira  plus  que 
d'intégrer  chaque  terme  séparément,  ce  que  l'on  pourra 
toujours  faire  lorsqu'on  saura  intégrer  le  premier  terme  de 
la  suite  (44)  multiplié  par  dx ,  puisque  tous  les  autres  soiu 

i5. 


4 
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de  même  forme.  Pour  cet  effet ,  nous  écrirons  ainsi  ce  lerme  : 

H-4-  Kjc 

[(.t  +  «)'  +  6^    *' 

faisant  j  +  a  =  :,  il  deviendra 

H  —  Ra  +  Rz  _ 
d:  ; 

et,  en  nommant  M  la  partie  constante  H — Ka,  on  aura  à 
intégrer 

M  +  Rs   j 
(6'  +  z')Pd"' 

Celte  fraction  peut  se  décomposer  en  ces  deux-ci  : 

Kzdz  Mdz 


i  K  y-J+« 
P 


Pour  intégrer  la  première,  comme  s  dr  est  la  différentielle 
de  z%  ■+-  6*,  à  un  facteur  constant  près,  nous  supposerons 
s*H-  6*  =  y  (art.  271) ,  et  nous  aurons  zàz  =  \  à.  y;  sub- 
stituant, on  obtiendra 

J^-hz2)?       ,/   2       j'        a     J  *  ^         2     1  — 

—  _  K  : ! i — «+_  r 

""2  i  —  p  a(i  —  /?)(62-hz2y-  ^u* 

312.  Il  nous  reste  à  intégrer  — —  :  ou  plutôt, 

!  o    "t-  Z    J« 

(45)  Mp4-2,)-/,(lz« 

Pour  parvenir  à  cette  intégrale  (Note  VII),  nous  la 
déduirons  de  celle  de  f  (6J  -i-  z'J^dz,  de  la  manière  sui- 
vante : 

En  diminuant  l'exposant  p  d?une  unité,  c'est  diviser  par 
6f-r-zf$  par  conséquent,  en  multipliant  en  même  temps 
par  la  même  quantité,  nous  aurons  l'équation  identique 

(6»  4.  z*y  dz  =  (€2  -h  z2)/>-'  (6»  -h  z2)  dz; 
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et,  en  exécutant  la  multiplication  indiquée  dans  le  second 
membre ,  il  viendra 

(ê2  -+-  z*)Pdz  =  ê2  (<S2  -h  z7Y~x  i\z  -h  (6«  4-  z1  )P~y  z2dz-y 
intégrant,  on  aura 

(46)  f  {&  +  z')p dz  =  Vf  (fr  +  z^-1  Az+f  (V-hz^-y-*  z*dz. 

Des  deux  intégrales  qui  sont  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  nous  laisserons  la  première  sous  le  signe 
qui  l'indique;  à  l'égard  de  la  seconde,  nous  y  applique- 
rons l'intégration  par  parties.  Pour  cela,  eu  multipliant  et 
en  divisant  par  2  l'expression  (ë*  -+-  z*)9*'1  z'dz,  nous 
l'écrirons  ainsi  : 

(47)  -  (6a  -\-zl)P~x  izdz; 

alors  (6*  -|-  z*)?"1  izdz  sera  la  différentielle  de > 

1  P 

de  sorte  que  l'expression  (47)  deviendra 

z        (&  +  z*Y 

-  .  il —  : 

2  p 

eu  la  comparant  à  la  formule  (art.  279) 

f  udv  =  iiv  — f  vdiiy 

de  l'intégration  par  parties,  nous  ferons 

z                (&+z*Y 
u  z=  -  ,      v  =  x 5 

2  p 

et  nous  trouverons 

j 2  ^   p     j    p    * 

Substituant  celte  valeur  à  la  place  du  dernier  terme  de 
l'équation  (4^),  et  mettant  les  constantes  en  dehors  du 
signe  d'intégration,  cette  équation  (46)  deviendra 

/  (6*  -h  z*ydz=i  6»/(62  -f-  t'Y'1  d« 

2  /»  2/;  •'    x  ' 


^3o  CALCUL    IMÉGKAL. 

transposant  le  dernier  terme  dans  le  premier  membre,  et 
réduisant ,  on  trouvera 

2/>      J  '  2         p  J 

on  tire  de  cette  équation 

/*  l&  +  z*f-ldzz= Z—  (€s  -+-***  -h  ±±±£  /  (62  -h  z*ydz; 

faisant  p  —  i  =  —  /?  .  et  par  conséquent  p  =  i  —  /^ ,  on  a 
enfin 

Au  moyen  de  cette  formule ,  on  fera  dépendre  l'intégrale 
de  (o1  H-  z*)~pdz ,  d'une  autre,  dans  laquelle  la  valeur  nu- 
mérique de  l'exposant ,  au  lieu  d'être  p ,  sera  moindre  d'une 
unité  ;  par  la  même  formule ,  on  fera  dépendre  ensuite  l'inté- 
grale de  (P  +  z»)-(HJdx,  de  celle  de  (S1+js1)-^«d*, 
ainsi  de  suite;  de  sorte  qu'après  chaque  substitution, 
l'exposant  de  la  partie  intégrale  diminuant  d'une  unité, 
il  ne  restera  plus  en  dernier  lieu  qu'à  intégrer  l'expression 

(es-f-*M-,dz  =  r-^i-  : 

v  6*  _i_  -ï 


or,  nous  avons  vu  (art.  276)  que  l'intégrale  de  cette  expres- 


sion était 


On  ne  cherche  pas  à  faire  dépendre  l'intégrale 

/(S'H-s'J-'ds,     de  celle  de     /(6*-f- s-f  dz; 
quantité  qui  se  réduit  à  z  ;  car,  si  dans  la  formule  (48)  on 


"\ 
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faisait  p  =  i ,  le  terme 

deviendrait  infini. 

313.  11  résulte  de  cette  théorie  que  l'intégration  de  toute 
fraction  rationnelle  ne  dépend  que  de  ces  trois  sortes  de 
formules  : 

i  °.  /'  xm  à  x  =. ; 

J  m  4- 1 


2". 


J^7=l06("  +  "); 


_                                     [*     dx  i  /  x\ 

3°.  /  — =  -  arc    tang  =  -    ; 

c'est  pourquoi  on  dit  que  toute  fraction  rationnelle  peut 
toujours  s'intégrer  ou  algébriquement,  ou  par  logarithmes, 
ou  par  arcs  de  cercle,  ou  par  le  concours  de  ces  moyens. 

314.  Nous  terminerons  celte  théorie  par  un  exemple  qui 
renferme  tous  les  cas  :  soit  donc  la  fraction  rationnelle 

P-r1"  -h  F**-1  -h  V"xm-'  4-  .  .  .    _ 

— — — — — ^— — — — — — — — — — — — — ^— —  (I  x 

RR  R  ...  SS  . . .  Tï  . . .  U  U  . . . 
dans  laquelle  on  a 

R    =  x  —  a, 

R'  =x—by 

x»//  ,   ___         }  /acteurs  réels  inégaux^ 


i 


S  =(*-«)-,   1 

S'  =  (  x  —  d  )n ,    >   facteurs  réels  égaux; 

T   =i2+2aj:  +  aî+ê2, 

T'  =  x2  -)-  2oi  x  ~+-  y.'1  -h  G'%   J    facteurs  imaginaires  inégaux; 

U  =  (x7+  i  a,  x  -f-  a;  +  62)/', 

U;  =  (a;^  2  a„a;H-  aj  +  S2)?,   \  facteurs  imaginaires  égaux; 
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on  supposera 

P^-hP'^1""*'  -i-P^jf^-M- A  B 


RR'R"...SS'...TT'..    UU'  x  —  ax  —  bx  —  c 


E  E'  E" 


(x —  e)m       (x  —  e)m~x        (x  —  e) 
F  F'  F" 


m— 2 


•     • 


(*—/)"  (*— /V*-1  (*—/)* 


— 2 


G-hH*  K-hLx 

-f-  -r- ; : — tt—zt.  -K  • 


,r7-f-2a.r4-a2-h62       x2  -+-  2  a'  .r  -+-  a'2  -4-  ê'2 


"*"  (a;,4-2a/ar+a/î+6/7  +  a:î  +  (2a,1r  +  a,2  +  6,2)**-1  "+""" 
P  +  Qj:  p'-j-Q'.* 


et  ayant  réduit  au  même  dénominateur,  on  opérera  comme 
nous  l'avons  expliqué. 

De  l'intégration  des  fractions  irrationnelles. 

315.  Lorsque  dans  une  expression  différentielle,  qui 
contient  des  radicaux,  on  peut,  à  l'aide  d'une  transforma- 
tion, faire  évanouir  les  radicaux,  l'intégration  sera  ra- 
menée à  celle  des  fractions  rationnelles. 

On  peut  toujours  faire  évanouir  les  radicaux  qui  n'affec- 
tent que  des  quantités  monômes  :  le  procédé  que  l'on  em- 
ploiera ,  pour  y  parvenir,  sera  le  même  que  celui  dont  nous 
allons  faire  usage  dans  l'exemple  suivant  : 

Soit 

P= L—cl^',     ou  plutôt     — — -ax; 

\x  —  sjx  xl  —  jpT 
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on  réduira  les  exposants  fractionnaires  au  même  dénomina- 
teur, et  ayant  trouvé  que  le  dénominateur  commun  est  6, 
on  supposera  x  =  z6,  alors  on  aura 

\fx  =  zzi      y~x  =.  z1 ,      t\x  =  6z5dz; 
substituant  ces  valeurs ,  on  trouvera 

on  intégrera  cette  expression  par  la  méthode  des  fractions 
rationnelles,  et  l'on  substituera  ensuite  dans  l'intégrale  la 
valeur  de  s  en  j:. 

316.  U  n'en  est  pas  de  même  lorsque  le  radical  affecte  un 
polynôme  $  cependant  on  peut  intégrer   toute  expression 

en  x9  qui  renferme  v^A -h  Bx -4-C.x*r  c'est-à-dire  toute 
expression  de  la  forme 

F(x,   ^A-t-B-r  +  Cr^d-ir. 

Il  peut  arriver  deux  cas  :  le  terme  Cr*  sera  positif  ou  né- 
gatif; s'il  est  positif,  on  écrira  ainsi  le  radical. 


,.-      /A       Bx 


si  ce  terme  est  négatif,  nous  le  regarderons  comme  le  pro- 
duit de  -j-  C  par  — x*,  et  alors  le  radical  pourra  se  mettre 
sous  cette  forme , 


*Vî 


A       B 


pour  simplifier,  faisons 


A  B 


nous  aurous  donc  à  intégrer  les  deux  expressions 

F(x,  \J a -\- bx  +  x1)  d.v ,      F(x,  \ja-\- bx  — jc1)  Ax  . 
Occupons-nous  d'abord  de  la  première. 


■> 
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Notre  bul  étant  d'obtenir,  par  une  transformation,  les 

valeurs  de  x,  de  d.x  et  de  \Ja  -f-  bx  -f-  *%  en  fonction  ra- 
tionnelle d'une  nouvelle  variable  z,  nous  supposerons 


(49)  s/a-hbx-hx7=z  z  +  x  (*), 

parce  qu'en  élevant  au  carré ,  les  termes  en  x%  se  détrui- 
sant, il  nous  restera  entre  z  et  x  une  équation  du  premier 
degré,  de  laquelle  on  pourra  tirer  les  valeurs  de  x  et  de  dx 
en  fonction  rationnelle  de  z.  Elevant  donc  l'équation  (49) 
au  carré,  et  supprimant  les  termes  en  x*,  on  obtient 

(  5o  )  a  •+-  b x  =  2  xz  -+-  z7 , 

d'où  l'on  tire 


z2' —  a 


(Si)  x  =- . 

*         '  O  2  3 

au  moyen  de  celte  valeur,  l'équation  (49)  devient 


z1  —  a 


! .  4>    —  Il 

Si  a  +  bx  •+•  x7  =   : -+-  z  ; 

b  —  iz 

ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 


, „   x  / i (z7  —  bz  -f-  n ) 

(52)  da  +  bx-hx7  =  —  - ; '• 

x       '  b  —  23 

Il  nous  reste  à  déterminer  d  x  en  z  :  pour  cela  nous  difle- 
rentierons  l'équation  (5o) ,  et  nous  obtiendrons 

bdx  •=  2  .r  d  3  +  2  3  <1  .r  -+-  2  s  d  z , 

d'où  nous  tirerons 

(b  —  2z)  d  x  =  2  (x  -+-  z)  dz  ; 

et  si  l'on  élimine  le  radical  entre  1  équation  (49)  et  l'équa- 
tion (5a) ,  on  aura 

(z7  —  bz  -+-•/) 
.r  -+-  3  =  — : 

b  —  2  3 


(*)  On  pourrait  aussi  égaler  le  radical  à  z — x,  puisqu'on   élevant  1* 
deux  membres  au  carré,  les  termes  en  x'  s'évanouiraient  également. 


1 
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substituant  cette   valeur  dans  l'équation   précédente,  on 

trouvera 

,,  x  ,  2  (V—  bz  +  a) 

(b —  2z)djr=r- i— - -dz, 

et 

2  (z1  —  bz  -h  a)  . 

317.   Prenons  pour  exemple 

d  x 


x  y^A-h  Bx-hCr' 


nous  écrirons  ainsi  cette  expression  : 

dx 


\Zcx^^  +  ^  +  -ïl 

en  faisant  -  =  a  et  -  =  i.  L'équation  (53),  divisée  par 

l'équation  (52),  nous  donnera,  après  avoir  réduit, 

dx  2dz 


y/a  +  bx-\-  x1        b  —  iz 
et,  en  divisant  par  l'équation  (5i),  on  aura 

dx  làz 

- —    -_ ; 

x  y  a  -f-  bx  -f-  x1       z  —  <l 

multipliant    les  dénominateurs   par    v^C,    celte   équation 
deviendra 

dx 

■r  y/C  sj a  -h  bx  -f-  .r2 
OU 

dx  idz 


7—  ' 


x  ^A4-B.r  +  C^         (z1  —  a)  y/C 

fraction  qui  s'intègre  par  la  méthode  des  fractions  ration* 

nelles,  puisqu'on  peut  regarder  y^C  comme  une  constante 
ordinaire. 
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318.  Pour  second  exemple,  prenons  d  jc \: m* -\- x* :  en 
comparant  le  radical  à  celui  de  la  formule  (52),  nous 
avons  a  =  m*,  b  =  o ,  et  en  mettant  ces  valeurs  dans  les 
équations  I  52  i  et  f  53  ) .  nous  trouverons 


m-         .  z-  -T-  m-  : 


\  m'  -f-  x-  = ■ •       dx=  —  - -  d  z  : 

1Z  2.Z1 


rlonc 


/«■ 


d  x  \  nr  -f-  x-  = _— — —  de. 

43" 


Lorsqu'on  aura  intégré  cette  expression  rationnelle,  on  v 
substituera  la  valeur  de  z  en  x. 

319.  La  méthode  précédente  ne  peut  servir  quand  Cx' 
est  négatif,  car  en  opérant  comme  ci-dessus,  on  aurait 


/A       B 


V' A  +  Bx  -  Cx-  =vCW^-r-.r-x\ 

,   ,  A       B 

et  eu  nommant  par  a  et  a  les  constantes  —  et  —  .  on  trou- 

verait 


V'A-4-Bx— -  Cr'  =  vOy'a-f-  bx  —  x-. 


Or,  si  nous  supposions  \  a  -f-  bx  —  x*  =  x  -+-  z ,  en  élevant 
au  carré  les  deux  membres  de  cette  équation ,  les  termes 
en  x*  ne  s'évanouiraient  pas.  et  alors  la  valeur  de  x  en  z 
serait  irrationnelle.  Pour  traiter  ce  cas .  nous  remarquerons 
préli  mi  n  ai  renient  que  le  polynôme  a -t- bx  —  x*  est  dé- 
romposable  en  facteurs  réels  du  premier  degré  (*). 

'     Pour  le  démontrer,  nous  écrirons  ainsi  ce  polynôme  : 

—  (or  —  bx  —  a  ), 

*ft  nous  trouverons  tes  facteurs  de  x1  —  bx  —  a  y  en  égalant  a  2^ro  cette  ex- 
pression, ce  qui  nous  donnera 

b   ,        Ib* 


> 
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Soient  a  et  a!  les  racines  de  l'équation  x1 —  bx  —  a  =  o  ; 
nous  a#rons,  d'après  les  propriétés  des  équations, 

x*  _  bx  —  a  =  (x  —  a)  (jr  —  a'),        (ZVoft?  VIII) 

et  par  conséquent,  en  changeant  les  signes, 

a  -\-bx  —  x2=  —  (x  —  a)  (x  —  a')  =  (x —  a)  (a'  —  x); 

substituant  celte  valeur  dans  le  radical ,  nous  supposerons 


(  54  )  vV  —  *)(«'  —*)  =  (■*  —  «)  s  ; 

cette  équation  élevée  au  carré,  nous  donne 

(x  —  a )  (a'  —  x)  =  [x  —  a)2  z1  ; 
et,  en  supprimant  le  facteur  commun  ,  on  a 

(  55  )  a'  —  x  =  (  x  —  a  )  z-, 


d'où  Ton  tire 


a  -h  ocz' 


*  donc 


z- 


.r  — a  =  — — a, 

z1  -f-  1 


et,  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

(56)  X_a  =  L=f; 

cette  valeur  étant  mise  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (54)  ?  011  obtient 

(57 )  ^(*-«)(»'_x)  =  ^  ,. 

2    -f-  I 


donc,  par  la  propriété  des  équations  {voyez  la  Note  VIII), 

et  puisque,  par  hypothèse,  a  représente  une  quantité  positive,  les  facteurs 
qui  composent  ce  produit  ne  peuvent  être  imaginaires.  Au  reste,  sans  ré- 
soudre l'équation  x*  —  bx  —  a  =  0,  on  peut  conclure ,  d'après  le  signe  de 
son  dernier  terme  (art.  504),  qu'elle  a  ses  racines  réelles. 
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aurons 

p_ 
(5g)  .t^1  (a  -h  bx*)?  dx. 

Pour  rendre  cette  expression  rationnelle ,  nous  ferons 

((io)  a  ~f-  bx*  =  z?, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

(a  -h  bxn)iz=.  3, 

et  par  conséquent 

p 
{61)  («4-  for")*  =  s'. 

L/ équation  (60)  étant  différentiée ,  nous  donne 
(62)  bnx*-x  àx  =  qzfl-1  ds; 

la  même  équation  (60)  élant  résolue  par  rapport  à  x,  on  a 

2'  —  a  \  » 


donc,  en  élevant  les  deux  membres  de  cette- équation  à  la 
puissance  m ,  on  obtient 


m 


Xm 


[zi  —  a\n 


difiercntiant  les  deux  membres ,  mettant  les  constantes  en 
dehors,  et  divisant  par  m,  on  trouve 


a   IzH  —  a\n 

substituant,  dans  l'équation  (5p),  cette  valeur  ainsi  que 

p 
celle  de  (a-{-  bx")"* ,  donnée  par  l'équation  (61),  on  a  enfin 

m 


"^ 
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Cette  expression  est  rationnelle  lorsque  —  est  un   nombre 


entier  positif^  car  alors  — 7 —  est  élevé  à  une  puissance 

entière,  et  Ton  peut  réduire  l'expression  (63)  à  un  nom- 
bre limité  de  monômes ,  qui  sont  intégrables  chacun  par 

l'art.  262  ou  par  l'art.  268.  Si  —  est  un  nombre  entier 

négatif,  l'expression  (63)  devenant  aussi  rationnelle,  on 
peut  l'intégrer  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles. 

324.   Prenons  pour  exemple  l'expression 

x*  [a  -4-  bx^Y  dx. 

Dans  ce  cas ,  nous  aurons 

/?  =  2  ,      çr  =  3,      m  —  i=5,      ou     /w  =  6 ,      *  =  2  ; 

par  conséquent  la  condition  d'intégrabilité  est  satisfaite. 
Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  (63),  nous  aurons 
à  intégrer 

*    ,             %                 3z'°  ,         3  a      ,         3  a2      , 
(z3  —  ayz*  dz  =  — =-  az —  z1  dz  -\ —  z*  dz: 


2  b3  v  '  ib*  b*  a  b 

donc 

r  Ki         l  ,Â,  3a1'         3az*       3«'zs       „ 

jxrK«-t-ux  }    ux         ^b%  8é»  IO#»^      * 

on  substituera  ensuite  dans  ce  résultat  la  valeur  de  ^  en  a:. 

325.  Pour  obtenir  une  autre  condition  d'intégrabilité, 
écrivons  l'expression  (59)  de  la  manière  suivante  : 


x™' 


"  I.  (£+ *)*■]' dx; 


et,  en  élevant  les  facteurs  du  produit  ( h  b  )  je",   à  la 
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P 

puissance  -,  nous  aurons 
9 

uj_  p  »p   ,  p 

1   i  a         ,  \  i  i  i 

j^-'x      I h  b  \    dx  =  x  (ax-*  +  b)    dx. 

Or,  d'après  la  démonstration  précédente ,  il  faut ,  pour  que 
cette  quantité  soit  intégrable,  qu'on  ail 

np 


m 

q 

-  =  nombre  entier, 


n 


ou,  en  exécutant  la  division  indiquée  . 

m       p  . 

\-  —  =•  nombre  entier. 

n         q 


32G.  Prenons  pour  exemple  l'expression  xk  d  x  \Ja  4-  bx*. 
En  écrivant  ainsi  cette  expression  , 

\_ 
x*-l(a  H-  bx*Y  dx, 

on  a 

//î  =  5,      n  =  3 ,     p  =  i ,     71=3, 

par  conséquent 

m       p       5       1 
/i        7       o       o 

donc  cette  quantité  est  intégrable.  Dans  ce  cas,    on  aura 

(art.  325) 

>-•  (a  -+-  bx*)T  dx  =  xh~i  (—H-  byxdx; 

et  en  réunissant  les  exposants  de  x,  cette  expression  de- 
viendra 

(64)  x»(rt.r-34-  b)*  dx\ 

faisant  ax~*  -f-  i  =  z8,  nous  trouverons 

(fl^  -h  &)a  =  z,      *~5  =  » 

a 


x>- 
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OU 

/  a         lM  l         *~  b 

la  dernière  de  ces  équations  nous  donne 

a 

X*  =  y 

d'où  l'on  tire,  par  la  ditïérentiation  . 

az:  dz 


dx  = 


multipliant  entre  elles  ces  deux  dernières  équations,  on  a 


a*z'dz 

rdi  =  - 


(V  —  tf1* 


cette  valeur  de  x5  dx ,  et  celle  de  (ox"~s  -f-  £)'  étant  substi- 
tuées dans  l'expression  (64).  on  trouve  enfin 

i**  — *y 

expression  qui  est  intégrable  par  la  méthode  des  fractions 
rationnelles. 

Des  formules  de  réduction  des  différentielles  binômes. 

5117.  Lorsque  l'équation  xm~l  dx  v<i  -h  bx*)r  ne  satisfait  pas 
aux  conditions  d'intégrabilité  que  nous  venons  de  prescrire ,  on 
peut  y  appliquer  l'intégration  par  parties,  de  la  manière  sui- 
vante: 

En  comparant  la  formule  fxm~x  dx  \<t  h-  bx*Y  au  premier  mem- 
bre de  l'équation  (art.  879) 

fu  dp  =  ««'  — jv  d  u , 

nous  supposerons 

x* 
(a-+-bxuY=uJ     xm~ldx  =  dç;     donc     i'= — ; 

m 

et  nous  aurons ,  en  mettant  les  constantes  en  dehors  du  signe  d'in- 

16. 
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ingrat  ion , 

/V"-'  dx  'a  -+-  b.t** 

.          xm        pnb    , 
=  la  +  bx"  P - —  tx*   a  -4-  /«-"V»-'  jt"-'  dx, 

ou  ,  en  réunissant  les  exposants  de  x  , 

Ifx"l-{dx.a  -h  bxH)P 
xf        unb    „ 
=  («-#-  Ax*^ - —  />-*-"-«  f<7  -h  £x"V>-'dx; 
m  m    J  ' 

d'une  autre  part,  on  a  l'équation  identique 

(«  -I-  bx»)P=  (<i-h  bxny~x  («-h  £x"), 

et,  en  exécutant  la  multiplication  indiquée,  cette  équation  donne 

[a-+-  bxn)P=a(a  -+-  tar,,)P-»-t-  ^r"   /i  -f-  àx"}?-1; 
multipliant  les  deux  membres  par  xn~x  d x,  on  trouve 

(  =  afxm-*dx{a  4-  bx»  f-x -\-  bfxm^n-xdx[a  -h  bx*Y-1. 

Au  moyen  de  cette  équation ,  on  peut  éliminer  le  dernier  terme 

de  l'équation  (65),  car,  si  l'on  multiplie  l'équation  (66)  par  —  > 

m 

et  qu'on  l'ajoute  à  l'équation  (65) ,  on  trouvera 


( 


H- —  )  fxm-ldx{a  -h  bx")P 


=  (a  -+-  bx*Y h— /r""'dj(a  -+■  bxn)P-1  ; 


m  m 


multipliant  par  m  et  divisant  ensuite  par  le  facteur  constant  du 
premier  membre ,  on  obtiendra 

fx"1-*  dxia  -h  bxn)P  =  , r  (  a  -f-  bx»  )p 

(67  )  {  na 

m  -\-pnJ  v  ' 

Par  cette  formule ,  on  pourra  donc  faire  dépendre  l'intégrale 
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de  x"l~xàx[a  -+-  bxn)P,  d'une  autre  dans  laquelle  l'exposant  qui 
affecte  la  parenthèse  sera  moindre  d'une  unité. 

Si  dans  cette  formule  on  met  ensuite  p  —  i  à  la  place  de  />,  l'in- 
tégrale de  xm~l  d x  (a  -+-  bxn)P~x  dépendra  de  celle  de 

j^-'dx(«  -h  bxn)P~7; 

par  un  même  procédé,  celle-ci,  à  son  tour,  dépendra  de  celle  de 
x™—1  dx(n  -f-  bxn)P~3,  et  ainsi  de  suite  :  de  sorte  que  l'exposant 
de  la  parenthèse  sera  successivement  py  p  —  i ,  p  —  ?. ,  p  —  3,..., 
p  —  n.  (Par  n,  nous  représentons  le  plus  grand  nombre  entier 
contenu  dans/?  que  nous  supposons  fractionnaire).  Si  Ton  peut 
obtenir  l'intégrale  de  «r""-'  d  x  (a  -+-  bxn)P-'n9  on  aura  celle  où  l'ex- 
posant de  a  +  bx"  est  plus  fort  d'une  unité ,  et  ainsi  de  suite,  jus- 
qu'à l'intégrale  de  xm~x  dx(a  +  bx*)P,  qu'on  obtiendra  de  cette 
manière ,  en  un  nombre  limité  de  termes  algébriques. 
Si  p  était  négatif,  l'équation  (67  )  donnerait 

fxm^xdx{a  H-  bxny-t 

__  — X"  [a  4-  bxn)P^-  (m  -+•  pn)  fx™-1  dx(a  -f-  bx")P 

pna 

faisant  p  —  1  =  p,  on  aurait 

!/>*-'  dx(a  -f-  bxn)P 
_~xm(a+bxn)P+x+[m+(p+\)n\fx'n-xàx{a+bxnY- 
(p  -h  1)  nti 


■1 
-  ? 


formule  dans  laquelle,  si  Ton  fait/?  négatif,  l'intégrale  proposée 
dépendra  d'une  autre  dans  laquelle  l'exposant  de  la  parenthèse 
sera  plus  près  de  zéro  d'une  unité. 

528.  On  peut  aussi  diminuer  l'exposant  de  x,  hors  de  la  pa- 
renthèse. Pour  cet  effet,  on  égalera  entre  eux  les  seconds  mem- 
bres des  équations  (65)  et  (66) ,  vu  que  les  premiers  sont  égaux , 
ce  qui  donnera 

xm        t)u  b 

[a  -+-  bxn)P ' /V"-*-*-'  [a  +  bx")P-  '  d-r 

m  m   ' 

==  afx™-'  àx[a  -h  bxu)r-1  -+-  bfx™1-*-1  dv(a  -f-  for"  )/•-', 
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d'où  Ton  tirera 

(t>-h  —  \  Jjr+*- 1 1 a  -t-  bx*f-*dx 

x* 
'  =  <a  -h  bx*Y aijr~x  dxfa  -+-  bx*Y~x9 

m  *  v  ' 

et  par  conséquent, 

fû-H  bx*Y x* —  mafxm-tdx(a  -f-  bx*Y~l 

b  (  m  -+-  pn  ) 

faisons  m  -+-  n  =  m,  p  —  i=/>,  celte  équation  deviendra 

t  fxm~>  dx  (a  -f-  bx*Y 

(69)   '        (a+bx»y*lxm-R--(m'-ri)afxm-*-tdx(a-hbx*Y 
("""  b(m+pn) 

Au  moyen  de  cette  formule ,  l'intégrale  dépendra  d'une  autre  dans 
laquelle  la  partie  x"-1,  hors  de  la  parenthèse,  deviendra  .s"-"-1; 
cette  seconde  intégrale  dépendra  à  son  tour  d'une  troisième,  dans 
laquelle  la  partie  hors  de  la  parenthèse  sera  m  —  2/1  —  1  :  en 
continuant  ainsi ,  les  exposants  de  x  hors  de  la  parenthèse  seront 
successivement  m  —  1,  m  —  n  —  i,/w  —  2/1  — 1,  m  —  3/i  — t,..., 
m  —  rn  —  1 .  (Par  rn9  on  entend  le  plus  grand  multiple  renfermé 
dans  m.) 

A  la  dernière  de  ces  opérations,  F  ex  posant  de  x  hors  de  la  pa- 
renthèse, dans  le  second  membre  de  l'équation  de  réduction,  sera 
donc  m  —  rn  —  1  ;  par  conséquent  x ,  dans  le  premier  membre 
de  cette  équation ,  aura  pour  exposant  m  —  (r  —  \)  n  —  1  :  ainsi , 
en  faisant  /w  =  /w  —  (r  —  1)  /i,  dans  la  formule  (69),  et  en  re- 
présentant par  X  la  partie  intégrée ,  cette  formule  nous  donnera 


l  fx—i'-*  >■-'  d  x  (  a  -+-  bx"  y 

f  b[m  —  (r — i)/i-t-/?/i] 


(70)  \_x  ■— (iw  —  m)  afxm-rn-x  dx  (a  -f-  bx*Y 


Si  rn  est  égal  à  m ,  le  coefficient  ///  —  rn  est  zéro  ,  ce  qui  fait  éva- 
nouir, dans  le  second  membre  de  l'équation  précédente,  la  partie 
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affectée  du  signe  d'intégration ,  et  il  reste 

X 


/j^M"-'^^  bxn)P  = 


bn  \\  -+-/>) 


Cette  intégrale  étant  déterminée  exactement,  toutes  les  autres  le 
sont  à  leur  tour,  par  conséquent  la  formule  proposée  est  alors  in- 
tégra ble. 

329.  Nous  avons  supposé  que  //*  était  positif  dans  la  for- 
mule (69)  qui  diminue  l'exposant  hors  de  la  parenthèse;  pour 
avoir  celle  qui  convient  au  cas  où  m  serait  négatif,  nous  tirerons 
de  la  formule  (69), 

j'xm-n-\  J  r  ^a  _j_  b.Vn)P 

(rt-t-  bxn)P+l  arm-«—  b(m  -+-  np)fxm-ldx(a-^-  bxn)P 

[m  —  n)a 

faisant  m  —  n  =  /w,  on  aura 

Ifxm-idx(a  4-  bx")P 
( a -f-  bxn )P+l  x*—  b(m-hn-)-np )fxm+n- »  d x  (a-f- bx" )p 
ma 

Au  moyen  de  cette  formule,  quand  l'exposant  hors  de  la  paren- 
thèse est  négatif,  l'intégrale  dépend  d'une  autre,  dans  laquelle  la 
valeur  de  cet  exposant  est  moindre  de  n  unités;  car  l'exposant 
de  x ,  hors  de  la  parenthèse ,  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (71),  étant  m  -f-  n  —  1,  si  l'on  remplace  m  par  sa  valeur  né- 
gative ,  que  nous  représenterons  par  m',  cet  exposant  deviendra 

—  (m1 —  n)  —  1 ,  tandis  que  celui  de  x,  hors  de  la  parenthèse, 
dans  le  premier  membre,  sera  —  m' —  1  ;  et  en  ne  considérant 
que  les  valeurs  numériques  de  ces  exposants,  il  est  certain  que 

—  (m' —  n)  —  1  surpassera  —  m'  —  i  ,  de  n  unités. 

330.  Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  soil 

x"1  dx 


y  1  —  x'2 

_  \_ 
J'écris  ainsi  cette  expression  :  xm  dx  (i  —  x7)    7  ;  et  en  la  com» 
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parant  à  celle-ci ,  x"—1  dx(a  +  bxayj  j'aurai 

m  —  1  =  m,     ou     /n  .—  /w  4-  i ,     a  =  i ,     £  =r  —  r, 

i 


« 


=  2,     p  =  —  -> 


L'exposant  de  la  parenthèse  ayant  une  valeur  numérique  moin- 
dre que  l'unité ,  nous  chercherons  à  diminuer  l'exposant  qui  est 
hors  de  la  parenthèse ,  et ,  en  conséquence ,  nous  substituerons  les 
valeurs  précédentes  dans  la  formule  (69),  ce  qui  la  changera  en 
celle-ci  : 

/x-dx(i  — x*)    '  =  —  x— ^ Ï-L 

H /x— Jdx(i  —  x7)    % 

m      u  ' 

ou 


m 


Çx-dx    __       x*-'y/i  —  X*       1»  —  1    /V— 2dx 
Si  Ton  fait  successivement 

y7!— x*  m— a         m  —  *J   y/i—x* 

/y-4d:r=       rW-s\/^=P    (   m-5   f^àft 
"J    ^i—x*  to  — 4        m  —  4J    ^,__  x« 


m-=.m  —  4 


m 


=  m  —  6. 


/ 


La  première  de  ces   équations   nous  donnera  la  valeur  de 

x1" — 2  d  x 

9  qu'on  mettra  dans  l'équation  (72),  et  Ton  trouvera 


^1  — x3 

///  —  1  m  —  3    rx"l~*  d  x 
m       m  —  i  J  y/i_  x- 

on  substituera  ensuite  successivement,  dans  ce  résultat y  les  va- 
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leurs  de 

xr"-9dx 

"x7 


•i  — *•    ^   6    J  sf^ 


si  m  est  un  nombre  entier  pair,  la  dernière  intégrale  que  Ton  ob- 
tiendra sera 

d  x 

=  arc(sin  =  x); 


h 


si  m  est  un  nombre  entier  impair,  cette  dernière  intégrale  sera 

xdx 


/; 


\/l  X7 

et  comme  alors  xdx  esi  1*  différentielle  de  x7,  à  un  facteur  con- 
stant près ,  nous  ferons  1  —  x7  =  z ,  ce  qui  nous  donnera 

Jsjl  —  X*         J         *    fz        J         2 

=r  —  z7  =  —  y'z  =  —  y^1  —  x*' 

La  dernière  intégrale  étant  trouvée ,  il  en  résulte  que  lorsque  m 
sera  un  nombre  entier,  la  formule  pourra  toujours  s'intégrer. 

QX 

551.  Prenons  encore  pour  exemple  -=_  :  en  écrivant 

x"1  y  i  —  x7 

ainsi  cette  expression 

x~m(i  —  x7)~  *dx, 

on  la  comparera  à  la  formule  (71)  pour  diminuer  l'exposant  hors 
de  la  parenthèse ,  et  Ton  aura 

m  —  1=  —  m,      /i  =  ï,     b  =  —  1,     ^  =  2 ,     /?  = ; 

au  moyen  de  ces  valeurs,  la  formule  (71)  deviendra 

\_ 

fx-mdx{i—x7)~*z=,(l~~X^\v 

1  —  m 

[1  —  m)   n  ,     ,  -1 

■+■■ f.vm+2dx  (1  —  jc2     3, 
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ou  plutôt 


C     dx                     \i —  x:         m  —  2    i*        dx 
«3 1     i  — z |  i  . 

dx 
Si  m  çst  un  nombre  pair,  par  exemple  8,  l'intégrale  de 


X*^I  —  X' 

dx 
dépendra  de  celle  de :  celle-ci,  en  vertu  de  la  même 

x*  \  i  —  x- 

àx 
formule,   dépendra  à  son   tour  de  celle  de  ■»  jusqu'à 

x*  vi  —  x7 
//i  =  2;  dans  ce  dernier  cas,  la  formule  (73)  donnera 


f    d-l_  =  ^^-V 

J  x-  v  l  —  x'  * 


C; 


de  sorte  que,  par  des  substitutions  successives,  on  obtient  l'inté- 
grale lorsque  m  est  pair. 

Dans  le  cas  où  w  est  impair,  par  exemple  7 ,  en  mettant  succes- 
sivement dans  la  formule  (  73)  à  la  place  de  m ,  les  valeurs  7,  5,  3, 
on  ne  pourra  s'arrêter  à  m  =  1  ;  car,  dans  cette  hypothèse ,  le 

«oefficient de  la  seconde  intégrale  deviendrait = — oo  ; 

m  —  1  °  o 

ainsi ,  la  plus  petite  valeur  que  l'on  pourra  donner  à  m ,  sera 

m  =  3.  Dans  cette  hypothèse,  la  formule  '73)  deviendra 


rdx         y  1  —  x'        1     f       dx 
w    ryi  —  x-  2l  2  J  x  \  1  —  x* 

dx  I 

Pour  intégrer  l'expression ■»  nous  ferons  x  =  --  ce  qui 

x  v  1  —  x-  z 

nous  donnera 


dz  ;       V'V-« 

a  x  =. et      \  1  —  r-  = <, 


et  par  conséquent 

d  x  dz 


c  J 1  —  x  yV —  1 


^ 
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nous  avons  trouvé  (art.  438),  page  2o3, 

/■  ,— —  =  log  (*  4-  v7*5—  0; 
donc ,  en  changeant  x  en  z ,  nous  aurons 

/  —  -=4=  =  —  Oog  Z  H-  y^iTZ",  )  ; 

J        yV— i 
remettant  pour  z  sa  valeur  -9  on  aura 


/wfe=-'°e(ï+yii-,)+<; 

flX 

Ainsi  la  formule ■  peut  s'intégrer,  soit  qu'on  prenne  m 

x"1  sj  \  —  X* 

pair  ou  impair. 

De  l'intégration  des  quantités  qui  renferment  des  sinus  et  des  cosinus. 

332.  L'intégration  des  quantités  qui  renferment  des 
sinus  et  des  cosinus  dépendant  de  la  possibilité  de  déve- 
lopper cos*x,  cos8.r,  cos*,r,  etc.,  en  fonction  des  expres- 
sions cosj?,  cos2.r,  cos3x,  etc.,  nous  allons  démontrer 
préliminai rement  comment  on  peut  y  parvenir  par  la  seule 
Trigonométrie.  (iVbtelX.) 

Si  dans  la  formule 

(  ^4)  c°s  («  -+■  à)  =  cos  a  cos  b  —  sin  a  sin  b , 

on  fait  a  =  b ,  on  aura 

cos  la  •=.  cos7 a  —  sin'rr  =  cos7  a  —  (i  —  cos1  a)  =  2  cos2 a  —  i  ; 
on  tire  de  là 


cos2«  =  |  +  |  cos  la  ; 


multipliant  cette  équation  par  cos  a ,  elle  devient 

(75)  COS*/ï  =  yCOSrt  -+-  {  COS /7.  cos  la. 
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Or,  si  à  1  équation  (74)  on  ajoute  celle-ci  : 

cos  \b  —  aj  =  cos  a  cos  b  -\-  sin  a  sin  b , 
on  obtiendra 

cos a  cos  b  =  £  cos  îfl  -4-  £)  4-  |  cos \b  —  a) ; 

faisant  b  =  ia.  on  aura 

COS  /!  cos  2^=7  cos  3/1  -+-  7  cos  «  ; 

éliminant   cos  a  cos  ia  .  entre  cette   équation    et    1  équa- 
tion (75),  on  trouvera 

cosJ«  =  T  cos  a  -+-  7  cos  3û. 

On  calculerait  par  le  même  procédé  les  puissances  supé- 
rieures de  cos  a. 

333.  Cela  posé,  lorsqu'on  aura  à  intégrer  l'expression 
cos* arda:,  dans  laquelle  m  est  un  nombre  entier,  on  mettra 
pour  cos'nx,  son  développement  qui,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, ne  contiendra  que  des  termes  de  cette  sorte  : 

constante y     cosx%      cos  2x,      cos3.r,     cos  4^9      . .  .cos/wx; 

ainsi  tout  se  réduit  à  savoir  intégrer  cosmjrdj:. 

Pour  cet  effet,  nous  remarquerons  que  si  dans  l'équation 

d  sin  z  =  cos  z .  d  z , 

on  fait  z  =  mx ,  on  aura 

d  sin  mx  =  cos  /;« .  m  d  a:  ; 

donc 

r  sin  //i.r 

/  cos  mx  d  .r  = • 

f/  /// 

On  lrou\erait  de  même  que 

cos  mx 


fs\r\mxdx=  — 


m 


Prenons  pour  exemple  cos?.r.d.r:  mettant  pour  cos5**;  sa 


V 
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valeur  -j  -f-  \  cos  2.r ,  nous  aurons 

x 
fcos*xdx  =  J\~  -h  }co$2x)djc  =  — h  -j-sin2.r  -f-  C. 

334.  Si  Ton  voulait  intégrer  sinm.rd;r ,  on  procéderait 
d'une  manière  analogue;  ou  bien,  en  représentant  par  r. 
Tare  complément  de  .r,  on  aurait 

x  =  y7t — 3     et     dj  =  —  dzy      sin.rz=coss; 

on  changerait  donc  la  formule  shV-r.djc,  en  celle-ci  : 
—  cos"zds,  et  Ton  intégrerait  comme  ci-dessus. 

335.  Prenons  le  cas  plus  général  sinmxcosnxd.r  :  si  /// 
est  pair,  on  fera  m  =  im' ,  et  Ton  aura  à  intégrer 

sin2m/xcos"jrdj:=r  (i  — cosa.r)'n'cos,,.rd  jt. 

On  développera  (i — cos^)"',  et  en  multipliant  par  cosn  jcd.r, 
on  obtiendra  une  suite  de  termes,  chacun  de  la  forme 
cos4xdjr,  et  l'on  intégrera  comme  ci-dessus-,  si  m  est  im- 
pair, on  fera  m=2/n'-hi,et  Ton  aura 

sinB,xcos"xdx  =  sin2"'xcos"a:sin  xàx 

=  (i  — cosax)",'cosnj:  X  —  d  cos-c; 

faisant  cosjc  =  z ,  on  changera  cette  expression  en 

—  (i  —  t2)m'zndz; 

m' et  n  étant  par  hypothèse  des  entiers ,  on  développera  par 
le  binôme  et  l'on  intégrera. 

336.  Pour  appliquer  ce  procédé  aux  expressions 

cos"".rd.r        sinR.rd.r 


sin".r  cosm.r 

comme  la  seconde  rentre  dans  Vautre ,  en  faisant  x  =  -  —  z  , 
nous  ne  considérerons  que  la  première.  Si  m  est  pair,  nous 
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supposerons  m  =  im  .  et  nous  aurons 

eos"x  d  x       .1  —  sin:  x  ■"' 

— : = : dj 

sin'x  sin*x 

.  .                ,"*' —  i    . 
i  —  m  sin1  x  -+-  m  sin'i  -h  .  •  . 

2       * 

sin'x 


dx. 


expression  dont  l'intégrale  dépendra  de  celles  de  sin  x'àx 

et  de  -t-î — 
surx 

Nous  savons  intégrer  la  première  (art.  334),  et  nous 
verrons  bientôt  comment  s'intègre  la  seconde.  Si  m  est  im- 
pair, en  faisant  m  =  i m'-+- 1 .  on  aura ,  par  le  binôme, 

cos"xdx (i  —  sh^xj^cos  xdx 

sin*x  sin*x 

,  .  ,  cosxdx 

=  ii  —  m  sm-  x  H-  ...  :  — : * 

sin'x 

expression  dont  l'intégrale  dépendra  de  celles  de 

•    i  i        *   j    dxcosx  -.il 

sin'  x  cosxdx  et  de  — r-r —  :  nous  avons  traite  de  la  pre- 

surx  r 

mière  (art.  334),  occupons-nous  de  la  seconde.  Pour  inté- 

dx  cosx  f  •  ji  i 

grer  — —t —  ?  nous  lerons  sm  .r  =  z  ;  donc  dx  cos  x  =  dz , 
°         surx 

et  par  conséquent 

/dxcosx        rdz        .     .  .  --*-i 

d  x 
A  l'égard  de  l'intégrale  de  -t-j-  ,  la  même  transformation 

d; 
changera  cette  expression  en   k  j ?  formule  que  nous 

Z      y    I    ~ " ""    Z" 

savons  intégrer  (art.  319). 

dx 

337.  Enfin,  si  Ton  a  à  intégrer  — - — r-— ,   on    multi- 
7  cosw  x  sin"  x 

pliera  cette  expression   par  cos5  x  -h  sin5  x ,  quantité  qui 


"% 
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équivaut  à  l'unité ,  et  Ton  aura 

dx  dx  dx 

cosm  x  sin"  x       cos"~~a  x  sin"  x       cos"  x  si  n"~~a  x  * 

par  là  on  diminuera  la  somme  des  exposants  du  dénomina- 
teur ;  et ,  en  répétant  un  certain  nombre  de  fois  cette  opé- 
ration ,  et  en  mettant  successivement  à  part  toutes  les  frac- 
tions qui ,  dans  leurs  dénominateurs ,  ne  renferment  qu'une 
puissance  d'un  sinus  ou  d'un  cosinus  (parce  qu'on  sait  in- 
tégrer ces  fractions  d'après  ce  qui  précède),  à  la  dernière 
opération,  on  tombera  sur  des  termes  qui  pourront  encore 
contenir  des  puissances  de  sinus  et  de  cosinus ,  ou  qui  se- 
ront des  formes  suivantes  : 

dx  dx  dx 


sm  x  cos  x       cos  x       si  n  x 

m 

Pour    intégrer  - ?  on   multipliera    le    numérateur 

°        sinxcosx  * 

par  cos'x-f-  sin8 or,  quantité  qui  équivaut  à  l'unité,  et  Ton 

aura 

dx  ,    cos*;        .     sin  x       dsinx       dcoso.- 

- rrai- t-dx  =  — : «. 

sin  .r  cos  4?  sm  x  eosx        sinx  cos.r 

expression  dont  l'intégrale  est  (art.  267) 

log  sin  x  —  log  cos  x  -+-  log  C  =  log  C  tang  x. 

Pour  intégrer  - —  •>  on  fera  cos  vc  =  z ,  et  l'on  aura 
°       sm  x 

,  dz  dx  dz  dz 

dx= : et    - =  — 


sm  x       sin  x  sina  x  i  —  z2 


formule  intégrable  par  la  méthode  des  fractions  rationnelles 

d  x 
(  art.  295) .  A  l'égard  de ?  on  supposera  sin  x  =  x ,  d'où 


l'on  tirera  (art.  44)dxcos£  =  dz;  et  en  divisant  par  cos* x. 

on  trouvera 

dz  dz  dz  dz 


cosx       cos2x        i — sîn\r        i — z- 
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intégrant,  on  obtiendra 

ru*  __  r  <iz 

J  COSA*         J   I  —  Z7 

338.  En  général,  on  peut  toujours  transformer  les  ex- 
pressions qui  contiennent  des  sinus  et  des  cosinus  en  d'au- 
tres qui  n'en  renferment  pas  :  pour  cela,  il  suffit  d'égaler 
sin  a;  ou  cosx  à  une  nouvelle  variable  z.  Par  exemple,  si 
dans  l'expression  sin'n.r cos" arda:,  on  suppose  sin  a:  =  s, 
on  aura 

I ;  j  dz 

cos.r  =  vi  — z      e*     dx  = 


v/i  —  z^ 
substituant,  on  trouvera 


«  -1  W-l 


s\nmxcosnxdjc=r  zm(i  —  z7)7{\ —  z-)     dz  =  zm(i  —  z7)  2  ds, 

expression  qui  se  rapporte  aux  différentielles  binômes. 

On  peut  aussi  appliquer  immédiatement  l'intégration 
par  parties  à  l'expression  (*)  sinmxcosnxdj:. 

339.  Enfin ,  les  formules  tri gonom étriqués  peuvent  être 
aussi  employées  avec  avantage  dans  de  certains  cas.  Pour 
intégrer,  par  exemple,  sin mx cos  nxdx\  comme  la  Trigo- 
nométrie nous  donne 

sin  a  cos  b  =  |  sin  [a  -h  b)  -4-  |  sin  [a  —  b)  ; 

en  comparant  l'expression  sin  ma:  cos  «a:  à  cette  formule, 
on  trouvera 

sin mxcosnxdx  —  -jsin[(/w  -t-n)x]dx  •+-  }sin  [(m  — n)x]dx, 
et  l'intégrale  sera  (art.  333) 

,  cos  [( m  -f-  n  )  x]       ,  cos  [(/w  —  /ï).r] 


c-, 


m  -+-  n  m  —  n 


(*)  Pour  la  comparer  à  uàt»  (art.  279),  équation  (19),  on  la  décompo- 
sera ainsi  : 

«in"1"1  •r.cosnxsin.rdxr=  —  sinB,~~,x.d  — —  cos""*-'  x. 

n  +  i 
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De  l'intégration  des  quantité»  exponentielles  et  logarithmique*. 

340.  Il  a  été  démontré  (art.  37) ,  équation  (a5),  qu'en 
prenant  les  logarithmes  dans  le  système  népérien ,  on  avait 
d  ax  =  arà  x  log  a  5  donc ,  réciproquement , 


fa*  A 


aT 


log* 

Ceci  peut  nous  servir  pour  intégrer  l'expression  générale 
rt'Xdx,  dans  laquelle  X  est  une  fonction  de  x.  Pour  cet 
effet,  nous  écrirons  ainsi  cette  expression  :  X.axd,r;  et  en 
intégrant  par  parties  (art.  279),  nous  aurons 

(76)  fX.a*âx=zp l  dX. 

Cela  posé,  en  différentiant  successivement  la  fonction  X, 
nous  en  tirerons  dX  =  X'd.r ,  dX'  =  X^djr,  etc.  ;  donc 

I; dX     ou     I, .axdx=z- a*  —  / dX'; 

Jlogtf  Jloga  (log/7)2  J      (logflj2 

substituant  cette  valeur  à  la  place  du  dernier  terme  de  l'é- 
quation (76),  nous  obtiendrons 

En  continuant  d'opérer  de  la  sorte  y  nous  parviendrons  à  ce 
développement 

X  X'      ,-.     X" 

4-*r 


\  X  -4-        X(n)  j         J(l0g/7)^- 

\      (log*)'"'       (log«)-+' 

Si ,  en  prenant  la  suite  des  coefficients  différentiels  X',  X", 
X"7,. .  .  ,X(n),  le  dernier  de  ces  coefficients  est  constant ,  on 
aura  dX(n>  =  o,  et  alors  la  partie  intégrale  s'évanouira. 

341.  Prenons  pour  exemple  X  =  ;r3,  d'où  Ton  déduit 
X'=3x\     X"  =  2.3x,     X'"     ou     X(">  =  3.?.; 

'7 
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donc 

r  ,      .  /   .r3  Zxl  2.3.r  2.3 

J  x3  axd  X  =  tf*  I  : — r-2  -f- 


Jogû       (logrt)2       (loga)3       (logrt)4 

Si  Ton  fait  a  égal  au  nombre  e,  qui  est  la  base  du  système 
népérien,  loga  devient  loge}  or,  log  e=  i,  en  vertu  de 
l'équation  e  =  el°ë,e  ;  par  conséquent , 

fx3e*dx  =  rx(ar3  —  3x2  -+-  i.3x  —  2.3). 

342.  On  peut  encore  parvenir  a  un  autre  développement 
de  fax  .Xdx*  Pour  cela  faisons  fXdx  =  T?,  fPdx  —  Q, 
fQdx  =  R,  etc. ,  et  intégrons  par  parties  (art.  279),  nous 
aurons 

(77)  fax.Xdx  =  axV  —fax\o%a.Vdx, 

fax\o%a.Vdx  =  rt'log.a  Q  — ^/V:(logrt)JQd.r; 

et  en  substituant,  l'équation  (77)  deviendra 

fax.Xdx  =  r/*P—  ax log «.Q  -h/V( loga)2 Qdx. 

En  continuant  d'intégrer  par  parties ,  on  aura  en  général 

y**Xd.*:=:  rt*[P—  Qlogfl  -hR(logrt)2  — .  .  .] 

±/Zax(loga)"d.r. 

343.  Si  Ton  applique  cette  formule  au  cas  où  X  =-7 


1 
x 

on  trouvera 


P  =  —  7 — :  5     Q  =  o   /   .,  f     R  = 5—7 — -  ?     Z  =  — ^-7-  '• 

4-r4  5.4«r  2.3.4^  2.3.4* 

donc 

*a*àx 


/axdx r        1  log«  log  a2  ~|         log  a3    Ci 

x"     """{"p1*"  3.4-r3  ~~~  2.3.4^  j  ~"  2T3T4  J  ' 


x 


ûxd  x 
L'intégrale  de est  une  fonction  transcendante  qu'on 


x 


n'a  pu  déterminer  jusqu'à  ce  jour. 

344.   En  général,  on  voit  que  quelque  puissance  néga- 
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tive  et  entière  que  Ton  prenne  pour  exposant  de  x ,  on  doit 

toujours  tomber  sur  cette  transcendante  /  :  car,  dans 

les  fonctions  successives  P,  Q,  R,  etc.,  les  exposants  de  x 
diminuant  toujours  d'une  unité ,  la  dernière  de  ces  fonc- 

A 

dons  doit  être  de  la  forme  -  ?  et  par  conséquent  la  dernière» 

intégrale  sera 

/A  a*  .                 Ca'dx 
di  =  A       ? 
x                   J      x 

parce  que  A  est  constant. 

Plq*  dx 
Pour  avoir  une  valeur  approchée  de  l'intégrale  de  — 


—  i 


on  n'a  d'autres  moyens  que  de  substituer  dans  cette  expres- 
sion le  développement  de  ax  qui  est ,  comme  on  l'a  vu  , 


x'2  ,.         ,  .r3 


=  d  log  a ,      ou     plutôt     d  ri  =  ud  log  u  , 


i-f-xlog/H (log  a)2  H (log  a)*  4- 

et  d'intégrer  ensuite  chaque  terme. 

34*5.   Si  dans  l'équation 

du 
u 

ou  fait  u  =  x-y,  on  aura 

d xf  =  x?d  log  x*\ 

ainsi ,  toutes  les  fois  qu'on  pourra  décomposer  une  différen- 
tielle en  deux  valeurs  dont  l'une  soit  représentée  par  xy  %  et 
l'autre  par  d  log-.r^,  l'intégrale  sera  xy  H-  C. 

346.  L'intégration  par  parties  peut  aussi  s'appliquer  à 
celle  de  l'expression  Xdx  (log  x)n;  car,  si  l'on  représente 
par  Xi,  l'intégrale  de  Xd.r,  on  aura 

f  Xd*  (log  x )n  =  X,  (log  x)n  —  n   l  — L dx  (log  #)"-' . 

m)       X 

!7- 
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On  fera  dépendre  à  son  tour  cette  dernière  intégrale 
d'une  autre,  de  la  forme  fXf/dx  (log  .r)1*"*,  et  ainsi  de 
suite. 

De  la  série  de  Jean  Bernoulli. 

347.  Nous  avons  vu  que  beaucoup  d'expressions  diffé- 
rentielles n'étaient  intégrables  qu'après  avoir  été  réduites 
en  séries ,  et  que,  pour  cet  effet,  en  désignant  par  Xd.r  une 
différentielle  dans  laquelle  X  est  une  fonction  quelconque 
de  x ,  il  fallait  préliminai renient  réduire  en  série  la  fonction 
qui  est  représentée  par  X,  et  intégrer  ensuite  après  avoir 
substitué  ce  développement  dans  la  formule  Xd:r. 

La  série  de  Bernoulli  a  l'avantage  de  réduire  J  Xd x  en 

série,  avant  même  que  l'on  ait  donné  la  forme  de'X  \  cette 

série  est  dans  le  Calcul  intégral  ce  que  celle  de  Taylor  est 

dans  le  Calcul  différentiel.  Voici  de  quelle  manière  on  la 

démontre.  Cherchant  d'abord  à  intégrer  Xdx  par  parties 

(art.  279),  on  comparera  fXàx  au  premier  terme  delà 

formule 

J*  u  d  v  =r  m>  — Jv  d  u , 

et  l'on  aura 

X  =  m,      dx  =  de; 

par  conséquent  l'intégration  par  parties    s'effectuera  en 
écrivant 

(78)  /Xdx  =  Xx  —  /.rdX; 

l'intégrale  se  prenant  par  rapport  à   la  variable  x,  nous 
avons 

dX  =  — —  .  dx; 
dx 

par  conséquent 

/*  xdX  =  I  -= —  .  xdx. 
J  J   dx 

Intégrant  encore  par  parties,  u  sera  représenté,   dans  ce 
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cas,  par  -=-^   et  dy  par   xdx;   de  sorte  que  nous   aurons 


d 


.v2 


v  =  —  î  et  nous  trouverons 
2 


5 


f—  _dX  .r*         AV   d'X 

J  i\x  d.r     2       j    2     d.r 

ou  ,  en  mettant  la  fraction  \  hors  du  signe  d'intégration  , 

,      x  fdX      .  dX  **       ,  ./•    daX 

kJW  ,/   d.r  d.r    2        àJ        d.r  ' 

!  d'X  d'X   .  ,  ' 

remplaçant  -= —  par  -y—,  eu1  et  opérant  de  même,  nous  oh- 

tiendrons 


( 


,0  x  r,d2x         /\iax     .       t     d^x     ,  r  djx 

et  ainsi  de  suite. 

Substituant  la  valeur  du  premier  membre  de  l'équa- 
tion (79)  dans  l'équation  (78),  et  portant  ensuite,  dans  le 
résultat,  celle  du  premier  membre  de  l'équation  (80) ,  nous 
obtiendrons 

,,v  .  v  dX      .rJ        d'X        .r' 

/  X  d  x  =.  X  jc  —  -r—  • h  1 • r  —  .  .  .  -h  co/ist. 

47  du;      1  .2        d.r2      1  .2.3 


De  la  quadrature  des  courbes. 

348.  Soit  s  (Jig.  y5)  Taire  A  BMP  d'une  courbe  plane; 
si  l'abscisse  AP  =  x  devient  AP'=Jc-J-/t,  Taire  s  dé- 
pendra 

in../rw  d^   ,        d*s  A2 

aire  ABM'  P'=5+— //+   . h  ...  ; 

d  .v  d  .r3   2 

on  aura  donc 

d**  iVs  h1 

aire  mi jcti ligne  PMM'  P'  —  ■—  //  4- h  ...  ; 

(L/.*  d.r2  2 

cette   aire  esl  comprise  entre  les  deux  rectangles  PM'  et 


i 
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P'M.  dont  il  est  facile  d'avoir  les  expressions  analytiques: 

le  rectangle  PM'  =  P  M' X  PP'  =/(x  -4-  h),  h , 
le  rectangle  P'M  =  PM    X  PP'=/r.  h  [fig.  ^5    ; 

le  rapport  de  ces  rectangles  est 

f(x-+-  k./i  _f^X  -r-hj 

fx.h        -        fx        : 
dans  le  cas  de  la  limite ,  ce  rapport  se  réduit  à 

Or,  la  surface  mixti ligne  PMM'P'  étant  comprise  entre  les 

deux  rectangles ,  diffère  moins  du  rectangle  P'M  que  le  rec- 

PM' 
tangle  PM';  donc ,  si  dans  le  cas  de  la  limite  on  a  —7—  =  1 . 

Te   va. 

à  plus  forte  raison  l'unité  sera  la  limite  du  rapport 

<h7*  PMM'P* 
rectangle  V1  M 

En  remplaçant  les  termes  de  ces  rapports  par  leurs  expres- 
sions analytiques ,  on  aura 


as            A- s  h2 

ds        d's  h 

-T-  Il  -f-  y-z  —  -+-  -  • 

'         1     "•     ■    .        •* •  •  • 

dx           dr  2 

dx       dx-  1 

fx.h  fx 

on  passera  à  la  limite  en  faisant  h  =  o ,   et  Ton  trouvera 
- — —  =  i,  d'où  d5=/i:.d.r;  et  en  mettant  pour  fx  sa 

Cl  3C  ¥  JC 

valeur,  on  aura 

(Hi)  ds  =z  j'  dx. 

349.  On  peut  aussi  déterminer  la  différentielle  de  Faire' 
d'une  courbe,  par  la  méthode  des  inûuiincnt  petits,  de  la 
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manière  suivante  (Jîg-  76)  : 

PM  4-  PM' 
trapèze  PMM'P'  =         ^  X  PP' 

2  *  2 

rejetant  dxdj  comme  infiniment  petit  du  second  ordre, 
il  reste  y  dx  pour  la  différentielle. 

350.  Pour  première  application,  cherchons  (fig*  77) 
l'aire  d'une  portion  BMP  de  parabole.  Soit  y*  =  mx  l'é- 
quation de  cette  parabole,  dont  l'origine  est  A  ;  on  trouve, 

en  différentiant,  iy  dy  =  mdx\  donc  dx  =  —  d  v,    et 


/// 
m 


par  conséquent  y  dx  = Ay  :  intégrant,  on  a 

(8a)  ÇmAr  =  \£  +  C. 

J     m  5  m 

Pour  déterminer  la  constante,  j'observe  que  lorsque  y  =■  o , 
l'intégrale,  qui  exprime  la  surface  cherchée,  est  nulle  en 
même  temps.  Cette  hypothèse  réduit  l'équation  (82)  à 
o  =  o  -f-  C  *,  donc 

r     .  2  r3       2  y  1  y  2 

J  yi\x=  ^  —  =  -  —  •  y7  =  -  —  X  mx  =  -  xy. 

351.  Nous  avons  maintenant  des  observations  impor- 
tantes à  faire  sur  la  détermination  de  la  constante  :  pour 
cela,  résolvons  le  même  problème  en  prenant  la  parabole 
dont  l'équation  est 

(83)  y'1  =  m  -\-  nx. 

L'origine  des  abscisses  ici  n'est  plus  au  sommet  de  la  courbe , 

car,  en  faisant  j  =  o,  l'équation  (83)  donne  x  =  — —  \  et 

comme  cette  abscisse  doit  se  terminer  au  point  B  (  fig.  78) 

où  y  =  0,  on  portera  —de  B  en  A  ,  et  le  point  A  sera  lô- 
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rigine.  Cela  posé,  en  opérant  comme  précédemment ,  on 
trouvera 

Il  rz 

2   >'(!»   rr/ïdj;       dulic        >   dx=r  d  v„ 

n 

et 

Pour  déterminer  la  constante,  j'observe  que  la  surface 
ADMP  (  fig.  78)  qui  représente  ici  l'intégrale,  doit  être 
nulle  lorsque  l'ordonnée  MP  coïncide  avec  AD;  or,  AD 
étant  l'ordonnée  qui  passe  par  l'origine  A  où  l'abscisse 
jr.  =  o,  l'équation  (83)  nous  donnera,  dans  cette  hypo- 
thèse, 

y  ou  DA  =  \!M  ;     faisant  donc     J  r  duc  =  o  et    y  =  ^m, 

ces  valeurs  réduiront  l'équation  (84)  à  o  =  -  —   H-C;  d'où 

3 

2    tll* 

l'on  déduit  C= — ^  —  ,  et  par  conséquent  l'intégrale 
cherchée  est 

fydx  =  -- —  =  aire  ADMP. 

J  *  3/i        3/i 

Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  tiré  de  l'équation  de 
la  courbe  la  valeur  de  dx,  pour  la  substituer  dans  la  for- 
mule  y  dx ,  et  intégrer  ensuite.  Nous  aurions  pu  opérer 
autrement,  en  mettant  dans  cette  expression  la  valeur  dey 
plutôt  que  celle  de  dx,  car,  pour  obtenir  l'intégrale,  il 
suffit  que  la  différentielle  proposée  ne  contienne  qu'une  va- 
riable; ainsi  on  choisira  la  substitution  qui  exigera  le  moins 
de  calculs. 

352.   Une  intégrale  tulle  que  fj'x.dx  peut  toujours  re- 
présenter l'aire  d'une  courbe  dont  l'équation  serait  y  =fx: 
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eu  effet,  celte  équation  étant  donnée,  si  l'on  substitue  la 
valeur  dey  dans  la  formule  J y  dx,  on  aura  jfx. dx^oyxv 
la  surface  de  cette  courbe.  C'est  pourquoi  lorsqu'un  pro- 
blème nous  a  conduit  à  intégrer  une  fonction  d'une  seule 
variable,  on  dit  que  ce  problème  est  ramené  aux  qua- 
dratures. 

353.  Soit  y  une  fonction  X  de  je,  et  supposons  qu'en 
intégrant  Xda:  on  ait  obtenu 

(85)  fXdx  =  Fx  +  C; 

cette  intégrale ,  dans  laquelle  la  constante  C  n'est  pas  encore 
déterminée ,  porte  le  nom  d'intégrale  indéfinie  générale,  ou 
plus  simplement  d'intégrale  indéfinie,  et  elle  est  complète 
lorsqu'elle  renferme  la  constante  arbitraire  C. 

354.  Si,  par  une  hypothèse,  on  détermine  cette  con-»- 
stante  C  ;  si  Ton  suppose,  par  exemple ,  que  f  X  dx  doive 
s'évanouir  lorsque  x  =  a,  l'équation  (85)  donne,  dans  ce 
cas ,  o  =  Fa  H-  C  \  donc  C  =  —  Fa ,  et  cette  même  équa- 
tion (85)  devient 

fXdx  =  Fx  —  Fa-} 

cette  intégrale  Fa:  —  Fa  est  alors  une  intégrale  particulière, 
et  l'on  voit  que  le  nombre  des  intégrales  particulières  d'une 
expression  différentielle  est  illimité ,  puisqu'on  peut  établir 
une  infinité  d'hypothèses  différentes  sur  la  constante. 

355.  Lorsqu'on  fait  l'hypothèse  de  l'intégrale  nulle  et 
deor  =  a,  c'est  admettre  qu'en  prenant  (Jig.  79)  une  ab- 
scisse AB  =  a ,  la  surface  soit  comprise  entre  la  limite  BD 
et  la  limite  indéfinie  MP  qui  correspond  à  AP=.r;  donc 
l'opération  par  laquelle  nous  déterminons  une  intégrale 
particulière  est  la  même  que  celle  qui  fixerait  la  position 
de  la  limite  BD,  depuis  laquelle  on  compte  l'intégrale. 
La  seconde  limite  PM  sera  fixée  à  son  tour  invariablement , 
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si  nous  donnons  à  x  une  valeur  déterminée  b  ;  alors  l'inté- 
grale particulière   /  X  dx  =  Fx  —  Fa  deviendra 

86)  /Xd.r  =  F6  — F<i, 

et  la  surface  BDMP  ne  sera  plus  arbitraire.  Dans  ce  cas, 
l'intégrale  porte  le  nom  d  intégrale  définie,  et  l'on  dit 
qu'elle  est  prise  depuis  x  =  a  jusqu'à  x  =  b. 

356.   Pour  désigner  une  intégrale  de  ce  genre ,  on  em- 
ploie la  notation  suivante,  qui  est  due  à  M.  Fourier, 

b 
Xdx=  Yb  —  Fa, 


X 


ce  qui  signifie  que  l'intégrale  est  prise  entre  les  limites  a 

et  b. 

Par  exemple,  si  l'on  avait 

b 
v  v  x  x 


'     Xd*+  Xd 

a  Jb 


cette  expression  nous  indiquerait  que  1  intégrale  prise  de- 
puis a  jusqu'à  />,  a  été  continuée  de  b  en  c ,  de  sorte  que 
l'intégrale  totale  se  trouverait  exprimée  par 


£ 


c 
Xd  x. 

a 


357.  Cherchons  maintenant  l'intégrale  définie  de  xmd x\ 
nous  sommes  donc  censés  connaître  deux  valeurs  a  et  h, 
qui  satisfont  à  l'intégrale  indéfinie 


xm+\ 


(»7,  — T--HC- 

m-\-\ 

Supposons  que  la  première  corresponde  à  /'  X  dx  =  o,  on 

mira 

am+x 

4-  C  =  o  ; 

/;/  -f-  \ 
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et  l'intégrale  particulière  sera 


fxm  d  x  = 


m  -h  i        ///  -f-  i 


Nous  ferons  ensuite  x  =  b  ,  et  nous  aurons  pour  l'intégrale 
définie 

/*"' ll.T  = 

m  -h  i        ///+i 

358.  On  parvient  aussi  à  cette  intégrale  en  faisant  suc- 
cessivement x  =  a  et  x  =  b  dans  l'intégrale  indéfinie ,  cl 
Ton  a 

-t-C,     et     ■ hC; 


m  H-  i  w  +  i 

on  retranchera  ensuite  le  premier  résultat  du  second;  mais , 
en  prenant  cette  différence,  il  faut  toujours  avoir  soin  que 
la  partie  soustraite  soit  la  valeur  de  la  fonction  de  x  à  l'o- 
rigine de  l'intégrale. 

359.  Pour  troisième  application ,  déterminons  l'ai re  d'un 
triangle  rectangle.  ABC  (fig*  80)  :  l'équation  de  la  droite 
AC  étant  j'  =  ax ,  en  mettant  cette  valeur  dey  dans  la  for- 
mule y  dx,  on  obtient  axd x  ;  donc 

jydx  =J'axdx  = h  C; 

la  surface  étant  nulle  quand  .r  =  o,  la  constante  est  égale 
à  zéro ,  donc 

(IX1  X  XV 

aire  ABC  =  —  =  -  x  ax  =z  — 
22  2 

360.  Si  dans  la  formule  ydx  on  met  la  valeur  de  ) , 

tirée  de  l'équation  du  cercle,  on  trouvera  fdx  v7 «2  —  ."*'* 
pour  l'expression  de  l'aire  du  cercle.  Nous  avons  vu 
(art.  282)  que  cette  intégrale  avait  pour  valeur 

.     -  Jfl*  «_  x*  _|_  .!  n-'  a|r     sin  —  -  )  .4.  C. 
2  \  <7  / 
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1 

La  partie  -j  a*  arc  (  siii  =  -  )  ne  pouvant  se  déterminer 

qu  en  supposant  connu  le  rapport  du  diamètre  à  la  circon- 
férence (*),  on  voit  que  l'intégration  de  dx\a* —  x*  ne 
peut  conduire  à  la  solution  du  problème  de  la  quadrature 
«lu  cercle.  11  en  est  de  même  de  la  quadrature  de  l'ellipse 
qui  dépend  de 

-  /  dx  va- —  x-. 

Si  Ton  compare  ces  deux  expressions  .  on  en  tirera  la 
proportion 

aire  ellipse  '.  aire  cercle  \  '.  —  J'dar  \a: —  x*  :  Jdx  \  a7 —  x% 


ou 


b 
aire  ellipse  \  aire  cercle  II  —  '.  1  , 

a 


d'où  l'on  tire 


b  b 

aire  ellipse  =2  -  X  aire  cercle  =  -  tt«7s=  izab. 

a  a 


De  la  rectification  des  courbes. 

3(51 .  Rectifier  une  courbe,  c'est  obtenir  une  droite  égale 
à  un  arc  de  courbe.  -Nous  avons  trouvé  (art.  159)  que  la 
différentielle  d'un  arc  de  courbe  avait  pour  expression 

(88)  d*=  Jdx>-hdy*'9 

une  équation  entre  deux  variables  x  etj'  étant  donnée,  si 
l'on  veut  rectifier  la  courbe  à  laquelle  elle  appartient,  ou 
dillérentiera  celte  équation  ,  et  on  en  tirera  la  valeur  de  dx 
ou  de  dy,  qu'on  substituera  dans  l'expression  (88);  alors 
le  radical  ne  contiendra  plus  qu'une  variable,  et  si  Ton 
peut  obtenir  l'intégrale,  la  courbe  sera  rectiliable. 


1  x         1 

*)  Si,    par   exemple,    x==«,   j'ai    -  —  -,    et    j'opère   comme    dans 

l'art.  278»  pour  déterminer  l'arc  correspondant. 


DE    LA    RECTIFICATION    DES    COURBES.  'l6i) 

362.  Prenons  pour  exemple  la  courbe  (*)  dont  l'équa- 
tion y*  =  nx*  a  été  trouvée  (art.  166)  à  l'aide  d'autres 
coordonnées  5  cette  équation  étant  ditfercntiéc ,  nous 
donnera 

3  y7  d  r  =  i  nx  d  x , 
d'où  nous  tirerons 

2  nx7  4  /?2-r?  4  nX*    "  4   " 

substituant ,  on  a 

vU*"  +  dr'  =  ^/(|£  +  .)d.r'  =  dJy^-M, 

dy  étant  la  différentielle  de  l'expression  qui  est  sous  le 
radical ,  à  une  constante  près  ,  nous  ferons  (art.  271) 

2  -  4-  i  =  z ,     d'où  Ton  tire     d  y  =  i?  d  z  ; 
4"  9 

substituant,  nous  aurons 

i/d.r2  -f-  d  r2  r=  —  s2  d  z  ; 

9 

donc 

r    >-. v —         in  z2         8/?    4 

J  ^  9    3        *7 


ou  ,  en  remettant  la  valeur  de  z , 


J  v  »7  \4  » 


-M  1    -f-C 


(*)  Elle  porte  le  nom  de  seconde  parabole  cubique.  Cette  équation,  ainsi 
que  celle  de  la  parabole  ordinaire,  n'est  qu'un  cas  particulier  de  l'équation 

générale .rm  =  axn\  c'est  pourquoi  cette  équation  est  appelée  Véquation  de 
la  parabole  de  tous  les  ordres. 

On  a  aussi  regardé  l'équation  xy  =  a  de  l'hyperbole  entre  ses  asymptotes, 

comme  un  cas  particulier  de  l'équation  xmyn  =  am+n,  qui  est  appelée  pour 
cette  raison,  Véquation  de  Vhypcrbole  de  tous  les  ordres. 
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Pour  déterminer  la  constante .  on  voit,  d'après  la  nature  de 
l'équation  de  la  courbe,  qu'à  l'origine  des  abscisses  y  est  o-, 
ainsi,  en  supposant  que  l'intégrale  soit  nulle  en  ce  point, 
on  a 

o  =  — -  -t-  C  ;     donc      L  = , 

27  a7 

et  par  conséquent 

Si   x  =  a.   Tare  s,    compris  entre  les  limites  x  =  o  et 


x  =  a ,   sera 


565.  L'équation  de  la  cycloïde  (art.  200)  donne 


d*»=  j,'dJf' ,; 


2  «r  —  j? 


substituant  cette  valeur  dans  la  formule  (88),  nous  trouverons 


V      ^  2/7JT— J»  ^    V    2«y— J* 

=  djl/      2a      =  (a/i)7X 1 r- 

V   2  a  —  y       K        '  ■ 

Comme  ày  exprime  la  différentielle  de  l'expression  qui  est  sous  la 
parenthèse,  multipliée  par  — 1,  nous  ferons  (art.  271)  2  a  — y—h 
et  nous  aurons 


I     ia  '-    -i 

ày\     =-(2rt)2s    2dz. 

J    \   la  —y 


Cette  équation  étant  intégrée,  donne 


/     2a  -   -  

f<\r  a/ __  -__  __  2(2/7)2  z*  -hC  =  —  2  sjiaz-t-  C; 
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> 


ou  ,  en  restituant  la  valeur  de  v, 


(89)     /<>ry  j^j=-W*«  (*«-.>•)  +  <;. 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  prendrons  l'intégrale  de  ma- 
nière qu'elle  s'évanouisse  quand  y  =  ia\  dans  cette  hypothèse  , 
l'équation  (89)  se  réduira  à  o  =  o  -f-  C,  ce  qui  montre  qu'il  n'y 
a  point  de  constante  à  ajouter  ;  alors  l'arc  de  cycloïde  s'étendra 
depuis  le  point  B  (Jîg.  81),  où  y  =  2«,  jusqu'au  point  M ,  dont  les 
coordonnées  sont  x  et  y .  La  valeur  absolue  de  l'arc  MB  étant 

2  sjia  (la  — y),  nous  remarquerons  que  BE  =  2. a  — y;  donc 

2  \jia  (2«  — y)  =  2  yBD  X  BE  =  2  BG ;  d'où  il  suit  que  l'arc 
de  cycloïde  MB  est  égal  au  double  de  la  corde  GB;  par  consé- 
quent ,  arc  AB  =  2  BD. 

De  la  détermination  de  Taire  des  solides  de  révolution. 

364.  Si  une  courbe  BC  (fîg-  75),  tracée  sur  un  plan, 
fait  une  révolution  autour  de  Taxe  AX,  elle  engendrera  un 
solide  de  révolution.  Cherchons  la  différentielle  de  Taire 
engendrée  par  cette  courbe.  Pour  cet  effet ,  soient  AP  =  x , 
PM  =  y,  PP'  =  h,  et  par  conséquent 

PM  =  fx  =  y, 

VW=f{x  4-/0  =  7+^*+  J'  »  +  .... 

ax  ax7  2 

Dans  ce  mouvement  de  rotation  ,  les  ordonnées  MP  et  M'P 
décrivant  des  cercles  inégaux ,  ces  cercles  seront  les  bases 
d'un  cône  tronqué,  dont  la  corde  MM'  sera  le  côté.  L'aire 
de  ce  cône  tronqué  aura  pour  expression 

cire.  PM  -4-  cire.  P'  M' 

X  corde  MM. 

2 

En  représentant  par  1  :  7r  le  rapport  du  diamètre  à  la  cir- 
conférence ,  l'expression  précédente  deviendra 

2  r  PM  -+-  2  «  P'  M' 

— " X  corde  MM'  ~-  7r  (PM  -4-P'M')  X  corde  MM'; 

2  V  /  • 


* 
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et   en   mettant,  pour  les  ordonnées  PM  et   P'M',   leurs 
valeurs  analytiques,  on  aura 


41 ire 


(  à  y  d*r  h*       \ 

cône  tronqué  M  M'  =  r.  I  a  y  -h  -~-  h  -f-  j— ;  —  •  •  •  )  corde  MM', 

\  Cl  X  Cl  X      2  / 

d'où  l'on  tireca  en  divisant . 

aire  cône  tronqué  MM'  /  d  r  dJ  y  //*  \ 

ro/v&?  MM  \  d.r  d.rJ  2  / 

Si  nous  représentons  maintenant  par  w  Faire  engendrée  par 
le  mouvement  de  rotation  de  Taie  MM',  et  par  s  cet  arc  de 
courbe;  comme  en  diminuant  A  ,  cet  arc  tend  à  se  confondre 
avec  sa  corde  ,  le  premier  membre  de  1  équation  précédente 

devra  être  remplacé,  dans  le  cas  de  la  limite,  par  -7-  ;  et 

*       as 

le  second  se  réduisant  alors  à  iny,  nous  obtiendrons 

du 

—     =    7.TTJ', 

as 

et  par  conséquent  du  =  iityds  5  et  en  mettant  pour  ds  sa 
valeur  trouvée  (art.  159) ,  on  aura  enfin 

(qo)  du  =  T-icj"  yd  x7  -f-  d  y*. 

365.  Par  les  infiniment  petits  on  aurait  considéré  l'élé- 
ment de  la  surface  de  révolution ,  comme  celle  d'un  cône 
tronqué ,  engendré  par  la  rotation  du  trapèze  élémentaire 
MPP'M'  {fig-  76)  autour  de  PP';  ce  cône  tronqué  aurait 
pour  expression 


/PM  -+•  P'M  \ 
cir.  ( \XMM'  =  iz(2y-\-dy)ds=2Tryds+ndyds; 

supprimant  le  terme  7:djd$,  comme  infiniment  petit  du 
second  ordre,  il  resterait 


y.izyds  =  ir.y  ^dx2  -+-  d y'\  élément  d'une  surface  de  révolution. 
366.   Pour  première  application  ,  prenons  Taire  du  para- 
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boloïde  de  révolution ,  qui  est  le  solide  engendré  par  la  révo- 
lution d'un 'arc  AM  de  parabole  {fig*  82)  autour  de  son 
axe  :  l'équation  de  la  parabole  y*  =  px  donne 

,  2/dr  t    „       4^2dr2 

P  P' 

Cette  valeur  étant  substituée  dans  la  formule 


la  réduit  à 


ydy  étant  la  différentielle  de  la  quantité  qui  est  sous  le  radi- 
cal ,  à  une  constante  près ,  je  fais  (art.  271  )  £y*  -h  p*  =  z , 

et  en  différentiant  je  trouve  ydy  =  -^-  ;  substituant  et  in- 

tégfant,  j'obtiens 

Je  détermine  la  constante  en  supposant  que  l'intégrale  soit 
nulle  lorsque  y  =  o ,  ce  qui  réduit  l'équation  précédente  à 

o  =  t/?'  +  C,      ce  qui  donne     C  =  — 


.et  en  supposant  que   lintégçale  soit  prise. depuis  y  =0 
jusqu'à  y  =  b  ,  l'intégrale  définie  sera 


77 


b-[(4*'^/>T-/>3]. 

367.  Pour  seconde  application,  évaluons  Taire  de  la 
sphère.  Cette  surface  courbe  étant  engendrée  par  la  révo- 
lution de  la  demi-circonférence  autour  du  diamètre,  soil 
je2  -h y*  =  à1  V équation  du  cercle;  en  différentiant,  nous 

18 
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trouverons 

xdx  -{-  rd%y  =  o; 
donc 

.  xdx  .r2tl.r- 

dj  = et     d  y-  =  -^  : 

substituant  celte  valeur  dans  la  formule  (90) ,  nous  obtien- 
drons 


(91)  I  ^27r/ y  (p  +  ,)d*=/2*d*V*1-r-.r1 

\  =  f  inadx  =  2  7ra.r  4-C. 

Pour  déterminer  la  constante,  nous  prendrons  l'intégrale 
à  partir  du  point  A  (fig.  83),  et  puisque  l'origine  des 
abscisses  est  au  centre ,  nous  supposerons  l'intégrale  nulle 
lorsque  x  =  —  a  ;  cette  hypothèse  réduira  l'équation  (  91)  à 

0  =  —  27rtf2-j-C;     donc     C  =  27r«2; 
substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (91) ,  nous  aurons 

f  2 7T  a  d  x  -—  2tt  (  ax  -h  «M . 

Prenons  maintenant  l'intégrale  définie  entre  les  limites 
x  =  —  a  et  x  =  a  ;  il  faudra  changer  zena  dans  la  for- 
mule précédente,  et  nous  obtiendrons,  pour  la  surface  de 

la  sphère, 

Çt.  7r  a  d  x  =  2  n  (  2  à1  )  =.  4  n  a1. 

368.  On  peut  aussi  trouver  l'aire  du  cylindre  droit;  car 
cette  surface  étant  engendrée  par  la  révolution  du  rectangle 
AD(fig.  84)  autour  de  Taxe  AB,  soient  AB  =  a,  CA  =  i; 
l'équation  de  la  droite  CD  sera  y  =  b  ;  donc  dy  =  o.  En 
substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (90),  on  la  réduit  à 
2  7T  b  dx  ;  et  en  intégrant  on  a 

fi  n  b  dx  =  2  7r  bx  -f-  C. 

Si  l'on  prend  l'intégrale  définie  entre  les  limites  x  =  o  et 
x  =  a,  on  trouve  pour  Taire  du  cylindre 

2ir£fl  =  2tr£X'*  =  circonférence  de  la  base  X  lo,  hauteur. 


CLBÀTURE    DES    SOLIDES    DE    RÉVOLUTION.  2^5 

A  Tégard  de  Taire  du  cône ,  ce  solide  étant  engendré  par  la 
relation  du  triangle  rectangle  ABC  (fi  g.  85)  autour  de 
Taxe  AB,  soient  AB==a,  CB  =  è}  T  équation  de  AC  sera 

y  =-  x;  cette  équation  donne,  par  la  diflerentiation , 

b  ,  ,  b7  , 

&y  =z-dx     et     d  /'  =  — d^. 
a  à2 

Les  valeurs  de  y  et  de  dy*  étant  substituées  dans  la  for- 
mule (90),  on  a 

^_________-  Jj£  bx*    

f  zicy  \/ dx*+dy2  =  f  <zir  —d x  \Ja2+  b7  =ir  -■  \/a7-h  b<  -+-  C; 

et  en  prenant  Tintégrale  définie  entre  les  limites  x  =  o  et 
x  =  a ,  on  obtient 

AC 


7. 


aire  du  cône  =  iz  b  sfà1  -+-  ft2  =  1  t.  b  X 
r=r  circonférence.   BC  X 


De  la  oubature  des  solides  de  révolution. 

369.  Soit  v  le  volume  engendré  par  la  révolution  de  Taire 
mixtiligne  ABPM  autour  de  Taxe  AX  {fig.  75)  ;si  l'abscisse 
AP  =  x  devient  AP' =  #-+-/*,  le  solide  de  révolution  s'ac- 
croîtra du  corps  engendré  par  la  rotation  du  trapèze  mixti- 
ligne PMM'P'  autour  du  même  axe.  Le  volume  engendré 
par  ABMP  étant  une  fonction  de  #,  puisqu'il  s'augmente 
ou  diminue  en  même  temps  que  x ,  il  s'ensuit  que  le  volume 
engendré  par  ABM'  P'  sera  une  fonction  de  x  -+-  A,  et  aura 
pour  expression 

de   ,         d'o  A» 
h 


dx  d,r2    2 


par  conséquent,  si  Ton  en  retranche  le  volume  engendré 
par  ABMP,  on  aura 


_dp  d^v  ^ 

d.r  dx1   9. 
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pour  le  volume  engendré  par  PiMM'P'.  Or,  ce  volume  étant 
compris  entre  les  cylindres  engendrés  par  les  rectangles 
MP'  et  M'  P,  différera  moins  de  l'un  de  ces  cylindres  que 
ces  cylindres  ne  différent  entre  eux 5  donc,  si  l'on  peut 
prouver  que,  dans  le  cas  de  la  limite,  le  rapport  de  ces  cy- 
lindres est  l'unité ,  il  en  sera ,  à  plus  forte  raison ,  de  même 
du  rapport  du  corps  décrit  par  PMM'P',  à  l'un  de  ces  cy- 
lindres. Cela  posé,  on  a  évidemment 

le  cylindre  décrit  par     PM'  =  n  [f{x  +  ^')]2^> 
le  cylindre  décrit  par     P'M  =  tt  [fx)2  h  ; 

donc  le  rapport  de  ces  cylindres  est  exprimé  par 

(fxy 

En  faisant  h  =  0 ,  on  voit  que  ce  rapport  se  réduit  à  l'u- 
nité; il  en  sera  donc  de  même  du  rapport  du  volume  en- 
gendré par  PMM'  P'  à  celui  du  cylindre  décrit  par  MP'. 
Of,  ce  rapport  étant  représenté  par 


dv           d2v   h7 
dx          dx7    2 

de         d*v 

h 

"i H  T-7 

— 

-+-  . 

•    • 

d.r        ax7 

2 

-{fxyti  *  {fxy 

on  a,  dans  le  cas  de  la  limite, 

dv 


x 

-  =  1; 


d'où  l'on  tire 


dp  /  „   x 


et  enfui 

(92)  do  =  7rj2d.r. 

370.  On  parviendrait  au  même  résultat  par  la  considé- 
ration des  infiniment  petits  :  car  on  peut  concevoir  le  vo- 
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lu  nie  MON  {fig>  86)  comme  partagé  en  tranches  infini  - 
ment  minces,  par  des  plans  perpendiculaires  à  Taxe  de 
révolution-,  Tune  de  ces  tranches,  qui  est  l'élément  du 
corps ,  peut  être  considérée  comme  un  cylindre  dont  la  base 
est  le  cercle  décrit  par  y,  et  dont  la  hauteur  est  égale  à 
l'épaisseur  ab  représentée  pardx  ;  par  conséquent,  cet  élé- 
ment a  pour  expression  t:  y*  dx. 

371.  Appliquons  cette  formule  à  la  détermination  du 
volume  de  l'ellipsoïde  allongé  ,  qui  est  le  volume  en- 
gendré par  la  révolution  de  l'ellipse  autour  de  son  grand 
axe    :    l'équation   de    l'ellipse    rapportée    au   centre  étant 

bl 
y*  =  —  (a2 — or*),  on  substituera  cette  valeur  de  ) 5  dans  la 

formule  7r  y'djr,  et  Ton  aura 

rz  y2  dx  =  7r  —  (a-  —  x7)  (1  r  ; 

et  eu  intégrant,  on  trouvera 

b7  i  ks\ 

Supposons  que  l'intégrale  soit  nulle  au  point  A  (  fig.  87)  où 
x  =  —  a ,  nous  aurons 

C  =  7T  - ;  x  ô  a*-, 
a7        5 

et  en  substituant  cette  valeur  de  C,  l'équation  (93)  devient 

Faisons  ensuite  x  =  a,  pour  avoir  l'intégrale  définie  com- 
prise entre  les  limites  x  =  —  a  et  x  =  -+-«;  nous  obtien- 
drons 

fit  jr-dx  =  n  -  •  -a   ; 

tel  sera  le  volume  de  l'ellipsoïde  allongé.   Si  b  =  a,  ce  vo- 
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valeur  sera ,  en  général ,  une  fonction  de  x  et  de  r,  que  nous  re- 
présenterons par  M ,  et  nous  aurons 

d5V 


dard  y 


=  M. 


575.  Pour  déterminer  le  volume,  au  moyen  de  cette  expres- 
sion ,  écrivons-la  ainsi  : 

d  — 

-^rdj  =  Mdj; 

la  notation  qui  est  dans  le  premier  membre  nous  montre  qu'on 

,    dV   • 
est  parvenu  à  l'expression  de  la  différentielle  de  -r—  *  en  regar- 

(XX 

dant  y  comme  variable  et  x  comme  constant;  la  même  hypothèse 
devra  donc  avoir  lieu  lorsque  ,  par  une  opération  inverse ,  nous 
intégrerons;  mais  alors  x  étant  traité  comme  une  quantité  con- 
stante, pourra  se  trouver  dans  la  constante  qu'on  doit  ajoutera 
l'intégrale.  Nous  regarderons  donc,  en  général,  cette  constante 
comme  une  fonction  de  x\  et  en  la  représentant  par  X,  nous  au- 
rons, par  une  première  intégration, 

(95)  ^=/Md/  +  X. 

Pour  exécuter  la  seconde  intégration,  nous  remarquerons  que  la 

dV 
notation  -_—  montre  que  la  différentielle  du  volume  doit  être  prise 
dx 

en  regardant  x  comme  la  seule  variable  :  nous  devons  donc  con- 
server la  même  hypothèse  dans  l'intégration;  ainsi,  en  représen- 
tant par  Y  la  fonction  de  jr9  qui  remplacera  la  constante,  et  en 
multipliant  préliminairement  par  d  x,  pour  changer  le  coefficient 
différentiel  en  une  différentielle,  nous  trouverons 

V=/d^(/Md,r+X)  +  Y. 

574.  L'ordre  des  intégrations  étant  arbitraire ,  on  peut  indi- 
quer ainsi  les  opérations  que  nous  venons  d'exécuter  : 

(gfi)  V-/.73<l.r<l.r. 
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375.  Pour  donner  une  application  de  cette  méthode,  propo- 
sons-nous  de  trouver  le  volume  de  la  sphère:  l'équation  de  la 
sphère  étant 

■S'-'-h/'-'-f  z2=z  r\ 

on  tirera  de  cette  équation  la  valeur  de  z  ,  et  en  la  mettant  dans  la 
formule  (96),  on  aura 

(97)  SSzàxùy     ou     fày  fzàxzzz  fùyfAjcsjr*—  x%  —  y1', 

regardant  y  comme  constant,  et  appelant  A-  la  différence  /,? — y-, 
qui  est  essentiellement  positive,  puisque  r  surpasse  toujours  /, 
nous  trouverons  d'abord,  en  intégrant  par  rapport  a  x, 

Jà  x  y/r2  —  x1  —  y 2  rr  fd  x  y/A2  —  x"-  ; 
or,  d'après  l'art.  282 ,  nous  avons 

fdx  VA2  —  x*  =  -  y/A2— .r2  ~f-  -  A-  arc  (  sin  =  ^  J  -h  Y, 

et  en  mettant  la  valeur  de  A2,  on  trouve 


Pour  prendre  l'intégrale  définie,  observons  que  la  constante  y 
étant  représentée  par  AP  (fig.  90  ) ,  tous  les  points  que  nous  allons 
déterminer  par  cette  intégrale ,  doivent  avoir  leurs  projections  sur 
la  direction  de  PM;  car  l'un  quelconque  de  ces  points  ayant  la 
variable  z  pour  ordonnée,  aura  AQ  et  QN  pour  ses  autres  coor- 
données, et  alors  QN  sera  égal  à  la  constante  AP;  et  l'autre  coor- 
donnée AQ,  dirigée  dans  le  sens  des  xy  pourra  être  remplacée  par 
PN  :  de  sorte  qu'en  comptant  les  x  sur  la  droite  PM,  les  y  seront 
constants.  Prenant  donc  l'intégrale  de  P  en  M,  c'est-à-dire  depuis 

x  =  o  jusqu'à  x  =z  PM  =  y//--  —  y\  nous  substituerons  successi- 
vement à  x,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (98),  les  va- 
leurs x  =  ^r- — v2rt.r  =  o,   et  retranchant  le  second  résultat 
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«lu  premier,  nous  trouverons,  pour  l'intégrale  définie, 

■ 

r  —  >- .  an:    sin  =:  i .  : 

«  t  observant  que  l'arc  dont  le  sinus  est  l'unSté,  vaut  le  quart  de  la 
circonférence  représentée,  suivant  l'usage,  par  2tt,  cette  inté- 
grale définie  devient 

I    ,  T. 

-(r2  —  r7  X-: 

'1  -9. 


cette  valeur  de  ft\.r  \'r7 — .r- — v    étant  substituée  dans  l'équa- 
tion lvft    ,  on  «aura 

f_fzàxAy=-^f  r-r)Ar  =  i*  d-j)  -HX; 
.     et,  en  intégrant  depuis  y  -=o  jusqu'à  v  =  r,  on  trouvera  (Jfg.  o/>) 


ffzAxAy  =  ^[r-ri)=^-  = 


r1  \         2  r.  r*         i 

6 


Tel  sera  le  volume  qui  reposera  sur  le  quart  de  cercle  BAC,  et 
qui  sera  par  conséquent  le  huitième  de  la  sphère.  (  Note  X.  ; 

Dr  la  auadfature  des  surfaces  courbes ,  au  moyen  des  intégrales 

doubles. 

576.  Soit  \fig.  89)  EDCB  =  S  une  surface  courbe,  et  suppo- 
sons que  l'abscisse  x   s'accroisse  de  //;  cette  surface  deviendra 

dS  ,        d2S  lr  . 

S  4-  -,—  /'  -r  7—1 h  etc.:  et ,  dans  le  cas  de  la  limite ,  le  rapport 

dx  âx1  2  .  ' r 

de  l'accroissement  de  la  fonction  S  â  celui  de  la  variable  x,  se  ré- 

In  In 

«luira  à  -p- ;  °"oîi  1  on  conclura  que  la  différentielle  est  -=— dx: 
dx  dx 

cette  différentielle  sera  représentée,  dans  la  figure,  par  la  }>ande 

DD'CC  d'une  largeur  infiniment  petite.  Si  dans  DD'CC'  on  fait 

maintenant  varier  y,  et  que  y  devienne  encore  infiniment  petit, 

la  bande  DD'CC  se  réduira  à  DD'ïl',  et  aura  pour  expression 

«l'S 

(l  .r  cl  v. 
d.roi 
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Or,  cette  surface  DD'IÏ'  étant  infiniment  petite,  on  peut  la  con- 
sidérer comme  plane;  par  conséquent,  en  la  multipliant  par  le 
cosinus  de  son  inclinaison  7  sur  le  plan  des  xy,  elle  égalera  dxdy 
[Note  XI)  ;  nous  aurons  donc 

DD'II'oos?  =d.rdr, 
ou 

d'S 


d  x  dy 
d'où  nous  tirerons 


dxdy  cos  7  =  d.rd  r  ; 


d'S 


d  x  à  y       cos  7 

Pour  déterminer  la  valeur  de  7,  soit  Ax  -h  By  -f-  Cz  -+-  D  =  o 
l'équation  du  plan  tangent;  nous  savons  que  ce  plan  fait  avec  le 
plan  des  xy  un  angle  qui  est  donné  par  l'équation  (  Note Hll) 


cos  7  = 


v/'-K&Hï;)' 


Si  nous  considérons  donc  Ax  -f-  By  -f-  Cz  -f-  D  =  o  comme  l'é- 
quation du  plan  tangent  au  point  de  la  surface  courbe  dont  la 
projection  est  dxdy,  nous  aurons 


Pour  déterminer  les  coefficients  différentiels  qui  entrent  dans  cette 
expression ,  nous  remarquerons  qu'au  point  que  Ton  considère , 
le  plan  tangent  se  confond  avec  la  surface  courbe,  dont  nous  re- 
présenterons l'équation   par  z  =/{x,  y);  par  conséquent,   les 

valeurs  de.:—  et  de  -=—  »  qui  entrent  dans  l'expression  de  cos  7,. 
dy  dx 

doivent  être  regardées  (art.  77)  comme  les  mêmes  que  celles  que 
l'on  déduirait  immédiatement  de  l'équation  z  =f(x,  y).  Ayant 
donc  fait  ces  substitutions,  on  intégrera  ensuite  deux  fois  l'équa- 
tion (99),  multipliée  par  dxdy,  opération  que  nous  indiquerons, 
comme  précédemment,  par  un  double  signe  d'intégration  ,  et  nous. 
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liions 


577.  Pour  donner  une  application  de  cette  formule,  cherchons 
a  déterminer  l'expression  de  la  surface  de  la  sphère.  Son  équation 
étant 

100  j: — r- —  z-  =  r1, 

nous  la  diffère  n  lierons .  et  nous  trouverons  T  après  avoir  divise 

par  2., 

r  d  x  -■-  »  d  »'  —  z  d  r  =  o  , 

d'où  nous  tirerons 


x  y 

d  3  = d  x  —  -ilv, 


par  conséquent 

de  x       dz 

t\x  z         i\r 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'expression 


/  dz\  dz     : 


nous  la  changerons  en 


V 


X'        v-         i      r 

i  -h  —  -h  "—  =  -  \  i  *  -h  y-  -+-  z-  =  -  . 


«  t  par  conséquent  nous  aurons 

r  iVtl.i  il 


xrW.-'- (£)■+(£)■=/.' 


mettant  la  valeur  de  zy  on  aura 


te.» 

578.    P<iur  effectuer  les  intégrations  indiquées,  nous  écrirons 

t     c  '  \  /"'  —  X'  —   >  "  t.     \  r'  ""  •*"     ■""   * 


"> 
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et  par  là,  nous  marquerons  que  nous  devons  commencer  par  in- 

Cl  X 

tégrer  l'expression  =====  >   en  considérant  x  comme  la 

sjru —  x1  —  y2 

seule  variable;  faisant  donc,  comme  précédemment, 

et  intégrant,  d'après  l'art.  274,  nous  aurons,  en  ajoutant  une 
constante  fonction  de  y, 


h 


=  arc  sin  -  -+-  i  ; 


y7  A*  —  x*  A 

mettant  la  valeur  de  A,  et  prenant  ensuite  l'intégrale  définie  de- 
puis x  =  o  jusqu'à  .r  —  \ !r2 — y'2,  il  viendra 

(*  àx  I        .  -.  7T 

I  — =============  =  arc  (sin  =  i)  =  y  circonférence  =  -> 

J  yjr1  —  x7  —  y2  4  ^ 

cette  valeur  étant  substituée  dans  l'équation  (ioi),  nous  donnera 

r  Ç       rdxdy        _    /*tt  __  i 

J  J  >jr2"-x2  —  y*  ~J   *riJr~~  1*° 

en  appelant  X  la  constante  qu'on  doit  regarder  comme  une  fonc- 
tion de  x;  prenant  ensuite  l'intégrale  définie  entre  les  limites 
y  =  o  et  y  =  r,  nous  trouverons  enfin 


//; 


r  d  x  cl  y  i 

=  -izr2. 


yV  —  x2  — 


y 


i  9. 


Telle  sera  la  partie  de  la  surface  sphérique  comprise  dans  l'angle 
formé  par  les  axes  des  coordonnées  rectangulaires  xy  y,  z,  c'est- 
à-dire  la  huitième  partie  de  la  sphère. 

De  l'intégration  des  fonctions  de  deux  variables. 

379.  Les  deux  méthodes  principales  que  l'on  emploie 
pour  parvenir  à  intégrer  les  équations  différentielles,  qui 
contiennent  deux  ou  un  plus  grand  nombre  de  variables , 
consistent,  i°  dans  la  séparation  des  variables,  pour  pou- 
voir leur  appliquer  ensuite  les  procédés  usités  pour  une 


.  t.- 
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seule  variable  ;  2°  dans  la  recherche  des  facteurs  propres  à 
rendre  une  différentielle  exacte.  C'est  pourquoi  nous  allons 
nous  occuper  successivement  de  ces  deux  méthodes. 

De  la  séparation  des  variables,  de  f équation  linéaire  du  premier 
ordre,  et  des  propriétés  des  fonctions  homogènes. 

380.  Nous  avons  vu  que  toute  différentielle,  pour  être 
intégrable,  devait  être  de  la  forme  yxàx\  ainsi,  on  serait 
arrêté  dans  l'intégration  d'une  équation ,  si  elle  renfermait 

des  termes  tels  que  y*àx+  xydx,  — .  etc.  Cependant,  il 

ne  faudrait  pas  conclure  que  l'intégration  est  impraticable  ; 
car,  si,  par  des  opérations  algébriques,  on  pouvait  faire 
en  sorte  que  chaque  terme  ne  contint  plus  qu'une  seule 
variable,  l'intégration  pourrait  s'effectuer  ensuite.  L'équa- 
tion xdy-\-jrdx  =  o  est  dans  ce  cas.  En  effet,  si  Ton  divise 
cette  équation  par  ocy,  elle  devient 

à  y        ù  x 


y  x 

et  en  intégrant,  elle  donne  log/  -+-  log x  =  C  ;  et  en  repré- 
sentant par  A  le  nombre  dont  C  est  le  logarithme,  on  peut 
écrire  logj^  H-  log  x  =  log  A ,  et  par  conséquent 

log  xy  =  log  A  ; 

passant  aux  nombres ,  on  a 

xjr  =  A. 

381.  Soit  l'équation  plus  générale 

yx.dy  •+-  Fy.àx  =r  o  ; 

pour  séparer  les  variables ,  on  divisera  cette  équation  par 
<p  x .  F^,  et  l'on  trouvera 

dy        dx 
Fy  yx 

équation  dans  laquelle  les  variables  sont  séparées. 
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382.  Pour  en  donner  un  exemple,  proposons-nous  d'in- 
tégrer 

(  i  -h  xl)  dy  =  dx  \jy  : 

en  divisant  par  (i-|-  xl)  sjy,  on  aura 

dy  dx 

et  en  intégrant  celte  équation,  on  obtiendra 

2  sfx  =  arc  tang  .•*•  -h  C. 

383.  On  séparerait  encore  les  variables  par  la  division 
dans  la  formule 

yx.Fy  dx  -H  y'x.Y'y.d  y  z=  o  ; 

pour  œla,  il  suffirait  de  diviser  par  Fj  .  çp'.r,  et  l'on  au- 


rait 


ox  F'y 

T      dx  -h  =-^-  dr  =  o. 


fa;  Fj 

Ce  procédé  est  applicable  à  l'équation 

x7ydx  -+-  (3  y  -h  i)d/  y/V  =  o  ; 

car,  si  on  la  divise  par  y  yGc3,  on  obtient 

x7    ,  (3r+i)  . 

s[x*  X 

384.  L'intégration  pourrait  encore  s'effectuer  si  la  pro- 
posée renfermait  plus  de  deux  variables,  et  qu'on  pût  la 
ramener  à  ne  contenir  dans  chaque  membre  que  des  diffé- 
rentielles dont  on  connaît  l'intégrale,  comme  seraient  5  par 
exemple,  les  fonctions 

ydx  —  xdy 

•i. ,     xdr  -+-  ydx,  .  .  .  , 

y 

qui  ont  respectivement  pour  intégrales  -  et  xy. 
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385.  11  est  une  équation  importante,  dans  laquelle  la 
séparation  des  variables  s'effectue  par  un  procédé  très- 
ingénieux,  c'est  la  suivante  : 

(102;  dv  -+-  P  ydx  =  Qdj:, 

où  P  et  Q  sont  des  fonctions  de  x. 

Pour  cet  effet,  on  égalera  >  au  produit  des  deux  indéter- 
minées Xel:.  ce  qui  donnera 

v  =  zX,      dy  =  zdX  «+-  Xdc; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (102),  on  la  trans- 
formera en 

zdX  -f-  X(dz  -H  Psd.r)  =  Qdx. 

X  étant  arbitraire,  on  déterminera  cette  fonction  en  éga- 
lant entre  eux  les  ternies  qui  ne  sont  pas  sous  la  "paren- 
thèse, ce  qui  décomposera  l'équation  précédente  en  ces 
deux-ci  : 

X(d*-+-PstI.r)  =  o,      ;dX  =  qdxi 

la  première  donne 

dz 

—  =  —  Pilr,      on      lopf  3  r-  — J"  Pd.r, 

ou,  en  observant  que  log<^  équivaut  à  l'unité, 

logz= —  /' Pd.r  logr  =  logr    ■*       X; 
passant  aux  nombres,  on  a 

-/IM.r 

on  tire  de  la  seconde 

d  X  =  — —  Q  r  d  .r  : 

donc 

X  =  /Qe/1>dj"d.r-f-C; 

mettant  ces  valeurs  de  z  et  de  X  dans  l'équation 


"> 
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on  obtient 

(io3)  y=e    J  \jQcJ  d.r-hC)- 

Cette  équation  porte  le  nom  d'équation  linéaire  du  pre- 
mier ordre ,  nous  en  verrons  la  raison  (art.  450). 

386.  La  séparation  des  variables  peut  toujours  s'effec- 
tuer dans  les  équations  différentielles  du  premier  ordre  à 
deux  variables,  lorsqu'elles  sont  homogènes.  Une  équation 
homogène  est  celle  dans  laquelle  tous  les  termes,  consi- 
dérés par  rapport  aux  variables,  sont  de  mêmes  dimensions  : 
ainsi  l'équation 

ax7y3  4r  bxyk  -+-  cy3x7  =  x> 

est  une  équation  homogène ,  puisque  la  somme  des  expo- 
sants de  x  et  de  y  étant  égale  à  5  dans  chaque  terme,  tous 
les  produits  x1/3,  xyk,  etc.,  sont  chacun  de  cinq  dimen- 
sions. 

L'équation 

axGy7  —  bx^y*  -+-  cy*  =  o 

est  aussi  homogène,  puisque  la  somme  des  exposants  des 
variables  dans  chaque  terme  est  8.  La  variable  x  n'entre 
pas  dans  le  dernier  terme  de  l'équation,  mais  cette  va- 
riable peut  être  considérée  comme  élevée  à  la  puissance 
zéro. 

387.  Soit,  en  général ,  z  une  fonction  de  x  et  de  y  com- 
posée de  termes  homogènes,  tels  que  Axpyt,  Bxp'yi\ 
Cxp"y*'\  etc.  -Si  nous  représentons  par  n  la  somme  des  ex- 
posants de  x  et  de  y,  dans  un  de  ces  termes ,  nous  aurons, 
en  vertu  de  l'homogénéité, 

p-\-  q  z=  n,     p'  +  q'—n,     p"  +  q"  =  n  y      etc. 

Cela  posé,  si  nous  divisons  tous  les  termes  par  x71,  l'éga- 
lité subsistera  encore ,  et  le  terme  &xpyq  deviendra 

kxPyi 


:Pyi  __  ky*  __  ky*  =  ^  ( l\\ 


9 


Ce  fffir.  riMîjt  .iti#>r«î  Jf:  r-  [fTm^  pouvant  *  appliquer  a  lou: 
le*  autr?* .  non»  auron*  don*. 


?-'■£ 


et  en  faisant  -  =  /f.  celte  équation  deviendra 
équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

♦m  appelant  Q  la  fonction  représentée  par  ¥<]. 

388.  Considérons  maintenant  (équation  différentielle 

Mdx  -h  ydr  =  o. 

dans  laquelle  les  coefficients  M  et  N  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes de  deux  variables  x  et  y  d'une  dimension  n. 

En  divisant  cette  équation  par  x*,  elle  pourra  donc  se 
mettre  sous  la  forme 

<-t  si  nous  faisons  -  =  z,  cette  équation  deviendra 

ilxvz  H-  dj-Fz  =  o. 
ou  plutôt 

i.io5j  fz4-rz-p=:o. 

l^ir  achever  d'éliminer  y  au  moyen  de  l'équation  -  =  z, 

ou  plutôt  y  —  zx,  nous  differentierons  cette  dernière  équa- 
tion .  et  nous  obtiendrons 

(1k  xàz 

=  3  4- 


dr  '     d 


x 
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cette  valeur  réduit  l'équation  (io5)  à 


t^    i  xdz\ 

<ps+Fz(z  +  -j^  )=o, 


d?où  l'on  tire 


xdz tfz         (^3-f-zFz) 

"cTâT  "~  _  Fi  ~~  z  ~~  Fz~      ' 

et ,  en  séparant  les  variables , 

dx  dzFz 


x  yz  -+-  z¥z 

et  par  conséquent 

f*    dz¥z 
log  x  =  —  /  - — --  -h  C. 

Lorsqu'on  aura  intégré,  il  ne  s'agira  plus  que  de  mettre 
dans  le  résultat  la  valeur  de  z. 

389.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

x7dy  z=zy*dx  -h  xydx  : 

en  faisant  y  =  zx,  nous  trouverons 

dy  zz:  zdx  -{-  xdz9 

et ,  en  substituant  ces  valeurs ,  l'équation  deviendra 

x*zdx  -h  x*dz  =r  z*x7dx  -h  zx2d.r  ; 

réduisant  et  divisant  par  ar%  facteur  commun,  on  obtien- 
dra 

xdz  =  z2dx; 

cette  équation  étant  divisée  par  z*  et  par  x,  donne 

dx       dz 


x         z2 


et  en  intégrant,  on  aura 


log  .r  =  —  -  4-  C  = |_  c  =  —--+-  C> 

-  y  y 

X 

»9' 
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Ce  que  nous  disons  de  ce  terme  pouvant  s'appliquer  à  tous 
les  autres,  nous  aurons  donc 

L =*(-)■■> 

xn  \  x  /  ' 

Y 

et  en  faisant  -  =  //,  cette  équation  deviendra 

j^Yq  =z  z, 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 
(io4)  Qxn=z, 

en  appelant  Q  la  fonction  représentée  par  Fq. 

388.  Considérons  maintenant  l'équation  différentielle 

M  d  x  -h  N  à  y  =  o , 

dans  laquelle  les  coefficients  M  et  N  sont  des  fonctions  ho- 
mogènes de  deux  variables  x  et  y  d'une  dimension  n. 

En  divisant  cette  équation  par  x",  elle  pourra  donc  se 
mettre  sous  la  forme 


*(;)d*+-F(*)dj  =  o;' 


Y 

et  si  nous  faisons  -  =:  z,  celte  équation  deviendra 

dxyz  +  dyFz  =  o, 
ou  plutôt 

(io5)  fz-bF*jJ=o. 

Pour  achever  d'éliminer  y  au  moyen  de  l'équation  -  =  z% 

Êk  x 

(^plutôt  y  =  zx,  nous  différentierons  cette  dernière  équa- 
tion .  et  nous  obtiendrons 

d  v  xdz 

d.r  d.r  ' 
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ce  polynôme  deviendra 

Mxry'-h  Nxry+  . .  A  *_  /Mys        Nj5'  \* 

n  I  ~"  (     "  "     ' 

or,  les  équations  (107)  nous  donnent 

n  n  , 

substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  précédente ,  nous  trou- 
veroDs 

(M5+Ng:+...y=[M(j)vN^y+...j, 

ce  qui  prouve  que  lorsque  les  équations  (106)  ont  lieu,  les  poly- 
nômes élevés  à  des  puissances  se  réduisent,  comme  les  autres 

termes,  à  des  fonctions  de  -• 

x 


y 

Par  conséquent,  en  faisant  -  =  z,  ou  plutôt  y  =  zx,   l'équa- 

tion   peut  se  réduire  à  une  fonction  de  z.  Pour  en  donner  un 
exemple ,  soit 

(108)  xdy — ydx  =  dx  yx2 —  y2. 

Cette  équation  écrite  ainsi , 

xl  y0  ày  — yi  x°  dx  =  dx(x*y° —  x°y7)2  > 

on  voit  que  les  équations  (106)  sont  satisfaites;  ainsi,  nous  fe- 
rons y  =  zx,  et  par  conséquent 

dy  dz 

— -  —  z-f-x  —  ; 

t\X  QX 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (108),  réduisant  et  divi- 
sant par  le  facteur  commun,  on  obtiendra 


dz 


n  -  «» 


xd^  =  *l-z 


1 
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et  par  conséquent 


x 


àz 


intégrant ,  on  trouvera  (  art.  275  ) 

log  x  =  arc  (sin  =  z)  -+-  C , 
ou ,  en  remettant  la  valeur  de  z  , 

log  x  =  arc  (  sin  =  -  }  H-  C. 

392.  En  général,  lorsqu'on  a  une  fonction  homogène 
des  variables  x,y,  z ,  etc.,  on  peut  toujours  séparer  l'une 
des  variables,  par  exemple  x,  en  faisant  y  =  /#, 
z  =  uXj  etc.  (*). 

393.  On  emploie  quelquefois  des  exposants  indéterminés 

(*)  Voici  ce  calcul  :  soit  Mdr  +  Nd/  +  Pd5=>o,  une  équation  homo- 
gène, dans  laquelle  M,  N,  P  sont  des  fonctions  des  trois  variables  x,yt  s; 

ces  fonctions  M ,  N,  P  contiendront  des  termes  tels  que  Axpy9  zr9  hxf'y*'  sr , 

CxP" yf  / ,  et  Ton  aura  ^  +  ^  +  r  =  ^  +  ^+r'  =  /+^+rff  =  «.  Si 

dans  l'un  de  ces  termes,  par  exemple  dans  \xpyV  zr,  on  substitue  les  va- 
leurs y  =  tx,  z  =  i«x,  ce  terme  deviendra 

JixP  t*  x<*  ur  xr  =  xP+l+'x  At1ur=z  xn  A  I»  ur; 

la  même  chos£  ayant  lieu  pour  les  autres  termes ,  si  Ton  y  substitue  les  va- 
leurs de  y  et  de  z ,  l'équation  Mdx  +  Nd/  +  Pd»  =  o  aura  x"  pour  fac- 
teur commun;  supprimant  ce  facteur  et  observant  que  ày  et  de  se  change- 
ront end.fxetend.ux,  elle  prendra  la  forme 

y(t,  u)dx-hF  (t,  u)d.tx-t~/(t,  u)d.ux  —o; 

et,  en  exécutant  les  dinerentiations  indiquées,  on  aura 

f(t ,  u)d:r-+-F(f,  u)  (tdx-hxdt)-ï-f(t ,  u)  (udx-f-  xdu)  =  o; 

d'où  l'on  tirera 

[o(t,u)-ht¥(i,  u)  +  u/"(/,«)l(la=-i[F(f,u)d<+/(f,«)d«.!; 
et  par  conséquent 

dr_  F(f,  u)dt  -J-/(  /,  m)  du 
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pour  rendre  une  équation  homogène  :  soit,  par  exemple, 
l'équation 

fl/mx"(U  +  bxl'dx  -h  cxiïày  =  o; 

on  supposera  y  =  zk  -,  et  comme  l'exposant  k  n'est  pas  une 
variable ,  mais  une  constante  inconnue ,  on  différentiera  par 
l'art.  18,  et  Ton  aura 

dj  =  kzk~s  dz     et     ym  =  zkm; 
en  substituant,  on  obtiendra 

azkmxn  d  x  -+-  bxP  d  x  -h  c/\r?  zA— '  d  s  =  o  ; 

cette  équation  sera  homogène  si  l'on  a 

km  -+  n  =  p,     q  -+-  k  —  i  =  p  ; 

éliminant  l'indéterminée  k ,  on  trouvera 

p  —  n 

—  P  4-i  —  «7» 

m 

équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  pro- 
posée puisse  être  homogène  par  la  substitution  de 

y  =  zk  =  zP+l~1. 

394.  Il  existe ,  sur  les  fonctions  homogènes ,  un  théorème 
important  que  nous  allons  démontrer  de  la  manière  sui- 
vante : 

Soit  Rida:  -f-Ndj  la  différentielle  d'une  fonction  homo- 
gène z  entre  deux  variables  x  et  y,  nous  aurons  donc  l'é- 
quation 

(109)  Md.r  -f-  Ndj  =  dz. 

Faisant  -  =  9,  et  désignant  par  n  la  somme  des  exposants 

des  variables,  d'un  des  termes  de  la  fonction  z^  on  trou- 
vera (art.  387) 

Q.r"  =  z\ 

et  l'on  se  rappellera  que  Q  ne  contient  que  la  seule  variable 
7,  attendu  que  la  fonction  d'où  provient  Q  ne  renfermait 
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y  * 

que  des  termes  en  -  ?  qui  se  sonl  changés  en  q  par  la  substi- 
tution de  q  à  la  place  de  -•  Cela  posé,  remplaçons,  dans 


l'équation  (109)  ,j>  par  sa  valeur  qx.  substituons  Qx*  à  z 
et  appelons  M'  et  >  '  ce  que  deviennent  alors  Met  N5  l'é- 
quation (109)  se  transformera  en 

110)  M' dx  +  X d.qx  =  d  (Qx*}  ; 

la  différentielle  de  qx  (art.  14)  étant  ^d  x  -+-  xàq ,  si  nous 
mettons  cette  valeur  à  la  place  de  d.qx,  nous  obtiendrons 

l'M'  -+-  K'q)  dx  H-  Xxdq  =  d  (Qo-)  ; 

ce  qui  nous  apprend  que  la  différentielle  totale  de  Qx"  est 

(M'-hK'fljdxH-N'xdtf; 

mais  en  effectuant  ladifféreutiation  indiquée  dans  le  second 

membre  de  l'équation  précédente ,  la  différentielle  totale 

de  Qx"  est  aussi 

Q.nx"-ldjr  H-  x"dQ; 

ou  plutôt,  parce  que  la  différentielle  d'une  fonction  Q  de  g 
est  de  la  forme  Fq.dq, 

m 

Qnj^-'dx  -\-Frj.dq. 

Comparant  ces  deux  expressions  de  la  différentielle  totale 
de  Qx",  nous  voyons  que  leurs  premiers  ternies  repré- 
sentent également  la  différentielle  de  Qx"  prise  par  rapport 
à  x.  Nous  aurons  donc 

M'  H-  X'q  =  //Qj^-:; 

si  dans  cette  équation  on  remet  y  au  lieu  de  qx ,  M'  et  N' 
redeviendront  M  el  N,  et  Ton  aura 

x 
ou 

395.   Ce  théorème  peut  s'appliquer  à  des  fonctions  homo- 
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gènes  d'un  nombre  quelconque  de  variables  :  car,  si  Ton 
avait,  par  exemple,  1  équation 

MdxH-  Ndj  -4-  Pdf  =  dz, 

dans  laquelle  la  dimension  fût  toujours  /z,  il  suffirait  de 

faire  -  =  q ,  -  =  /•,  pour  prouver,  par  un  raisonnement 

analogue  a  celui  que  nous  avons  employé ,  qu'on  doit  avoir 
z  =  x"F  (gr,  r) ,  et  par  suite 

Mj  +  S/-f  Pf  =  nz. 
Des  condition»  d'intéçrabiUté  des  fonctions  de  deux  variables. 

396.  Lorsqu'on  a  une  différentielle  Mdx  +  Ndj-  =  o , 
on  ne  peut  pas  affirmer  qu'il  existe  toujours  une  équation 
qui,  étant  différentiée,  donne  la  proposée  \  car,  si  l'on 
différentiait ,  par  exemple,  l'équation  f  {x ,  y)  ==o,  et 
qu'on  en  tirât  mdx  -H  ndy  =  o,  on  pourrait  multiplier 
cette  équation  par  une  fonction  de  .r,  et  obtenir  une  équa- 
tion M.dx  -f-  Nd y  =  o  dont  les  coefficients  M  et  N  seraient 
différents  de  m  et  de  n  ;  par  conséquent ,  l'équation 

Md.r  -+-  Nd  r  =  o 
ne  résulterait  plus  du  seul  procédé  de  la  diiFéren nation  de 

f(x,  X)  =  o- 

Il  en   serait  de  même    si    l'on  combinait  arbitrairement 

mdx-\-ndy=z  o  avec  l'équation  primitive  f{x,  y)  =  o; 

par  exemple,  en  éliminant  un  ou  plusieurs  termes  entre 

mdx-hndy  ==  o  et  f(x^y)  =  o,  on  pourrait  obtenir  une 

équation 

Wdx  -h  N'd/  =  o, 

dans  laquelle  les  coefficients  différentiels  M'  et  N'  seraient 
différents  de  m  et  de  n. 

397.  Une  équation  qui ,  telle  que  mdx  -h  ndy  =  o  ,  a 
été  obtenue  par  le  seul  procédé  de  la  différen dation,  se 
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nomme  une  différentielle  exacte  ;  il  en  est  de  même  de  toute 
fonction  différentielle  qui  ne  serait  pas  égale  à  "zéro,  mais 
qu'on  aurait  trouvée  par  le  seul  moyen  de  la  différentia- 
lion.  Lorsqu'une  équation  différentielle  M dx-j-Ndj-  =  o 
n'est  pas  une  différentielle  exacte,  on  ne  peut  songer  à  l'in- 
tégrer que  lorsqu'on  Ta  rendue  une  différentielle  exacte  par 
quelque  opération  préparatoire. 

398.  Euler  résolut  le  premier  ce  problème  important  : 

i°.  Une  équation  différentielle  étant  donnée ,  déter- 
miner comment  on  peut  reconnaître  lorsqu'elle  est  une 
différentielle  exacte  ? 

2°.    Quel  est  le  moyen  d'intégrer  cette  équation  ? 

Ayant  de  donner  une  solution  de  ce  problème ,  je  rap- 
pellerai que,  d'après  notre  convention  (art.  54),  Pexpres- 

f  àz 

sion  -=—  nous  indique  que  la  fonction  z  de  x  et  de  y  a  été 

différentiée  par  rapport   à  je ,  et  divisée  par  d.r  (*)*,  si 

ensuite  cette  fonction  -r—  est  différentiée  par  rapport  à  une 

autre  variable  y,  puis  divisée  par  dj ,  nous  écrirons  ainsi  le 

résultat  de  cette  opération  :  - — - — .  Si ,  au  contraire ,  on  eût 

pris  d'abord  le  coefficient  différentiel  de  z  par  rapport  à  y, 
et  ensuite  par  rapport  à  x,  on  aurait  écrit  ainsi  le  résultat 

de  cette  opération  :  — — =—  • 


(*  )  Soit  ds  =  Adr  -+-  Bdr  -t-  C  d  t ,  etc  ,  la  différentielle  totale  de  s  ;  le 

dz 
rapport  —  n'est  autre  chose  que  le  coefficient  différentiel  A.  Si  l'on  deman- 
d  x 

dait  le  rapport  de  A  d  x  -+-  B  dj  H-  C  d  t ,  etc.,  à  d  x ,  il  ne  faudrait  doue  pas 

dz 
le  représenter  par  -=— :;  dans  ce  cas,  le  rapport  de  la  différentielle  totale  à 

d  x  s'écrira  de  l'une  des  manières  suivantes  : 

J                                (\{z) 
-r—    i\Z        OU  -, 

d  x  (iv 
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Lorsque  z  csl  une  fonction  de  trois  variables  x,  /,  u , 
une  expression  telle  que  - — - — —    indique  qu'on  a  pris 

d'abord  le  coefficient  différentiel  de  z  par  rapport  à  x,  et 

dz 
ensuite  le  coefficient  différentiel  de  -r—  par  rapport  à  y,  et 

u  jc 
d2z 

enfin,  le  coefficient  différentiel  de  -j — -=— ■  par  rapport  à  u, 

d5z 
Pareillement ,  l'expression  -.   ?  .    3-  indique  qu'on  a  effectué 

cinq  différentiations  successives  sur  z,  les  deux  premières 
par  rapport  à  x ,  et  les  trois  autres  par  rapport  à  y. 

399.  Cela  posé ,  le  théorème  d'Eulcr  repose  sur  la  pro- 
position suivante,  qui  a  été  démontrée  (art.  174)  : 

«Si  /  'on  a  une  Jonction  z  de  deux  variables  x  et  y,  et 

qu'on  prenne  le  coefficient  différentiel  de  z ,  d'abord  par 

rapport  à  x,  et  ou  on  prenne  ensuite  le  coefficient  diffe- 

dz 
rentiel  de  -r—  par  rapport  à  y,  on  aura  le  même  résultat 

que  si  Von  eût  d'abord  pris  le  coefficient  différentiel  de  z 

dz 
par  rapport  à  y,  et  ensuite  le  coefficient  différentiel  de  -=-^ 

par  rapport  à  x  :  c'est  ce  qu'on  exprime  en  disant  que 


dxdy       dydx 

400.  Si  Ton  a ,  par  exemple,  z  =  x'2  -h  xy,  on  trouve 

dz  dz 

dx  i\y 

et  par  conséquent 

d2z d2z 


d.*'dj-  dy  dx 

401.  Cela  posé,  soit  z  la  fonction  dont  la  différentielle 
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est  M  d x  -j-  iN  d  >  i  on  a 

ai  d  y 

La  première  de  ces  équations,  différentiée  par  rapport  à  j , 

donnera 

d  M         d5  z 


dy        dxdr' 

la  seconde,  différcntiée  par  rapport  à  .r,  donnera 

dN  d?z 

dx        dj'dx 

Les  seconds  ternies  de  ces  équations  étant  identiques ,  il  en 

résulte  que 

dM       dN 

dy       dx 

toutes  les  fois  que  cette  équation  de  condition  aura  lieu,  la 
différentielle  proposée  sera  exacte. 

•402.    Je    reconnais,    par    exemple,    que    l'expression 

[ix  —  /)  dx  —  xàj  est  une  différentielle  exacte,  parce 

(jue 

dM__         _dN 
.  d  y  dx 

L'expression 

( y%  H-  3x2J  dx  •+■  (3 y2  -+-  2x y)  dy 

est  aussi  une  différentielle  exacte,  car 

dM  dN 

a  y  dx 

403.   L'équation/ dx  —  ;rdy=o  n'est  pas  une  différen- 

ii  dM  dN  r?       a  * 

helle  exacte,  puisque  -. —  =  i  et  que  —  =  —  i.  hn  eflet, 

(•elle  é(juation  dérive  de  celle-ci  : 

y  dx  —  x  dy 


— —  <>, 


1 
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trouvée  immédiatement  par  la  diiterentiatiou  }  et  dans  la- 
quelle on  a  supprimé  le  diviseur  commun  y*  -,  en  le  rcs- 

!..  X 

tituant,  on  aura   M=-,      N= ,  *  et   la   condition 

y  y 

dM       dN  ,. 

-i —  =  -7—  sera  remplie. 
djr        dx  * 

Des  conditions  d " intégra bilité  d'une  fonction  des  variables  x,  y, 
et  de  leurs  coefficients  différentiels  successifs. 

40$.  La  variable  indépendante  étant  .r,  soient 

ày  d'y  d3/ 

et  ainsi  de  suite.  Si  Ton  prend  une  expression  Vd x  dans  laquelle  V 
soit  fonction  de  x>  de  j,  de  /?,  de  <?,  etc.,  il  faudra  pour  que  Yd.r 
soit  une  différentielle  exacte,  qu'elle  provienne  par  la  différentia- 
tion  d'une  certaine  fonction  que  nous  désignerons  par  z  ;  nous 
aurons  donc  Véx  ==.  d  z ,  ou  plutôt 

(n3)  Y=*dz. 

v  dx 

Supposons  que  V  ne  contienne  que  .r  et  y,  et  que  les  coeffi- 
cients différentiels/?  et^;  c'est-à-dire  qu'on  ait 


v  =  FV"-r>d^' d^j 


*  ...  d  y       d2  y 

l'expression  Ydx,  à  cause  des  coefficients  différentiels  -7^-  et  ~ 

r  dx      dx2 

qu'elle  renferme,  appartiendra  au  second  ordre;  il  en  sera  donc 
de  même  de  dz;  par  conséquent,  z  devra  être  une  fonction  du 
premier  ordre,  et  ne  contiendra  point  q.  Ainsi  Ton  aura,  en  la 

difTérentiant , 

M  .  dz    ,  dz  dz 

mettant  cette  valeur  de  dz  dans  l'équation  (1 13),  on  obtiendra 

-     . dz  ,  dz   .  d 


1     / az  ,  uz  az   .    \ 

—     t-  d.r  -t-  —  dy  +  -r-  dp     ; 
•  djt'  \d.z  dj  dp        1 
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faisant  passer  le  diviseur  dx  sous  la  parenthèse,  on  aura 

dz        dz     dy       dz     dp 

dx       dy    dx       dp    d«r' 

mettant ,  au  lieu  des  coefficients  différentiels,  leurs  valeurs  données 
par  les  équations  ( 1 1 2 ) ,  on  trouvera  . 

,     i-v  xr       &z       &z  dz 

Soit  maintenant 
(1 16)  d  V  =  Md.r  +  Nd>-  +  Vdp  H-  Qdy, 

les  équations  (1 13)  et  (1 15)  vont  nous  fournir  les  moyens  de  dé- 
terminer les  coefficients  M  ,  N ,  P,  Q  en  fonction  des  coefficients 

dz     d*z  dV 

différentiels  -7—  »  -r— ■  >  etc.  Pour  cet  effet ,  la  valeur  M  =  t-> 
ax     dr  dx 

tirée  de  l'équation  (1 16),  étant  mise  dans  l'équation  (n3)  diffé- 

rentiée  par  rapport  à  x,  on  a 

1      d2z 


dx    dx 


on  trouvera  de  même 


117)  -r-     ou     N  =  —    - — 

dy  dx    dy 

dV 
A  Fégard  de  P,  le  coefficient  différentiel  —  >  qui  en  est  la  valeur, 

se  trouvera  en  différentiant  l'équation  (1 1 5)  par  rapport  à  p  et 
en  divisant  par  dp;  et,  si  Ton  qbserve  que  d.uv  =jidv  -h  vâu, 
on  aura 

<   81  —  ou  p—  d'z      li      â*z         Ëli      Û1ÈÎ 

^  dp  dxdp       dy       dy  dp  dp7  dp  dp 

Or,  le  terme  affecté  de  -~  est  nul ,  car 

dp 

d^ 
dr/  d2p  dp  __  di        d.  constante 

dp       d.ird/1         dx-        dx  dx 


DES    CONDITIONS    DIKTÉGRABILITÉ.  3o3 

et  comme  une  constante  n'a  point  de  différentielle,  nous  suppri- 
merons le  terme  affecté  de  -p^(*),  ce  qui  réduira  la  valeur  de  l'é- 
quation (i  18)  à 


1 


,        x  ^       dz  dJz  d2z  d'z 

(1,9}  ^SJ  +  d^  +  d^'  +  cÇï*- 

Cette  valeur  va  se  simplifier;  car  l'équation  (1  i/J) ,  étant  différai- 
tîée  par  rapport  à  /?,  nous  donne 

dz  _    d2z  d2z  d?z 

d/>       dard/?  d/dj?  d/>*    ^' 

et  en  divisant  par  dx ,  on  a 

1       dz__     d2z  dz  daz 

d.r     d/?        dard/;       djd/>  dp7 

Cette  valeur  des  -trois  derniers  termes  de  l'équation  (1 19)  la  iv 
duira  à 

dz  1       dz 

dy  dx     dp 

En  opérant  de  même  par  rapport  à  Q,  on  trouvera 

_       dz         1       dz 
dp        dx      dq 

et  comme,  dans  notre  hypothèse,  la  fonction  z  du  premier  ordre 

ne  peut  renfermer  d2j  et  par  conséquent  qy  il  faudra  supprimer 

dz 
le  terme  où  entre  -^— ?  ce  qui  réduira  la  valeur  de  Q  à 

dq 

~       <lz 


(  *  )  Si ,  au  Heu  des  seuls  coefficients  différentiels  p  et  7,  on  avait  encore 

r,  s,  t ,  etc.,  en  suivant  la  même  marche,  on  tomberait  sur  les  expressions 

dr     d  £      d  t 

-r — t  -= — »  -p-»  etc.;   et,   par  une  démonstration  analogue,  on  prouverait 

facilement  que  ces  expressions  sont  nulles. 
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en  résumé,  nous  avons 

i    d2z  mT          i     .    dz 

M  =  -5—^— ?  N  =  — d.-j-o 

.               .            dxdi-  dj?       dr 
(120)             { 

dz         1         dz  dz 

,        dj       dx     * dp  dp 

II  ne  s'agit  plus  que  d'éliminer  entre  ces  équations  la  fonction  z, 
qui  nous  est  inconnue  ;  or,  en  considérant  les  coefficients  différen- 
tiels qui  s'y  rencontrent,  nous  voyons  qu'il  en  existe  de  deux 
sortes  qui  sont  communs  à  plusieurs  de  ces  équations  :  ce  sont 

■-. —  et  -7—  qui  entrent  dans  les  valeurs  de  P,  de  N  et  de  Q.  Cher- 
dy       dp  ^ 

chons  à  éliminer  ces  deux  coefficients  différentiels  entre  nos  trois 

équations  :  pour  cela ,  nous  remarquerons  que  la  différentielle  de 

-r^-  qui  entre  dans  la  valeur  de  N  est  celle  du  terme  -r—  qu'on 
d;  dy 

trouve  dans  la  valeur  de  P;  nous  différentierons  donc  l'équation 
qui  a  P  pour  premier  membre,  et  en  divisant  par  dx,  nous  trou- 
verons 

dP         1     ,    dz    '      1      ,dz 

-r-  =  -r-  d.    - h-: d2 ' 


djr       dx       dy       d  x*       d/?'. 

par  conséquent ,  en  retranchant  de  cette  équation  la  seconde  des 
équations  (120),  nous  obtiendrons 

Il  nous  reste  encore  ici  un  terme  qui  contient  z  ;  mais  nous  l'éli- 
minerons à  l'aide  de  la  quatrième  équation  (120),  différentiel 
deux  fois,  ce  qui  nous  donnera 

/  n  m  dP  d'Q 

<iai>  "-dx+dï^0- 

Tellç  sera  l'équation  de  condition  qui  devra  avoir  lieu,  pour  que 
V  étant  fonction  de  x,  de  y,  de  p  et  de  9,  l'expression  Vd  x  soit 
une  différentielle  exacte. 

En  général ,  si  V  est  une  fonction  de  x ,  de  y  et  des  coefficients 
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différentiels  p,  *y,  r,  s,  /,  etc.,  on  trouvera 

dP   t   d'Q       d3R   t   d*S       d*T 

[x*       dxh 


(«a)      N_-  +  3-r-3-,  +  —  __  +  ...  =  o. 


405.  Par  «xemple,  si  l'on  avait  wdx  +  «d^,  en  mettant  cette 
expression  sous  la  forme  {m  H-  np)  dx,  la  fonction  V  serait  dans 
ce  cas  égale  àw  +  «/?,  et  Ton  en  déduirait 

dm       dn  ^ 

i     ,     i     (an  dn       \  dn       dn 

dx  d.r  \d.r  dy        )       dx       dy 

ces  valeurs  de  N  et  de  -y—  dP,  mises  dans  l'équation 

U  X 

dx 
la  convertiraient  en 

dm       dn  dn       dn 


dy        dy  dx       dy 

et  en  réduisant  on  trouverait 

d  ni       d  n 
dy        dx 

ce  qui  est  l'équation  de  condition  (i  1 1)  de  l'art.  401. 

Intégration  des  fonctions  de  deux  variables  qui  remplissent  les  con- 
ditions oTintégrabilité.  —  Recherches  des  facteurs  propres  à  rendre 
intégrantes  les  équations  qui  ne  le  sont  pas  immédiatement. 

406.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  une  diffé- 
rentielle à  deux  variables ,  lorsqu'il  a  été  reconnu  qu'elle 
est  exacte.  Pour  cet  effet ,  nous  remarquerons  d'abord  que 
lorsqu'une  fonction  u  de  x  et  de  j,  par  la  différen dation, 
a  donné  M  dx  -f-  N  dy,  le  terme  M  dx  a  été  obtenu ,  en  re- 
gardant y  comme  constant.  Par  conséquent ,  lorsque  nous 
intégrerons  la  partie  Md.r,  la  constante  que  nous  ajoute- 
rons pourra  renfermer  y,  et  en  la  représentant  par  Y,  sauf, 

2<> 


3o6  CALCUL    1KTÉGRAL. 

si  le  cas  l'exige ,  à  regarder  Y  comme  uue  constante  ordi- 
naire, nous  écrirons 

(i23)  «  =  /Md*+Y  =  o. 

Cette  équation  étant  celle  qui,  par  la  différentiation,  a 
du  nous  donner  Md.r-h  N  dy  =  o ,  il  suit  de  là  que  N  n'est 
autre  chose  que  le  coefficient  différentiel  de  y*Md.r-|-  Y, 
par  rapport  à  y. 

En  effectuant  celte  différentiation,  nous  aurons 

mT       dfMdx      dY 
dy  dy  ' 

on  tire  de  cette  équation 


dY  __  dfMdx 

Ay  ~~  dy 


et  en  intégrant, 

d/Mdx 


-/(»- 


dr; 


dy 
cette  valeur  de  Y  mise  dans  l'équation  (i23),  on  obtient 

(,a4)  «  =  /Md*+J(N-i^f)dr. 

Il  est  à  observer  que  N  —  -J— ne  renferme  pas  x , 

puisque  cette  expression ,  multipliée  par  dy,  doit  donner 
pour  intégrale  une  fonction  Y  de  la  seule  variable  y. 

407.  Pour  démontrer  que  l'expression  N ~ n'est  pas 

dy 

une  fonction  de  x,  nous  en  prendrons  le  coefficient  différentiel 
par  rapport  à  xy  et  nous  aurons 

dN       d(d/Mdx). 
(     aj  d^  ày&x       ' 

et  en  changeant  l'ordre  des  différentiations ,  la  seconde  partie  de 


INTÉGRATION    DES    DIFFÉRENTIELLES    EXACTES.  3<>7 

cette  expression  deviendra 


d(d/Md.r)  __( 


1 


d  /'Mcl.r 


Ud.r\ 

*       )  . 


dxdy  dy 

or,  F  intégrale  f  M  dx  ayant  été  prise  par  rapport  à  x,  la  diffé- 
rentielle dey*M  d .r,  relativement  à  la  même  variable  x>  sera  Mdjc  ; 

j/d/MdxX 

d/Mdx  .  \      d.r       / 

donc  — *£-= =  M ,    ce   qui  réduit  1  expression  — - — r '— 

dx  dy 

à  - —  ;  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  (i25),  nous  au- 

dN       dM 
rons  -j j —  ',  or,  cette  quantité  est  nulle  d'après  Féquation 

de  condition  d'intégrabilité;  d'où  il  suit  que  la  différentielle  de 

d  fMdx 
N ~j Par  rapport  a  x,  est  nulle,  ce  qui  prouve  que 

cette  expression  ne  renferme  pas  x. 

408.  Au  moyen  de  la  formule  (124)5  ol1  peut  intégrer 
toute  fonction  de  deux  variables  qui  satisfait  à  la  condition 
d'intégrabilité.  Prenons  pour  exemple 

(126)  (6.rj  —  y2)  &x  -h  (3x2 — ixy)dy. 

Comparant  cette  expression  à  Mdx  H-  X  dy9  nous  avons 
6  xy  —  y2  =  M  ,      3x'*  —  2  xy  =  N. 

Par  conséquent,  la  condition  d'intégrabilité  est  remplie, 
puisque  Ton  trouve 

dM       r  dN 

- —  =  O  x  —  2  y  =  -r—  ; 
d  y  J        dx 

intégrant  l'expression  (6xy  —  y2)  dx ,  dans  l'hypothèse 
de  y  constant,  nous  aurons 

J  M  d  x  =  f  (6  xy  —  y1  )  d  x  =  3  x'ly  —  y'1  x  ; 

substituant  cette  valeur  et  celle  de  JN  dans  Féquation  (124  ) 

20. 
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nous  obtiendrons 

n  =  3<r-  y'*+  rr3^-2x7~d(3x^""rajrndr. 

La  partie  affectée  du  signe  d'intégration ,  en  exécutant  la 
di fièrent îation  indiquée,  se  réduit  à 

y(3x*  —  ixy  —  3xa-h  2.xy)  ày\ 

et,  en  étant  le  signe  d'intégration,  on  a  une  différentielle 
dont  les  termes  se  détruisent  :  il  suit  de  là  que  l'expression 

/To                          d(3ar*r  —  r7x)~]  t 
J  ^'-^^--J J_2UJdjr, 

est  constante ,  vu  que  toute  quantité  dont  la  différentielle 
est  nulle,  est  constante;  d'où  il  résulte  que  l'intégrale  cher- 
chée est  3  x1  y  —  y*  x  -+-  constante. 

409.  Si  l'on  n'eût  pas  voulu  employer  la  formule  trouvée 
par  Part.  406,  on  aurait  pu  faire  directement  le  calcul  de 
la  manière  suivante  : 

On  intégrera  l'expression  (126) ,  en  regardant  j'eomme 
constant ,  et  Ton  aura 

fMdx  =  f(6xy  —  j-2)dar-hY, 
ou 

(127)  u=z$X7y —  jr7X-hY'y 

differentiant  cette  équation  par  rapport  à  y,  on  obtiendra 

du       s   ,  ,  dY 

dy  à  y 

-r—  n'étant  autre  chose  que  le  coefficient  de  djr  dans  l'ex- 
pression (126),  nous  avons  aussi 

du 

-= —  =  5  x2  —  2  x  y  ; 
dy  J 

comparant  ces  valeurs,  nous  trouverons  -r—  =  o,  et  par 

conséquent  Y  =  constante;  mettant  cette  valeur  dans  Vé- 


{ 
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quation  (127),  nous  trouverons 

u  =  Sx1  y  —  y*x  -\~  constante. 
410.  Soit  encore  la  fonction 

(2^  -h  3^3)  dj?H-  (2^;"  -H  $x y*  -\-  8j3)d/; 

si  on  la  compare  à  l'expression  Mdar-f-Ndj',  on  trouvera 

M  =  2 /*#-|- 3 /3,     N  =  2jj/  -+-  9-rj3  -+-  8j3; 

et  comme  l'on  a 

dM       ,  ,       dN 

dr  ^  ^  d  .r 

la  fonction  proposée  est  une  différentielle  exacte.  Intégrant 
par  rapport  à  x ,  nous  aurons 

/  M  àx  =  y  V  -f-  3  ylx  -h  Y, 

ou 

u  =  j^J-|_3j-3o:-f-  Y; 

différentiant  cette  expression  par  rapport  à  y^  on  obtiendra 

au  __à(y'lx'ï-\-Zy*x)      dY 
dj*~  dj  d^' 

d'une  autre  part,  ^—  représentant  le  coefficient  de  A  y  dans 

l'équation  proposée,  nous  aurons  encore 

Au  _ 

—  =  7.x"  y  +9J?irî  +  o/3; 

de  ces  deux  valeurs  de  j—  on  tire  cette  équation 

d(rV  +  3r^)       dY  ,       0 

-^ — -j—JL — ^+_  =  2^+9.^  +  87% 

et  en  affectant  la  différentiation  indiquée  par  rapport  à  y, 


on  a 


dY 
ix*  y  -f-  9/2^  -I-  -j—  ~  2.r*  v  --}-  (j.i  >  ?  \-  oj ■% 


S  I O  (. \Ll î  L    I >T£«, P.  \  I. 

équation  qui  -!••  f  «-finit  à 

donc 

Y=  /8  v;dr  =  2  r-r-C. 

et  par  conséquent  l'intégrale  cherchée  est 

11  =  jr :  x1  -+-  3  r1  j:  -f-  2  _v*  -+-  C. 

tl  I.  On  a  vu  fart.  403 )  que  l'équation  jrdjr  —  xd/=o 
n'était  pas  une  différentielle  exacte,  parce  que  cette  équa- 
tion avait  perdu  le  facteur  commun—;  on  sent  donc  qu'il 

peut  exister  des  équations  qui ,  telles  que  celle-ci ,  ne  sont 
pas  immédiatement  intégra  blés,  mais  qui  le  deviendraient 
si  Ton  pouvait  restituer  ce  facteur. 

412.  Soit  en  général  l'équation  Pdx-t-Qdj-  =  o,  qui 
est  une  différentielle  exacte,  et  z  le  facteur  commun,  que. 
pour  plus  de  généralité,  nous  supposerons  une  fonction 
de  x  et  de  y  \  nous  aurons 

P=Ms,     Q=Nz.- 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'équation  précédente, 
le  facteur  commun  z  disparaîtra ,  et  Ton  aura 

(128)  Mdx-+-Ndjr  =  o. 

L'équation  Pdx  -+-  Qdy  =  o  étant  une  différentielle  exacte 
par  hypothèse,  on  aura 

dP_  dQ 
Ay       t\  .r 

mettant  pour  V  et  pour  Q  leurs  valeurs,  cette  équation 
deviendra 

<1  Mz        dNz 
(I  v  cl  jr 
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et  en  développant,  on  trouvera 

Mdz       zdU       ISdz       sdN 

(I29)  -rr  + 


djr  dy  dx 

ci  z        d  ** 

41 3.  Lorsque  le  facteur  commun  z  est  constant ,  -r—  et  ~ 
x  dr      d.r 

étant  nuls,  l'équation  (129)  devient 

dM  ___  dN 
dy         dx 

et  par  conséquent  la  condition  nécessaire  pour  que  l'équa- 
tion (128)  soit  une  différentielle  exacte,  est  remplie.  Mais , 
lorsque  z  est  une  fonction  de  x  et  de  y,  la  détermination 
de  z  dépend  de  l'équation  (1 29)  \  or,  cette  équation  est  plus 
difficile  à  intégrer  que  la  proposée ,  qui  ne  renferme  que  le 

seul  coefficient  différentiel  -y-  ,  tandis  que  l'équation  (129) 

renferme  les  deux  coefficients  différentiels  -^-  et  -r—  ,   et 

dx       dy 

contient  trois  variables  .r,  y,  z. 

4i4.  Si  l'équation  est  homogène,  il  est  très-facile  de 
déterminer  ce  facteur-,  car  soit  Mdx  -+-  N  dy  =  o  une 
équation  homogène,  qui  devienne  intégrable  par  la  mul- 
tiplication d'une  fonction  homogène  z  de  x  et  de  y,  appe- 
lant u  l'intégrale  de  l'équation  z  Mdx  -+-  z  N  dy  =  o ,  on  a 

(i3o)  zMdx+zNd/ndw; 

cette  équation  étant  homogène,  on  en  déduit  (art.  394) 

(i3i)  zMx  -{-  zNy  =.  nu; 

or,  si  la  dimension  de  M  est  représentée  par  m ,  et  celle  de  z 
par  ft,  la  dimension  de  l'un  des  termes  zMx,  sNy  sera 
donc  m  -h  À  4-  1 }  cette  valeur  étant  mise  à  la  place  de  n  , 
dans  l'équation  précédente,  nous  aurons 

z  Mx  -+-  z  N  v  =  [m  -h  k  --{-  1)  u  ; 


> 


3l»  CALCUL    INTÉGRAL. 

divisant  l'équation  (i3o)  par  celle-ci,  nous  trouverons 

Md-r-hNdr        du  i 

J  =  — X 


Mx-f-N/  u         m  -f  k  H-  i 

Le  second  membre  de  cette  équation  étant  une  différentielle 
exacte,  il  en  doit  être  de  même  du  premier;  d'où  il  suit 

que  — —  doit  être  un  facteur  propre  à  rendre  inté- 

grable  l'équation  homogène  M  dx  -f-  Ndy  =  o. 

415.  Si  le  facteur  commun  z ,  qui  doit  rendre  homogène 

la  proposée,  n'est  fonction  que  de  a:,  on  a  -r—  =  o ,  ce  qui 

réduit  l'équation  (129)  à 

3dM_N_dz  dR 

d  y         dx  dx 

d'où  Ton  tire 

Ndz  __     /dM       dN\ 
dx  \d/        dx  ) 

et  par  conséquent 

dM 

t  1    \  dzm      \   dy 

(i32)  —  —  »    ~^- 

intégrant,  on  a 


logz 


//dM 


multipliant  par  log  c ,  changeant  le  coefficient  de  log  e  en 
exposant ,  et  passant  aux  nombres ,  on  trouve 

r  i_  /^M_dN\ 

(.33)  i=J  "^       Ax'    '. 

Il  ne  s'agira  donc  plus  que  de  multiplier  l'équation  pro- 
posée par  ce  facteur  z ,  pour  qu'elle  devienne  une  différen- 
tielle exacte. 
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416.  Soit,  par  exemple,  jdx  —  xdy  =  o;  on  a 

dM        dN 
M  =  r,     *=-*,     ^-^  =  2; 

au  moyen  de  ces  valeurs ,  là  formule  (i3a)  nous  donne 

Càz__  Çzdx 

d'où  Ton  tiren  en  intégrant, 

Q 

log  Z  =  —  2  log  x  -+-  log  C  =  —  log  x1  -h  log  C  =  log  —  \ 

et  en  passant  aux  nombres ,  on  trouve  z  =  —  :  par  consé- 

^  i»              •        Cfrdx  —  xdv)  ,.„,,        .  n 

quent  1  expression    — — ■  sera   une  différentielle 

exacte. 

417.  On  peut  trouver  une  infinité  de  facteurs  qui  jouis- 
sent de  la  même  propriété.  En  effet,  soit  z  un  facteur  qui 
rende  exacte  l'équation  Mzdx  +  îizdy  =  o;  en  repré- 
sentant par  u  l'intégrale  de  cette  équation ,  nous  aurons 

Mzdx  -h  Nzd/  =  du; 

multipliant  les  deux  membres  par  (f  u ,  nous  obtiendrons 

<pa(Mzd.r  -f-  N*d/)  —  yudu. 

La  forme  de  (fu  étant  arbitraire,  nous  pouvons  faire,  par 

exemple,  <fu  =  2  m*,  et  alors  iu*  du  étant  une  différentielle 

exacte , 

lu7  [Mzdx  4-  Nzd/)  =  2u7du 

en  sera  aussi  une  \  donc  le  facteur  2  zu*  aura  la  propriété  de 
rendre  intégrable  l'expression 

Mda:  +  Ndj  =  o. 

On  voit  qu'on  peut  faire  une  infinité  d'autres  hypothèses 
sur  <pu. 
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Des  conditions  d'intégrabilité  des  Jonctions  de  trois  et  d'un  pi  ils 
grand  nombre  de  variables.  Intégration  des  équations  de  trois 
variables  qui  y  satisfont.  De  l'équation  de  condition  qui  a  lieu 
pour  que  l'intégration  des  équations  différentielles  à  trois  va- 
riables dépende  d'un  facteur  commun ,  et  des  moyens  de  satis- 
faire à  la  proposée,  lorsque  cette  équation  de  condition  n'existe 
pas. 

418.  Proposons- nous  de  déterminer  les  conditions  d'intégrabi- 
lité  de  la  différentielle  d'une  fonction  de  trois  variables  x9  y,  z; 
cette  fonction  étant  représentée  par  u,  nous  aurons 

(i34)  dii  =  Mdx-hNd/-f-Pds; 

par  conséquent , 

du        mT       du        n       du 

M  =  t-  *      N  =  -7-  *      P  =  -i— 
dx  dy  dz 

On  peut  combiner  deux  à  deux  ces  équations,  de  trois  manières 
différentes  : 


2°. 


3*. 

Par  une  démonstration  analogue  à  celle  que  nous  avons  donnée 
précédemment ,  on  déduira  de  ces  équations  celles-ci  : 

dM       dN       dM       dP       (IN       dP 


—  =  M 

dx 

et 

d//_  AT 

-r—   il  , 

dx 

et 

du  _ 
dz 

et 

du  n 
dz 

T—  '  ~î —   ~* —  5 


*        '  dy        dx        dz        dx'      dz        dy 

En  général,  s'il  y  a  n  variables,  on  aura  autant  d'équations  de 
condition  que  ces  variables  peuvent  donner  de  produits  distincts 

deux  a  deux  ,  et  par  conséquent  — - équations  de  condition. 

419.  Lorsque  la  différentielle  du  est  nulle,  l'équation  (i34)sc 

réduit  à 

M(1.j:  -f-  ISdr    f    Pdz~  o; 
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mettons-la  sous  la  forme 

(i36)  dz  =  mdx  -H  n  dy, 

en  faisant 

/  *    \  M  N 

Or,  si  nous  regardons  z  comme  une  fonction  de  x  et  de  /,  nous 
pourrons  traiter  l'équation  (i  36)  comme  si  elle  ne  renfermait  que 
ces  deux  variables  ;  par  conséquent ,  la  condition  d'intégrabilité 
se  réduira  à  celle  de  l'art.  401,  c'est-à-dire  qu'il  faudra  que  la 
différentielle  de  /w,  prise  par  rapport  à  y,  et  divisée  par  cette  va- 
riable ,  soit  égale  à  la  différentielle  de  n  par  rapport  à  x,  et  divisée 
par  x.  Pour  obtenir  ces  expressions ,  nous  remarquerons  que  la  pre- 
mière ne  sera  pas  seulement-; —  >  mais  devra  avoir  un  second  terme 

djr 

provenant  de  la  différentiation  de  la  variable  z ,  regardée  comme 
fonction  de  y;  ce  terme  sera  donc  représenté  (art.  26  et  66)  par 

-i—  - — .   Ce  que  nous  disons  de  la  différentielle  totale,  prise  par 
dz  dy 

rapport  à  /,  devant  s'appliquer  à  la  différentielle  totale,  prise  par 

rapport  à  x ,  l'équation  de  condition  (1 1 1)  (art.  401)  sera  ,  dans  le 

cas  présent , 

dm        dm  dz         dn        dn  dz 

dy        dz  dy        dx       dz   dx 

dz 
transposant  et  observant  que ,  d'après  l'équation  (1 36) ,  -=—  =r=  m  , 

dz 
et  que  -7—  =  /î  ,  on  a 
dy 

.    _ft.  dm       dn  dm  dn 

(i3o)  -\ j \-  n- m  —  =0. 

v         '  dy        dx  dz  dz 

Or,  en  différentiant  les  équations  (137),  d'après  l'art.  16,  on  a 

dm  dy  dy        dn dx  dx 

dy  ~  Px  '      ~dx'~~  P*  ' 

P^_M^  P^-Nd-P 

d  ///        IS         dz            dz  (1  //       M         dz            dz 

n  —-—  ■=-.  —  . ,     ///  - —  —  -    . . 

dz        P                 P  dz        P                 P^ 
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Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (i38),  réduisant  les  deux 
derniers  termes  et  supprimant  le  dénominateur  commun  P%  nous 
trouverons,  en  changeant  tous  les  signes, 

/  5   x    «dM      Mdp       r,dN       ™dp       ,vTdM       ™dN 
(,3^-Pd7-Ma>-P^+Nd^-Ndï-|-Md7  =  0- 

Telle  est  l'équation  de  condition  qui  doit  avoir  lieu  pour  que  z 
puisse  être  considéré  comme  une  fonction  de  deux  variables  in- 
dépendantes x  et  y ,  c'est-à-dire  pour  qu'il  puisse  exister  une 
équation  finie  entre  ces  trois  variables  ;  par  conséquent ,  si  l'on 
prend  au  hasard  une  équation  Md.r  -+-  Ndj-f-  Pdz  =  o,  entre 
trois  variables,  avant  que  de  savoir  si  l'équation  (i3oy)  est  rem- 
plie, on  ne  pourra  pas  affirmer  que  l'une  des  variables  est  fonc- 
tion des  deux  autres;  c'est-Pdire  que  l'équation  différentielle  pro- 
posée nécessite  l'existence  d'une  certaine  équation  entre  x ,  y  et 
z ,  ou ,  en  d'autres  termes ,  que  cette  équation  différentielle  ait 
une  équation  unique  pour  intégrale. 

490.  Une  équation  différentielle  à  trois  variables,  pour  la- 
quelle l'équation  (i3g)  ne  se  réalise  pas,  était  autrefois  regardée 
comme  absurde  ,  ou  du  moins  comme  insignifiante;  Monge,  ainsi 
que  nous  allons  bientôt  le  faire  voir,  prouva  que  l'on  était  dans 
l'erreur. 

Lorsque  les  équations  (i 35)  ne  sont  pas  satisfaites,  si  nous  re- 
présentons par  \  le  facteur  propre  à  rendre  Md-r-hNd^-l-Pds 
une  différentielle  exacte,  les  équations  de  condition  (i 35)  de- 
viendront 

d>M   dXN   d>M   dXP    dXN   dXP 
dy  dx  dz  dx  àz  ày 

effectuant  les  différentiations  indiquées,  on  obtient 

M  —  —  N  —  +  \(— •-  —  \  =o 
ày  dx  \dy       dx  J 

*.à\  d>       ^  /dM       dP ; 

(-4o)         {Mdz-^dx^(l7-d^]  =  ° 


«  dl  dX        ^  /dN        dP ' 

N P —  +  X  [-. —  )  =  o. 

dz  d  v  Wlz         dy 
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Si  l'on  multiplie  la  première  de  ces  équations  par  P,  la  seconde 
par  —  N,  et  la  troisième  par  M,  et  qu'on  les  ajoute,  les  termes 
qui  ne  sont  pas  entre  les  parenthèses  se  détruiront  j  l'équation 
étant  divisible  par  \ ,  ce  facteur  disparaîtra ,  et  il  restera 

dM  dN       ^dM  dP  BN       MdP 

P- Pi N-T-H-N-1-  +  M-i Mr  =  o; 

dy  dx  dz  dx  dz  dy 

résultat  qui  n'est  autre  chose  que  l'équation  (139),  et  qui  s'ac- 
corde avec  ce  que  nous  avons  dit  sur  la  fin  de  l'art.  419  ;  car, 
pour  que  la  proposée  soit  intégrable  à  l'aide  d'un  facteur  >,  il  faut 
que,  comme  dans  tous  les  autres  genres  d'intégration,  elle  nous 
conduise  à  une  équation  unique  entre x, /et  z,  condition  expri- 
mée par  l'équation  (139).  Lorsque  cette  équation  sera  satisfaite, 
la  détermination  du  facteur  \  ne  dépendra  plus  que  de  deux  des 
trois  équations  de  condition  (i4°)>  puisque  leur  combinaison  avec 
l'équation  (139)  reproduira  la  troisième  (*). 

421.  Examinons  de  quelle  manière  on  peut  déterminer  l'inté- 
grale, lorsque  l'équation  (i3g)  est  satisfaite.  Pour  cet  effet,  regar- 
dons l'une  des  variables,  z  par  exemple,  comme  constante;  la 
proposée  représentée  par 

(141)  Md-r-hNd^  +  PdsrzrO, 

se  réduira  nécessairement ,  dans  cette  hypothèse ,  à 

(142)  Md#H-Ndj  =  o. 


<*) 

Cela  est 

facile  à 

vérifier; 

en  effet,  si 

l'on  avait, 

par 

exemple, 

les 

deux  < 

équations 

dy 

h" 

d< 

dx 
dy 

.  /dM 
.  /dN 

dN\ 
dP\ 

en  ajoutant  la  première  multipliée  par  P  à  la  seconde  multipliée  par  M  , 
et  retranchant  de  cette  somme  le  produit  de  l'équation  (i3o,)  par  Jl,  on  trou- 
verait en  réduisant,  et  en  supprimant  ensuite  le  facteur  commun  N, 

„d;        „d;        .  /dM       dP\ 
dz  dx  \  uz        dx  / 

ce  qui  est  la  seconde  des  équations  (i/jo). 
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Si  cette  dernière  équation  n'est  pas  immédiatement  intègrable, 
c'est  qu'il  est  possible  que  cela  provienne  d'un  facteur  commun 
qui  aura  disparu  de  l'équation  ( 1 4 1 \  Désignons-le  par  a,  nous  au- 
rons, en  le  restituant  dans  la  proposée, 

i43)  a  M  dx  -h  AN  dj  +  a  P  dz  =  o, 

et  en  faisant  z  constant,  cette  équation  deviendra 

i44;  ÀMdx+  a  X  dr  =  o. 

Or  si ,  par  un  procédé  quelconque ,  nous  trouvons  un  facteur  qui 
rende  intègrable  l'équation  (  i 42  ) ,  nous  le  regarderons  comme 
étant  celui  que  nous  avons  nommé  a;  alors  l'équation  (i44)  deve- 
nant une  différentielle  exacte ,  nous  pourrons  en  obtenir  l'inté- 
grale que  nous  représenterons  par  V.  Cette  intégrale  sera  en  gé- 
néral une  fonction  des  variables  .r,  jr  et  de  2,  traitée  comme 
constante  ;  par  conséquent ,  elle  devra  être  complétée  par  une  con- 
stante arbitraire  (art.  406 J  fonction  de  3,  que  nous  désignerons 
par  9  z  ;  de  sorte  que  nous  aurons 

(i45)  V+?z  =  o; 

différentiant  cette  équation  par  rapport  à  la  seule  variable  z,  on 
obtiendra 

la  quantité  renfermée  entre  les  parenthèses  devant  être  identique 
à  celle  qui  multiplie  dz,  dans  l'équation  (  1 4 3 } ,  on  aura  donc 


(.46} 

az         dz 

d'où  l'on  tirera 

'•47) 

d©3       ^  ^       dV 
—  aP 

dz                    dz  " 

et  comme  la  fonction  cp  z ,  qui  a  été  donnée  par  l'intégration ,  ne 
peut  renfermer  d'autre  variable  que  z,  il  en  sera  de  même  de 

-j-^->   Donc,  en  vertu  de  l'équation  (147  ' ,  il   faudra  aussi  que 
dz 

dV 

aP j—  se  réduise  à  une  fonction  de  la  seule  variable  3. 

d  3 
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11  suit  de  ce  qui  précède ,  qu'après  avoir  reconnu  que  l'équa- 
tion ( 1 39)  est  satisfaite,  on  regardera  Tune  des  variables  comme 
constante,  z  par  exemple,  ce  qui  réduira  l'équation  (1 40  à  l'é- 
quation (  i42)-  0°  examinera  ensuite  si  les  deux  termes  M  d  .r-hN  dy 
ne  peuvent  pas  devenir  intégrables,  en  les  multipliant  par  une 
quantité  que  nous  avons  désignée  par  À.  Lorsqu'on  sera  parvenu 

dV 
à  trouver  ce  facteur,  on"  déterminera  V;  les  valeurs  de  A ,  de  -=—  et 

dz 

de  P,  étant  alors  substituées  dans  l'équation  (147) ,  feront  con- 

A         d  ap  z  ,  (1  cp  z 

naître  -^—  •  Par  conséquent,  en  intégrant  -p—  dz,   on   obtiendra 

dz  dz    • 

la  valeur  de  yz,  qu'on  mettra,  ainsi  que  celle  de  V,  dans  l'équa- 
tion (i45),  ce  qui  donnera  l'intégrale  cherchée. 

422.  Soit ,  par  exemple , 
(i48)  yzdx —  xz  d  y  -+■  yx  dz  =  o , 

qui  satisfait  à  l'équation  (i3o,).  Il  s'agit  d'abord  d'intégrer 

yzdx  —  xz  dy  =  o  ', 

en  regardant  z  comme  constant.  Pour  cela ,  on  écrira  ainsi  cette 
équation  : 

z(y  dx  —  x dy)  =  o; 

et  en  remarquant  que  la  partie  qui  est  entre  les  parenthèses  devient 

x  1 

la  différentielle  exacte  de  t  lorsqu'on  la  multiplie  par  —  >  on  re- 

connaît  que ,  dans  le  cas  présent ,  on  a 

à  =  — ,      et     Vz=  —  • 

r1  y 

DifTérentiant  donc  cette  dernière  quantité  par  rapport  à  z  seul , 

dV  x 

l'expression  -r—  devient  -•  Cette  valeur  et  celle  de  A  étant  substi- 
tuées dans  l'équation  (i47  )  ?  celle  équation  deviendra 

d©z        P        x 


dz        y2      y 
et  comme  P  n'est  autre  chose  que  le  multiplicateur  de  dz  de  l'c- 
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quation  xi$&},  nous  <  n  restituerions  la  valeur,  et  nous  aurons 

dçz        x       A 

■  ■        -    ^^^  ^—  ^^^  —  * 

Az  Y  Y 

ou  plutôt 

d&s 

donc  y  z  =  constante. 

Cette  valeur  et  eelle  de  V  convertissent  enfin  l'équation  (iif S)  en 

hC  =  o, 

r 

ce  qui  est  l'intégrale  de  la  proposée. 

425.  Prenons  pour  second  exemple  l'équation 

zy  d x  -h  xz  d  r  -+-  xy  Az  -h  az7dz  -=  o , 

qui  satisfait  également  à  l'équation  de  condition  (i3ç)}.  Nous  inté- 
grerons donc  zy  Ax -h  xz  Ayy  en  regardant  z  comme  constant,  et 
nous  aurons 

;i49J  zxy  -hfz=zo. 

Cette  intégration  s'étant  effectuée  sans  qu'on  ait  eu  besoin  de  res- 
tituer un  facteur,  on  voit  que  dans  le  cas  présent  \  peut  être  con- 
sidéré comme  étant  égal  à  l'unité.  Ainsi  l'expression  -= —  s'obtien- 

Q  Z 

dra  en  différentiant  seulement  le  produit  zxy  par  rapport  à  * ,  ce 

dV 
qui  donnera  -7—=  x>\  Au  moyen  de  cette  quantité  et  de  celle  de 

u  z 

P,  qui  est  xy  -h  az1,  l'équation  (i47  )  deviendra 

Aoz 

z=  xy  -+-  a  z7  —  xy, 


Az 
ou  plutôt 


dfz 

17  =  ^ 


multipliant  par  Az ,  et  intégrant  par  rapport  à  z,  nous  obtiendrons 


/733 


S  =  -7-  -t    Crr  u; 


> 
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d'où  nous  conclurons  que  l'intégrale  cherchée  est 


az* 


424.  Lorsque  l'équation  (139)  n'est  pas  satisfaite ,  on  ne  sau- 
rait admettre  qu'il  existe  une  équation  qui ,  étant  différentiée ,  pro- 
duise la  proposée;  par  conséquent,  l'équation  (i47)>  qui  repose 
sur  cette  hypothèse,  ne  saurait  subsister;  c'est  ce  qui  va  devenir 
sensible  dans  l'exemple  suivant  : 

Soit  donc 

xy  d x  —  ix  dy  -+-  [z7  —  y7)  d  z  =  o 

une  équation  qui  ne  satisfait  pas  à  l'équation  de  condition  (139). 

Examinons  de  quoi  se  compose,  dans  le  cas  présent,  la  partie 

dV 
W  —  -T-  qui  formerait  le  second  membre  de  l'équation  (147),  si 

Q.Z 

cette  équation  avait  lieu .  Pour  cet  effet ,  en  regardant  z  comme 
constant,  nous  aurons 

xy  dx  —  zx  dy  =  o , 
équation  qui  devient  intégrable  si  on  la  divise  par  xy\  donc 

\=z  —  9     et     V  =  x  —  z  log  y  ; 

xy 

par  conséquent,  *P =—  a  pour  valeur 


z*-y> 


xy 


logJ- 


Or,  cette  quantité  étant  une  fonction  de  trois  variables  x,  y,  z, 
ne  peut  se  réduire  à  une  fonction  de  z  seul ,  comme  l'exigerait 
l'équation  (147  )  >  si  elle  avait  lieu;  donc,  dans  le  cas  actuel,  cette 
équation  (i47  ) ne  saurait  subsister. 

425.  Soit  maintenant  Md.r-f-Nd/-f-Pdz  =  o  une  équation 
différentielle,  pour  laquelle  l'équation  de  condition  (i3g)  ne  se 
réalise  pas  ;  désignons  par  \  le  facteur  propre  seulement  à  rendre 
intégrable  la  partie  M  d  x  -h  N  d/,  prise  en  regardant  z  comme 

21 
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constant ,  et  multiplions  la  proposée  par  ce  facteur,  nous  aurons 

(i5o)  XMd^H-  *Nd>  -+->.Pdz=  o; 

intégrant  la  partie  À1M  d.r  H-  XNdj,  dans  l'hypothèse  de  z  con- 
stant, l'intégrale  que  nous  obtiendrons  pourra  être  représentée, 
comme  dans  Kart.  421,  par 

V  -H  <pz  =  o. 

La  différentielle  de  cette  équation  étant  prise  par  rapport  aux  trois 
variables ,  nous  ne  pourrons  en  conclure  son  identité  avec  l'équa- 
tion (i5o);  car  l'équation  de  condition  (139)  ne  subsistant  pas,  il 
en  résulte  que  l'équation  (i5o)  ne  peut  être  regardée  comme  pro- 
venant de  la  différentiation  d'une  autre  équation  ;  et  comme  c'est 
sur  cette  hypothèse  que  repose  l'équation  (i47 )>  on  voit  qu'alors 
elle  ne  peut  plus  exister  :  mais  s'il  n'est  pas  permis  d'admettre 
que  la  proposée  provienne  d'u-ne  seule  équation  difïérentiée,  lors- 
que l'équation  (139)  ne  se  réalise  pas,  changeons  donc  d'hypo- 
thèse, et  regardons  cette  proposée  comme  le  résultat  de  deux  équa- 
tions. Prenant  V-f-<pz  =  o  pour  la  première,  nous  pourrons 
adopter  pour  la  seconde  une  relation  arbitraire  entre  x,  y  et  z, 
pourvu  toutefois  que  conjointement  avec  la  première ,  elle  en- 
traîne la  destruction  de  tous  les  termes  de  l'équation  (i5o).  Sup- 
posons donc  que  cette  relation  soit  celle  qui  est  dopnée  par  l'équa- 
tion (1 47  )>  équation  qui  ne  subsistait  plus  lorsqu'on  exigeait  qu'elle 
satisfît  à  la  proposée ,  mais  qui ,  dans  l'hypothèse  actuelle ,  est  ad- 
missible, puisqu'il  est  facile  de  reconnaître  qu'avec  le  concours 
de  l'équation  (i45)  elle  satisfait  à  l'équation  (i5o  ). 

En  effet,  en  différentiant  l'équation  (i45)  par  rapport  aux  trois 
variables,  l'équation  (i44)  nous  fournira  d'abord  les  termes  qui 
proviennent  de  la  différentiation  prise  par  rapport  à  x  et  à  y\  car 
nous  avons  vu  que  l'équation  (i45)  était  l'intégrale  de  Péqua- 
tion(i44)  prise  par  rapport  à  ces  deux  variables.  On  ajoutera 
ensuite  aux  termes  XMdar  +  ^Nd/  ainsi  obtenus,  ceux  qui  pro- 
viennent de  la  différentiation  de  l'équation  («45),  prise  par  rap- 
port à  z,  et  l'on  aura  de  la  sorte 

.,1  •>  «  t  d  V  .         deps  , 

XMd.r-f-  >Ndr  -h-r-dz  -f--^-dz  =  o. 

de  d  z 
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Si  dans  cette  équation  on  remplace  les  deux  derniers  termes  par 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (147  ) ,  on  obtiendra 

a.M dx  -h  àN  d y  -f-  \ P dz  =  o  , 

équation  dans  laquelle  on  reconnaît  la  proposée,  et  qui  est  par 
conséquent  satisfaite  entièrement  par  les  deux  équations , 

(i5i)  V  +  ?z  =  o     et     —  -f-  -J_==;p, 

(13  dz 

employées  simultanément. 

426.   Prenons  pour  exemple  l'équation 

y  dy  ■+•  z  d  x  =  d  z  ; 

si  Ton  regarde  z  comme  constant,  le  facteur  propre  à  rendre  inté- 
grable  la  partie  ydy  -h  zdx9  est  2  ;  par  conséquent,  nous  aurons 

(i52)  %ydy-+-2zdx  —  îdzzro; 

cette  équation  sera  satisfaite  par  le  système  des  deux  suivantes  : 

/     *-«>v  ,  ^VZ 

(i5o)  y1 -+- 2zx -j- <pz  =z  o  ,      2.r-i--j h  2  =  0. 

En  effet,  la  première  étant  différentiée  par  rapport  à  toutes  les 
variables,  donnera 

1  1  j        '  d  ? z  1 

7.  y  (l/-r22(l^  +  2a:ds+  -p—  d  z  =  o  ; 

dz 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  2/d/  -f-  2  zdar,  et  la  substi- 
tuant dans  l'équation  (1 52  ) ,  on  réduira  celle-ci  à 

—  o.xdz p—  dz  —  2  d  z  =  o , 

dz 

équation  satisfaite  d'elle-même ,  en  vertu  de  la  seconde  des  équa- 
tions (1 53). 

4St7.  Les  équations  (i53)  nous  montrent  que  la  forme  de  la 
fonction  <pz  est  absolument  arbitraire,  et  que,  par  conséquent ,  si 
Ton  fait,  par  exemple,  <pz  =  z3,  on  y  satisfera  aussi  par  le  système 
des  équations 

(i54)  y3-\-  2  zx  -f-  z-  =  o,     2  x  H-  3  s-  -f-  2  =  o. 

21. 
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428.  Au  moyen  de  ces  deux  équations  entre  trois  variables,  cm 
pourra  construire  ( Note  XIII)  une  courbe  à  double  courbure  qui, 
dans  tousses  points,  satisfera  à  la  proposée;  niais,  si  au  lieu  de 
prendre  <pz  =  z\  on  prenait  pour  <pz  une  autre  fonction  de  z,  on 
déterminerait  une  autre  courbe  à  double  courbure ,  qui  satisferait 
également  à  la  proposée;  d'où  il  suit  que  les  équations  (i  53)  re- 
présentent une  suite  de  courbes  à  double  courbure  qui  satisfont  à 
la  proposée,  et  qui  sont  liées  entre  elles  par  la  propriété  commune 
que  leurs  équations  ne  diffèrent  entre  elles  que  par  les  termes  re- 

<l?s 
présentes  par  <p  z  et  par  -j—  • 

ci  z 

Théorie  des  constantes  arbitraires. 

429.  Une  équation  V  =  o  entre  x,  y  et  des  constantes, 
peut  être  considérée  comme  l'intégrale  complète  d'une  cer- 
taine équation  différentielle  dont  Tordre  dépendra  du  nom- 
bre de  constantes  que  V==  o  renfermera.  Ces  constantes 
sont  nommées  constantes  arbitraires,  parce  que  si  l'une 
est  représentée  par.  a,  et  que  V  ou  Tune  de  ses  différen- 
tielles soit  mise  sous  la  forme  f  (x ,  y)  =  a ,  on  voit  que  a 
ne  sera  autre  ebose  que  la  constante  arbitraire  que  donnera 
l'intégration  de  à.f  (x,y).  Cela  posé,  si  l'équation  diffé- 
rentielle en  question  est  de  l'ordre  n ,  chaque  intégration 
introduisant  une  constante  arbitraire,  il  faudra  que  V=o, 
qui  est  censé  nous  être  donné  par  la  dernière  de  ces  inté- 
grations, contienne  au  moins  n  constantes  arbitraires  de 
plus  que  notre  équation  différentielle  (*).  Soient  donc 


(• 


55)F(*,r)  =  o,F(„r,^)=o,F(x,r,g,g)a=., 


(*)  Si  une  équation  en  x  et  en  y  ne  renfermait  pas  n  constantes  arbi- 
traires de  plus  que  l'équation  différentielle  de  l'ordre  n ,  elle  ne  pourrait 
en   être   regardée  comme  l'équation  primitive.  Par  exemple,  l'équation 

d\r 
y  ■=  flar8,  qui  nous  conduit  à  t — ;  =  Gax  par  deux  diflerentiations  succes- 
sives, n'en  est  qu'une  intégrale  particulière.  En  effet ,  cette  intégrale  s*ob- 


O»      <P  I  *,J>  jp^i  a  J  =ro. 
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l'équation  primitive  d'une  équation  différentielle  du  second 
ordre,  et  ses  différentielles  immédiates;  nous  pourrons, 
entre  les  deux  premières  de  ces  trois  équations,  éliminer 
successivement  les  constantes  a  et  />,  et  obtenir 

(i56)     *(*..r.|n;,*)---        '-  ■■dr 

Si ,  sans  connaître  F  (x ,  y  )  =  o ,  on  parvenait  à  trouver  ces 

d  y 
^équations,  il  suffirait  d'éliminer  entre  elles  y- pour  obtenir 

F  (x,y)  =  o?  qui  serait  l'intégrale  complète,  puisqu'elle 
renfermerait  les  constantes  arbitraires  a  et  b. 

430.  Si  l'on  élimine  la  constante  b  entre  la  première 
des  équations  (i56)  et  sa  différentielle  immédiate,  et  qu'on 
élimine  de  même  la  constante  a  entre  la  seconde  des  équa- 
tions (i56)  et  sa  différentielle  immédiate ,  on  obtiendra 
séparément  deux  équations  du  second  ordre,  qui  ne  diffé- 
reront point  entre  elles,  autrement  les  valeurs  de  x  et 
de  y  ne  seraient  pas  les  mêmes  dans  Tune  et  dans  l'autre. 
11  suit  de  là  qu'une  équation  différentielle  du  second  ordre 
peut  provenir  de  deux  équations  différentielles  du  pre- 
mier ordre,  qui  sont  nécessairement  différentes,  puisque 
la  constante  arbitraire  de  Tune  n'est  pas  la  même  que  la 
constante  arbitraire  de  l'autre.  Les  équations  (i56)  sont 
ce  qu'on  appelle  les  intégrales  premières  d'une  équation 
différentielle  du  second  ordre  qui  est  unique ,  et  dont  l'équa- 
tion primitive  F  (x,  y)  =  o  est  l'intégrale  seconde. 

-431 .  Prenons  pour  exemple  l'équation  y  =  ax  -f-  i,  qui , 

tient  en  faisant  ft=oclc  =  o  dans  l'intégrale  complète,  qui  est 

y  ■=.  ax3  -h  hx  -f-  c. 

Observons  encore  qu'on  ne  doit  considérer  que  comme  une  seule  con- 
stante celles  qui  ensemble  affectent  une  môme  puissance  de  x.  C'est  ainsi 
que  dans  cette  équation  y  =  (  a  -t-  h  )  x  -+-  c ,  on  ne  compte  a  -h  b  que  pour 
une  constante. 
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à  cause  de  ses  deux  constantes,  peut  être  regardée  comme 
l'équation  primitive  d'une  équation  du  second  ordre.  On  en 
tire  par  la  dilFérentiation ,  et  ensuite  par  l'élimination  deû. 

1107;  —  =  c.        y  =  x^-  -f-  b. 

x      J/  dx  '       ~  dx 

Ces  deux  intégrales  premières  de  l'équation  du  second  ordre 
que  nous  cherchons,  étant  di  fie  rentiées  chacune  en  particu- 
lier, conduisent  également ,  par  l'élimination  de  a  et  de  by 

d-r 
à  l'équation  unique  -.—  =  o. 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  constantes  surpasse  celui 
des  constantes  arbitraires  requises  ,  les  constantes  excé- 
dantes, par  la  raison  qu'elles  sont  liées  aux  mêmes  équa- 
tions, n'amènent  aucune  relation  nouvelle.  Cherchons,  par 
exemple,  l'équation  du  second  ordre  dont  la  primitive  est 

l'  1 58  ;  y  =  -  nx-  -f-  bx  -h  c  ; 

en  la  diiïeieiitianl ,  on  obtient 

'i5q)  -7—  =  a*  -f-  b. 

^'  dx 

U élimina tiou  de  b  et  ensuite  celle  de  a  entre  ces  équations 
nous  donnent  séparément  ces  deux  intégrales  premières  : 

d  y       1  1     d  y       1  , 

d  Y 
En  éliminant  -p-  entre  les  équations  (160),  on  tombe  sur 

l'équation  primitive  (i58).  D'un  autre  côté,  si  l'on  difle- 
rentie  la  première  des  équations  (160),  on  trouvera,  en 
réduisant , 

dar 

Si  au  contraire  on  eût  diflerentié  la  seconde  des  équa- 
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lions  (16*0),  on  aurait  iromo,  en  réduisant, 

d'y       à  y 

équation  qui  coïncide  avec-  celle  qui  est  désignée  par  le 
n°  161  ,  en  remplaçant  le  second  membre  par  sa  valeur  tirée 
de  l'équation  (i5y)  (*)  \  ce  qui  montre  que  les  équations  (160) 
conduisent  à  la  même  équation  par  des  chemins  différents. 

-432.  Appliquons  de  semblables  considérations  à  l' équa- 
tion différentielle  du  troisième  ordre  :  en  difierentianl  trois 
fois  de  suite  l'équation  F  (,r ,  y)  =  o  ,  nous  aurons 

/  d  y     d'y    à*y\ 

*{*'*'  dï'dï'dï)  =  °'' 

ces  équations  admettant  les  mêmes  valeurs  pour  chacune 
des  constantes  arbitraires  que  renferme  F  (*r,  y)  =o,  on 
peut  eu  général  éliminer  ces  constantes  entre  cette  dernière 
et  les  trois  précédentes  équations,  et  obtenir  un  résultat 
que  nous  représenterons  par 

/  r    \  ri  d?     (,"r    d'y\ 

ce  sera  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre  de 
F  (x ,  y  )  =  o  ,  et  de  laquelle  les  trois  constantes  arbitraires 
seront  éliminées  ]  réciproquement,  F  (x,  y)  =  o  sera  l'in- 
tégrale troisième  de  l'équation  (i()2). 

433.  Si  l'on  élimine  successivement  chacune  des  con- 
stantes arbitraires  entre  l'équation  F  (x ,  y)  =  o  et  celle 
que  Ton  en  tirerait  par  la  différcntialion ,  on  obtiendra  trois 

(*)  Dans  le  cas  où  nous  ne  connaîtrions  pas  l'équation  primitive  (1 58) , 
011  pourrait  contester  l'emploi  que  nous  avons  fait  de  l'équation  (1 59)  qui 
en  dérive.  Je  répondrai  qu'il  suffit  d'avoir  les  équations  (160)  pour  en  tirer 
l'équation  (i5f))  par  l'élimination  de  c. 
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équations  du    premier  ordre,    qui   seront  les    intégrales 
secondes  de  l'équation  (162). 

Enfin,  si  Ton  élimine  deux  des  trois  constantes  arbi- 
traires ,  à  laide  de  l'équation  F  (x ,  y  )  =  o  et  des  équations 
que  Ton  en  déduira,  par  deux  dinerentiations  successives, 
c'est-à-dire  si  Ton  élimine  ces  constantes  entre  les  équations 

(.©)FÏ,,r)  =  o,F(xfJ-fg)=o,F(«fJrg,g)=., 

on  pourra  conserver  successivement  dans  l'équation  qui 
proviendra  de  l'élimination ,  Tune  des  trois  constantes  ar- 
bitraires; par  conséquent ,  on  aura  autant  d'équations  que 
de  constantes  arbitraires.  Soient  donc  a,b^c  ces  constantes 
arbitraires;  les  équations  dont  nous  parlons,  considérées 
seulement  •sous  le  rapport  des  constantes  arbitraires  qu'elles 
renferment,  pourront  être  représentées  ainsi  : 
(i64)  qc=o9      ob  =  o,      ea  =  o. 

Comme  les  équations  (i63)  concourent  toutes  à  l'élimina- 
tion qui  nous  donne  Tune  de  ces  dernières,  il  suit  de  là  que 
les  équations  (164)  seront  chacune  du  second  ordre;  on  les 
appelle  les  intégrales  premières  de  l'équation  (162). 

434.  En  général ,  une  équation  différentielle  d'un  ordre  n 
aura  un  nombre  n  d'iutégrales  premières,  qui  contiendront 

par  conséquent  les  coefficients  différentiels  depuis  -y-  jusqu'à 

dn~  '  y 

- — —  inclusivement,  c'est-à-dire  un  nombre  n  —  1  decoef- 

ficients  différentiels  ;  et  l'on  voit  que  lorsque  ces  équations 
sont  toutes  connues ,  il  suffit  d'éliminer  entre  elles  ces  coef- 
ficients différentiels  pour  obtenir  l'équation  primitive. 

Des  solutions  particulières  des  équations  différentielles   du  premier 

ordre. 

435.  Nous  avons  vu  (art.  354)  qu'une  intégrale  particu- 
lière pouvait  toujours  se  déduire  de  l'intégrale  complète,  en 
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donnant  une  valeur  convenable  à  la  constante  arbitraire  que 
renferme  cette  dernière. 

Par  exemple,  si  l'on  nous  donne  l'équation 

.rdx+  y  d  y  =  d  y  \xl  h-  yx  —  a\ 

dont  l'intégrale  complète  est 

y  -+-  c  =  \jx*  -f- j*  —  a\ 

et  que ,'  pour  plus  de  commodité  dans  les  calculs  ,  on  fasse 
évanouir  les  radicaux  par  l'élévation  au  carré ,  la  proposée 
deviendra 

(165)  {a*-x*)^+*xy*L  +  *=o9 

et  l'on  aura  pour  l'intégrale  complète 

(166)  2C/4-C2 —  X7  -f-rt2  =  0. 

Il  est  certain  qu'en  prenant  pour  c  une  valeur  constante 
arbitraire  c  =  2*i,  on  obtiendra  cette  intégrale  particu- 
lière : 

2cy  -h  5a*  —  x7  =  o, 

qui  aura  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation  proposée  (1 65  ) 
tout  aussi  bien  que  l'intégrale  complète.  En  eilet,  on  tire  de 
cette  intégrale  particulière 

x* — 5  a2        dy       x 
le  dx        c 

ces  valeurs  réduisent  la  proposée  à 


x7      x7 


(x7—a7)  —  =  —(x7-+-v7—5a7), 

équation  qui  devient  identique,  en  substituant  dans  le  se- 
cond membre  la  valeur  de  c1  que  nous  fournit  la  relation 
c  =  2tf ,  établie  entre  les  constantes. 

Pendant  longtemps  on  crut  que  cette  propriété  de  l'in- 
tégrale complète  était  générale,  et  que  lorsqu'une  équation 
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différentielle  en  x  et  en  y  était  donnée,  on  ne  pouvait  ren- 
contrer une  équation  unie  entre  les  mêmes  variables  ,  qui 
ne  fût  un  cas  particulier  de  l'intégrale  complète ,  en  don- 
nant ,  comme  nous  venons  de  le  faire,  une  valeur  arbitraire 
à  une  constante;  mais  on  s'aperçut  enfin  que  cela  n'était 
pas  toujours ,  et  Euler  lui-même  ,  dans  un  Mémoire  publié 
en  1756,  regardait  comme  un  paradoxe  du  calcul  intégral 
le  fait  singulier  de  l'équation 

• 

(167)  x*-\-y>=a\ 

qui  a  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation  différen- 
tielle (i65),  et  qui  n'est  point  comprise  dans  son  intégrale 
complète.  En  effet ,  cette  équation  étant  différentiée,  donne 
xdx  = — yàj]  cette  valeur  et  celle  de  x*  -\-y*  étant 
substituées  dans  l'équation  (i65),  en  font  détruire  tous  les 
termes  ,  et  néanmoins  l'équation  (167)  n'est  pas  comprise 
dans  l'intégrale  complète;  car,  quelque  valeur  constante 
que  l'on  donne  à  c  dans  l'équation  (166),  jamais  cette  équa- 
tion ne  pourra  amener  l'équation  (167),  puisque  la  pre- 
mière étant  celle  d'une  parabole,  ne  peut,  dans  aucun  cas, 
devenir  l'équation  (167),  qui  est  celle  d'un  cercle. 

Cette  équation  (167) ,  qui  satisfait  à  la  proposée  sans  être 
renfermée  dans  l'intégrale  complète,  s'appelle  une  solu- 
tion particulière  ou  singulière  de  la  proposée.  Clairaut, 
dès  1734  ,  avait  remarqué  ce  fait,  et  l'on  crut  longtemps 
que  ces  sortes  d'équations  n'étaient  pas  liées  à  l'intégrale 
complète  5  Lagrange  fit  voir  qu'elles  en  dépendaient,  et  à  ce 
sujet  exposa  la  théorie  que  nous  allons  développer. 

4*36.  Soit  Mdx-+-  Ndj-  =  o  une  équation  différen- 
tielle du  premier  ordre  d'une  fonction  de  deux  variables  x 
et  y  ;  on  peut  concevoir  cette  équation  comme  provenant 
de  l'élimination  d'une  coflstante  c  entre  une  certaine 
équation  du  même  ordre,  que  nous  représenterons  par 
mdx-i-ndy  =  o  ,  et  l'intégrale  complète  F  (x,  y,  c)  =  o, 
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que  nous  désignerons  par  u.  Or,  dès  que  tout  se  ré- 
duit à  prendre  la  constante  c  de  manière  que  l'équation 
Mda:  -h  Ndy  =  o  soit  le  résultat  de  l'élimination ,  on  sent 
qu'il  est  même  permis  de  faire  varier  cette  constante  c, 
pourvu  que  l'équation  M.àx  -f-  Ndy  =  o  ait  lieu  :  dans  ce 
cas ,  l'intégrale  complète  F  (.r ,  y,  c)  =  o  prendra  une  plus 
grande  généralité,  et  représentera  une  infinité  de  courbes 
de  même  genre,  différant  les  unes  des  autres  par  un  para- 
mètre ,  c'est-à-dire  par  une  constante.  Celte  hypothèse  est 
admissible,  puisque,  lorsque  l'équation  Md.r -f-Ndj-  =  o 
est  donnée ,  il  est  dans  l'esprit  de  l'analyse  de  ne  rejeter 
aucun  des  moyens  qui  ont  pu  amener  cette  équation. 

437.  Supposons  donc  que  l'intégrale  complète  étant 
différentiée,  en  considérant  c  comme  variable,  on  ait 
obtenu 

(168)  {]r=,*r<\x  +  p^âc, 

ax  ac 

équation  que,  pour  simplifier,  nous  écrirons  ainsi  : 
(169)  dy  =/?dx+  qdc. 

Il  est  certain  que  si  p  restant  fini ,  qàc  est  nul ,  le  résultat 
de  l'élimination  de  c  variable  entre  F  (x ,  y,  c)  =  o  et  l'é- 
quation (169) ,  sera  le  même  que  celui  de  c  constant  entre 
F  (x,  y,  c)  =  o  et  l'équation  dy  =  pà x  (*) ,  car  l'équa- 
tion (169),  par  la  raison  que  çdc  est  nul,  ne  diffère  pas 
de  à  y  =  pdx  ;  mais  pour  qu'on  puisse  avoir  qdc  =  o  ,  il 
faut  que  l'un  des  facteurs  de  celte  équation  soit  nul ,  c'est- 
à-dire  que  l'on  ait 

dc~o     OU     q  =  o. 

Dans  le  premier  cas  ,  de  =  o  donne  c  =  constante,  comme 
cela  a  lieu  pour  les  intégrales  particulières  5  ce  ne  sera  donc 


(*  )  Ce  résultat  est  par  hypothèse*  M  d  x  -+-  N  d/  =  n. 
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que  le  secoiid  cas  qui  pourra  convenir  à  une  solution  parti- 
culière :  or,  q  étant  le  coefficient  de  de  de  l'équation  (168) , 
on  voit  que  q  =  o  revient  à 


(l7°)  (T=°- 


c 


Cette  équation  renfermera  c  ou  en  sera  indépendante  $  si 
elle  renferme  c ,  il  peut  arriver  deux  cas  :  ou  l'équation 
q  =  o  ne  contiendra  que  c  et  des  constantes ,  ou  cette 
équation  contiendra  c  avec  des  variables.  Dans  le  premier 
cas,  l'équation  q  =  o  donnera  encore  c  =  constante ,  ei 
dans  le  second  cas,  elle  donnera  c=f(x,  y)  (*)*,  cette 
valeur,  étant  substituée  dans  Inéquation  F  (x9  y,  c)  =  o, la 
changera  en  une  autre  fonction  de  x  et  de  y,  qui  satisfera 
à  la  proposée  sans  être  comprise  dans  son  intégrale  com- 
plète, et  par  conséquent  en  sera  une  solution  singulière; 
mais  on  aura  une  intégrale  particulière  si  l'équation 
c  =/  (.r,  y) ,  au  moyen  de  l'intégrale  complète ,  se  réduit 
à  une  constante. 

438.  Lorsque  le  facteur  q  =  o  de  F  équation  qdc  =  o  ne 
contient  pas  la  constante  arbitraire  c,  on  connaîtra  si 
l'équation  q  =  o  donne  lieu  à  une  solution  particulière ,  en 
combinant  cette  équation  avec  l'intégrale  complète  (**). 


(  *  )  Bien  entendu    que  cette  équation  renferme,  comme  cas  particuliers 
ceux  où  l'on  aurait  c  =/x  ou  c  =/y. 

(**)  Dans  ce  dernier  cas,  où  q  ne  contient  pas  c,  on  peut  se  demander 
comment  on  a  le  droit  d'égaler  q  à  zéro.  Je  répondrai  que  la  valeur  qu'où 
a  donnée  à  c  dans  l'intégrale  complète  détermine  l'égalité  de  q  à  zéro.  En 
effet,  lorsque  nous  tirons  la  valeur  x  =Jy  de  l'équation  q  =0,  pour  la 
substituer  dans  F  {x ,  y,  c) ,  et  obtenir  F  {y,jy,  c),  c'est  la  même  chose  que 
de  tirer  x  de  F  (x,  r,  c).=  o  et  d'en  substituer  la  valeur  dans  q.  Par  con — 
séquent ,  le  résultat  de  cette  dernière  opération  sera  encore  F  {y,  J/t  c).  \% 
ne  s'agit  plus  que  de  prouver  que  ce  résultat  est  égal  à  zéro  pour  constater 
qu'il  en  est  de  même  de  7  ;  or  c'est  ce  qui  a  lieu  ,  en  considérant  F  (f,JXi  c  ^ 
comme  provenu  de  la  première  opération ,  c'est-à-dire  de  ¥ (xf  y,  c  )~oy 
dans  lequel  on  aurait  mis  pour  x  sa  valeur. 
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Par  exemple,  si  de  t/  =  o  on  lire  .r  =  M .  et  qu'on  mette 
eette  Taleur  dans  l'intégrale  complète  Fit.  v.  c  =  o\  .  on 

obtiendra 

c  z=z  constante  =  B ,      ou     r  =  /V . 

Dans  le  premier  eas .  q  =  o  donne  une  intégrale  particu- 
lière ;  car.  changeant  e  en  B  dans  l'intégrale  complète  •  on 
ne  fera  que  donner  une  valeur  particulière  à  la  constante  . 
tout  comme  on  le  fait  quand  on  passe  de  l'intégrale  complète 
à  une  intégrale  particulière.  Dans  le  second  cas.  au  con- 
traire, la  valeur  Jj  introduite  à  la  place  de  c.  dans  l'inté- 
grale complète .  établira  entre  .r  et  v  une  relation  différente 
de  celle  qui  avait  lieu  lorsqu'on  ne  faisait  que  remplacer  c 
par  une  valeur  constante  arbitraire.  On  aura  donc .  dans 
ce  cas,  une  solution  particulière.  Ce  que  nous  disons  de  v 
peut  s'appliquer  à  x. 

439.  Il  arrive  quelquefois  que  la  valeur  de  c  se  présente 
sons  la  forme  -  :  cela  indique  un  facteur  commun  qu'il  faut 

faire  disparaître.  (JTote  XI\  .) 

440.  Appliquons  maintenant  celte  théorie  à  la  recherche 
des  solutions  particulières ,  lorsque  l'intégrale  complète  est 
donnée. 

Soit  l'équation 

(mi)  vdx — xdv  =  a  ydjr-|-  dr:, 

dont  l'intégrale  complète  se  détermine  par  le  moyen  sui- 
vant : 

Si  Ton  divise  cette  équation  par  d.r.  et  que  l'on  fasse 

-~-  =  n,  on  obtient  d'abord 
dx        r 


(172)  r  —  px  =  a\i  -\-  p-: 

diflerentiant  par  rapport  à  x  et  à  p ,  on  a 

apdp 


(1  v  —  pdx  —  .rd/>  = 


\  i-ï-r 
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observant  que  d  v  =  pdx.  cette  équation  se  réduit  à 

et  l'on  v  satisfait  en  faisant  dp  =  o.  Cette  hypothèse  donne 
p  =  constante  =  c.  valeur  qui.  étant  mise  dans  l'équa- 
tion (172) ,  nous  fait  obtenir 

■'  1  -3  ■  >"  —  car  z=z  a  \  1  -r-  r- - 

ii  "  »  . 

Cette  équation  renfermant  une  constante  arbitraire  c  ,  qui 
n'était  pas  dans  la  proposée  (171)7  en  est  donc  l'intégrale 
complète. 

Hi.  Cela  posé,  la  partie  qdc  de  l'équation  (169)  s'ob- 
tiendra en  difierentiant  l'équation  (173)  par  rapport  à  c, 
regardé  comme  seule  variable  :  en  opérant  ainsi ,  on  aura 

acâc 
xac-\ ==.  =0; 

V  H-  c- 

par  conséquent,  le  coefficient  de  de,  égalé  à  zéro,  nous 
donnera 

/  »  ac 

\f  1  -h  c- 

Pour  dégager  la  valeur  de  c ,  élevons  cette  équation  au  carré , 

nous  trouverons 

(  1  -f-  c7  )  x2  ==.  a  '■  c7  ; 
d'où  nous  tirerons 

x7  a7  , a 

c7 


-a,      ,+c5  =  - et     ^i+c»  = 


au  moyen  de  cette  dernière  équation,  éliminant  le  radical 
de  l'équation  (174)5  nous  obtiendrons  ensuite 

("75)  c^-^^i*!. 

^a7  —  x7 


(*)  Nous  n'avons  pas  affecté  y^i  -f-  c*  du  double  signe,  parce  que  x  el  c 
étant  de  signes  contraires,  dans  l'équation  {17^) ,  il  faut  qu'il  en  soit  de 
même  dans  l'équation  (1 7.1  \ 


"\ 
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Cette  valeuivet  celle  de  y  i  -f-  c*  étant  mises  dans  l'équa- 
tion (173),  ?)ous  aurons 


.zv  il 


sja2  —  x1        \a'  —  jr* 


d'où  nous  tirerons 


a2  —  x' 


\al  —  x1 
équation  qui ,  étant  élevée  au  carré,  nous  donnera 

(176)  >*=«' —  x7; 

et    l'on    voit    que    cette    équation    est   elTcctivcment   une 
solution  particulière:  car,  en  la  différenciant,  on  obtient 

X  Ci  X 

dj  =  —  - — -—  ;  cette  valeur  change  l'équation  (171)  en 


x-               I      o       x*dx* 
rdx  H =fll/  ax7  H ; 

y       V  y'1 

réduisant  aux  mêmes  dénominateurs,  et  en  vertu  de  l'é- 
quation (176)  ,  remplaçant  x* -\- y*  par  a*,  on  obtient 
a%  =  a\ 

442.  Dans  l'application  que  nous  venons  de  donner  des 
principes  démontrés  art.   437,  nous  avons  déterminé  la 

dr 
valeur  de  c  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  différentiel  — 

0  d  c 

Ce  procédé  peut  être  quelquefois  insuffisant.  En  effet,  l'é- 
quation 

c\y  =  pd x  -+-  q de  , 

étant  mise  sous  cette  forme  : 

Ad.r  -f-  Bdj-f-  Cdc  =  o, 

où  A,  B  et  C  sont  des  fonctions  de  x  et  dey,  nous  en  ti- 
rerons 

(,77)       dx  =  —  gd.r—  -de,     dxrr:  — -dr— -dr, 
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et  nous  voyons  que  si  tout  ce  que  nous  avons  dit  de  j',  con- 
sidéré comme  fonction  de  x.  est  appliqué  à  x  considéré 
comme  fonction  de  y.  la  valeur  du  coefficient  de  de  ne  sera 
pas  la  même,  et  qu'il  suffirait  seulement  que  quelque  fac- 
teur de  B  détruisit  dans  C  un  autre  facteur  que  celui  que 
pourrait  y  détruire  un  facteur  de  A.  pour  que  les  valeurs 
du  coefficient  de  de.  dans  les  deux  hypothèses,  parussent 
entièrement  différentes.  Aussi,  quoique  bien  souvent  les 

C  C 

équations  -  =  o  et  -  =  o  donnent  pour  c  la  même  valeur. 

cela  n'arrive  pas  toujours.  C'est  pourquoi  lorsqu'on  aura 

déterminé  c  au  moyen  de  l'équation  -^-=  o.  il  ne  sera  pas 

dx 
inutile  de  voir  si  1  hypothèse  de  -p  amène  le  même  résultat. 

443.  Clairaut  remarqua  le  premier  une  classe  générale 
d'équations  susceptibles  d'une  solution  particulière;  ces 
équations  sont  renfermées  dans  la  suivante  : 

équation  que  nous  pourrons  représenter  par 

(178)  Y=pX+Vp\ 

dinerenliant,  nous  trouverons 

dj  =  pdx  -f-  xdp  H — T*-dp  ; 

dp 

eette  équation ,  à  cause  de  djr  =  pdx^  se  réduit  à 

xdp  -+-  — —  dp  =  o; 

et  comme  dp  est  facteur  commun,  elle  peut  s'écrire  ainsi  : 

(#H i —  )  d/?  =  o. 

i]P  J 
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On  satisfait  à  cette  équation  eu  faisant  d/>=o,ee  qui 
donne  p  =  constante  =  c;  par  conséquent,  en  substituant 
cette  valeur  dans  l'équation  (178),  nous  trouverons 

r  =  ca:  +  Fr; 

cette  équation  est  l'intégrale  complète  de  la  proposée,  puis- 
qu'une constante  arbitraire  c  a  été  introduite  par  l'inté- 
gration. Si  Ton  dirï'érentie  cette  équation  par  rapport  à  c, 
on  aura 

par  conséquent,  en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  de,  on  a 

l'équation 

dFc 

X  -f-  -r—  =  O  , 
<\c 

qui ,  par  la  substitution  de  c  dans  l'intégrale  complète  >  don- 
nera la  solution  particulière.  (Note  XV.) 

De  f  intégration  des  équations  différentielles  du  second  ordre. 

444.  La  formule  générale  des  équations  différentiel  les  du 
second  ordre  à  deux  variables  est 

(«79)  /Kr'dVdp)  =  °- 

■Nous  ne  chercherons  pas  à  intégrer  cette  équation  dans  ce 
degré  de  généralité  5  mais  nous  allons  examiner  comment 
on  en  peut  trouver  l'intégrale  dans  des  cas  particuliers. 

445.  Considérons  d'abord  l'hypothèse  où  Ton  a 

n       dj  A'*  y      cl/- 

pour  intégrer  cette  équation,  on   fera  —  =/>,  ,-7,=-  .- 

et  elle  se  réduira  à 

i'i  •  /  d//\ 

:  !  «S  I  ;  ./      J',/>,    t-    1   --  «>. 


— } 
Cl.r 


>■> 
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Si 
ou 


^  'le.-,  *  1"  ~  "  c«  t> 
•  roUcelv        c  ^Acï^cn  ;  Von  sUW 
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,rsa^ettr   P 
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AeUtd^sUq 

5e  déW^10* 
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ail  par  conséquent  y  =  l*\  pour  avoir  .r,  on  intégrera  par 

dé- 
parties l'équation  dx  =  —  i  el  Ton  aura  (art.  279  et  16) 


y      C  *p 
*  =  -  +  /  y  -1-; 


et  en  substituant  dans  cette  équation  la  valeur  de  y,  on 
trouvera 


*  =  ?+   fpd^; 


et  ayant  intégré ,  on  éliminera  ensuite  p  au  moyen  de  l'é- 
quation j'  =  P. 

447.   Lorsque  l'équation  (179)  ne  renferme  avec  -r-^«. 

d  y 
que  Tune  des  trois  quantités  y-  ?  .r  et  y,  nous  avons ,  dans  le 

premier  cas , 

•:■«)  '(&£)=•• 

n  .  d r  ,  d2v        dp  , 

taisant  -p  =  p ,  et  par  conséquent  -=— -  =  -p-,  on  substi- 

Cl  «27  Cl  JC  Cl  «27 

tuera  ces  valeurs  dans  l'équation  (i83) ,  et  Ton  trouvera 
On  lire  de  cette  équation 

,.84)  &  =  r, 

et  par  conséquent 

■■85)  x  =  /t' 

dr 
D'une  autre  part,  l' équation  -p-  =  p  nous  donne 

y  —  J  pd*; 


•}.?. 


34o  C.ALCII.    INTÉGRAI.. 

et  «îii  y  substituant  la  valeur  de  d  r.    donnée  par  l'équa- 
tion  (  1 84  )  •  on  obtient 

086)  —    r/jdp 


=/' 


Lorsqu'on  aura  intégré  les  équations  (i85)  et  (186),  on 
éliminera  entre  elles  la  quantité  />  pour  avoir  une  équation 
en  x  et  en  y. 

d'> 

448.  Dans  le  cas  où  -r—  ne  se  trouve  combiné  qu'avec 

dr2  l 

une  fonction  de  x ,  on  a 

— -  =  X  • 

multipliant  par  d.r  et  intégrant,  011  trouve 

yL=  /"Xtlx  +  C; 

d.r       •' 

représentant  par  X'  1  intégrale  indiquée  dans  cette  équa- 
tion, on  a 

d.r 

multipliant  de  nouveau  par  dx,  et  intégrant,  on  obtient 

r  =  /X'dx-hCx  +C\ 

d7  y 

449.  Enfin ,  lorsque  j~  est  donné  en  fonction  de  j,  il 

s'agit  d'intégrer  l'équation 

d*'~ 

Pour  y  parvenir,  on  la  multipliera  par  2d  y,  ce  qui  donnera 

dr    dr2  __  . 

2  -£-.-^-=  aTdr; 
cij?     dr 

le  premier  membre  étant  composé  comme  la  différentielle 
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de  X*,  on  trouvera,  en  intégrant, 

et  en  tirant  la  raeine  carrée,  on  obtiendra 

d'où  Ton  tirera  ,  par  une  nouvelle  intégration , 

ày 


"/; 


v/C  +  a/Yd/ 


4-  C. 


Des  équations  linéaires. 

450.  Une  équation  différentielle  entre  deux  variables  x  et  y  est 

d  y     d.2  y      d3!"  d"  v 

linéaire  lorsque  les  expressions  v,  -r- •>  -r — >   -r^-v  >  -H^  ne 

dx     do;3      dx3  dxB 

sont  élevées,  dans  cette  équation,  qu'au  premier  degré  :  ainsi, 

en  supposant  que  A,  B,  C,  D,...,  N,  X,  soient  des  fonctions  de  x , 

l'équation  linéaire  du  nième  ordre  sera 

^  dr  d2  y  d3  y  d"  r 

(l83,    A,+B32+C^  +  DÏÏ^...+JS^  =  X. 

Lorsque  cette  équation  est  du  premier  degré  ,  elle  se  réduit  à 

dr 

Ar+Bn2  =  x; 

chassant  le  dénominateur,  et  divisant  par  B,  on  peut  la  mettre 
sous  cette  forme , 

d  y  H-  Pydx  ~  Qd.r, 

et  nous  avons  vu  (art.  58î>)  que  cette  équation  avait  pour  inté- 
grale 

y  =c    J  [J  QcJ  <\x  +  GJ. 

4i$I.  Lorsque  le  terme  en  X  est  nul  dans  l'équation  (187  ),  si 
un  nombre  n  de  valeurs  particulières  />,  7,  /-,  eu*.,  mises  successi- 
vement à  la  place  de  r,  ont  chacum   la  propriété  d  y  satisfaire  ,  il 
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suffira  de  multiplier  p ,  r/,  r,  etc.,  par  des  constantes  arbitraires  a, 
b,  c,  etc.,  pour  conclure  que  l'intégrale  finie  complète  de  cette 
équation  est 

y  =  ap  -f-  b<\  -f-  cr,  etc. 

La  démonstration  de  cette  proposition  étant  la  même  pour  tous  les 
degrés,  nous  ne  considérerons  que  l'équation 

dr  d2r  d3  r 

(l88)  Ar  +  Bgi  +  Cj^  +  D^^o. 

En  mettant  successivement  à  la  place  de  y  les  valeurs  hypothé- 
tiques/?, 7,  r,  nous  aurons 

«  dp       „  d2  «        ^  d3  w 
A/?  -f-  B  -^  4-  C  -p4  -f-  D  ~L  =  o, 
^  d.r  d.ra  dur3  ' 

multipliant  ces  trois  équations,  la  première  par  a,  la  second< 
par  b  et  la  troisième  par  c,  et  ajoutant  les  résultats,  on  trouve 

A(ap  +  bq-hcr)-hB  ( a  ^  -f-  * -7^  +  c  T"  ) 

\    uj:  do:  d.r/ 


\     d.r2 


d2//  ( 

dx2  dx'1 


*'P     .     L  #9     .        d 


•J 


3r 


\     dx3  dx*  dx3) 

Or,  il  est  évident  que  cette  expression  ,  qui  est  identiquement  null^= 
est  la  même  que  celle  qu'on  obtiendrait  en  faisant  y—  ap+bq-\-c  ^ 
dans  l'équation  (188);  donc  cette  valeur  de  y  satisfait  à  l'équ^»- 
tion  (188),  el ,  comme  elle  renferme  trois  constantes  arbitraires  , 
elle  est  l'intégrale  finie  complète  de  l'équation  (188). 

482.  Lorsque  X  n'est  pas  nul  dans  l'équation 

(,89)  A^B^  +  C^  +  D^rsX, 

d.r  dx1  d.r* 
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si  Ton  jK'iil  trouver  trois  valeurs  particulières/?,*'/,  /',  <|ui ,  mises 
successivement  à  la  place  de  y,  satisfassent  chacune  à  l'équation 

d  y  d1  y  d3  Y 

.,00)  A/+>-+Cji  +  Dj2=:., 

l'intégrale  finie  complète  de  l'équation  (189  )  sera 

v  1  y  1 }  Y  ~  ap  -+-  bq  -+-  £-r  ; 

mais  alors  a ,  b  ,  c,  au  lieu  d'être  des  constantes,  seront  des  fonc- 
tions de  x ,  que  nous  apprendrons  bientôt  à  déterminer. 

453.   Pour    démontrer    ce    théorème,     différentions     l'équa- 
tion (191),   et  divisons-la  par  do:,   nous  aurons 


dy d/>         .  d<7  dr  da  db  de 

dx  dx  dx  dx  dx  dx  dx 


Disposons  des  indéterminées  a  ,  /;,  c9  par  trois  conditions  :  par  la 
première,  faisons 

.  da  db  de 

il  restera 

dr  dp         ,   dq  dr 

—  =  a  —  -f-  b  — -  +  c  —  • 
dx  d  x  d  x  d  x 

Une  nouvelle  différentiation  nous  donnera 

d5r  d2p         .  d7q  dV 

-—-  ~  a  T1-  -+"  ^  -r1  4-  r  -ï — 
.  dx7  dx*  dx1  dx'1 

(k)3;  l 

1  d  a  dp        d  b  dq        de  d  r 

d  x  dx        dx  d  x        d  x  d  x 
Pour  remplir  la  seconde  condition  ,  posons 

.      r  ,  da  dp        db  d  a        de   dr 

(J94  T~    1      +  1-  T^  +  1~   T~  =  °< 

(I  .r  d  .r         d  x  d  .r         cl  x  d  x 

il  restera 

d7  v  d- p         ,  d}n  d*  r 

*     --  a  t1-  -r-  t>  ■-,—  +  r 


d  x1  d  ,t? 


CIA'-  cit 
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différentiant  encore  et  divisant  par  dx,  il  viciulia 

dJr  à'p        ,  dJ<7  dJr        d<idlp        dbd7a        de  d'r 


dx3  dx3  dx1  do.-3       dxdx-    '    drdr        dxdj5 

Pour  remplir  la  troisième  condition  ,  nous  supposerons 

dad*p        dbd7q        de   d2r  _  X 
'1JP'  dïdP^dx  dp"*"  dxdx"'-  D*  "' 

et  réquation  précédente  deviendra 

d3r  d*u        ,  d3<7  dàr        X 

-r^  =  «  t1-  -f-  £  t-1  -h  *  -; 1 

dx3  (Ij5  dx3  dx3        D 

Je  dis  maintenant  que  la  valeur  r  =  ap  4-  bq  4-  cr  satisfait  à 
l'équation  :'i8g);  car,  mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de/, 
et  par  conséquent  celles  de  ses  coefficients  différentiels,  que  nous 
venons  de  déterminer,  et  effaçant  les  termes  en  X,  qui  se  dé- 
truisent ,  on  trouve 

l    »  ,        .    /  t>  ;     dp        ,  &<]  dr\ 

A  {ap  4-  bq  4-  cr)  H-B"-^--^-^-!-*:—  } 

I  \     dx  dx  dx/ 

('S5-'  ^('dP  +  'd^  +  'd]?) 


\    dx» 


.  d3<?  d3r\ 


454.  Comme  on  ne  sait  pas  si  la  valeur  donnée  à  y  fait  détruire 
mutuellement  tous  les  termes  de  l'équation  (196),  il  s'agit  main- 
tenant de  démontrer  que  cette  équation  est  identiquement  nulle. 
Pour  cet  effet,  p9  q,  r  satisfaisant  à  l'équation  (190  ),  on  a 

«  dp       o  &P       ^  dlp 

~àq        *  tl2<?        «  d3<y 
dx  dx'  dx 

,.  d  /•         ,,  d2  r        ^  d6f 

A/'  +  BT   4-  C  -.-   4-  D  — ,  =:  O  ; 
dx  dx3  dx 

multipliant  la  première  de  ces  équations  par  ay  la  deuxième  par  b 
•t  la  troisième  par  r,  et  ajoutant  les  résultats,  on  trouvera  une 


"> 


DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES.  34^ 

équation  identiquement  nulle,  qui  sera  la  même  que  l'équa- 
tion (196  ). 

455.  Pour  déterminer  a  ,  by  c,  les  coefficients  différentiels  -r—  y 

dx 

-r—  >  —   n'entrant  qu'au  premier  degré  dans  les  équations  de 

Cl  X         Cl  X 

condition  (192),  (194)  et  (195),  nous  pouvons  éliminer  deux  de 
ces  coefficients  différentiels,  et  nous  trouverons  l'autre  en  fonc- 
tion des  expressions  -J-  ?  -r—  •>  etc.,  qui  sont  des  fonctions  de  x 

déterminées,  puisqu'on  connaît  p,  q,  r9  etc.;  nous  aurons  donc 
des  équations  de  la  forme 

da  d  b  de 

_    "V*  "V"  "Y 

iU~      "       dI<~A"'      cû  '"' 

ou 

drt  =1  X,dx,      db  =  Xl/dx>     dc=z\Mdx, 


et  en  intégrant ,  on  déterminera  a  ,  b  et  c. 

Ce  théorème  est  applicable  au  cas  où  l'équation  linéaire  serait 
d'un  ordre  quelconque,  par  conséquent  l'intégration  de  ces  équa- 
tions se  réduit  à  celle  de  l'équation 

d  y  d'y  d" r 

456.  Lorsque  l'équation  linéaire  de  l'ordre  n  a  des  coefficients 
constants,  il  est  facile  d'en  déterminer  l'intégrale.  En  effet,  si 
dans  l'équation  (197)  on  fait  y  =  cmx,  on  trouvera,  en  diffé- 
rentiant , 

d  r  d2 y  „        d*y 

_J_  —  (>m*  m        — -    =  cmx  m7         -    —  f>nz  m* 

d*  '      (lx1  '       d*»""        «»■■•» 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (197),  on  obtiendra 

(198)  ^(A  +  Bm  H-C/w\  .  .  +  Nw»)  =  o; 

soient  //*',  w",  m* ',  etc.,  les  racines  de  l'équation 

(199)  A  -h  Bm  -+-  Cm\  .  .  +  Nw»  =  o, 


\.'\6  Ubl  L     i.Mi:i.l.AL. 

l'équation    H47     seia  satisfaite  pai  ces  v;,Ieur- 


Y   =  t'"1*,         v    =  f  r,         y    =r  €■"■'  * 


rt  comme  on  a  *  valeurs  de  v,  l'intégrale  li nie  complète  île  l'équa- 
tion   197    sera 


v  =  tu**  -i-  ht*  "  -»-  na    -' 


4o7.  Lorsque  /«'  =  ///,  et  que  par  conséquent  les  termes 
/■;< :!IX  et  ic*1  T  se  réduisent  à  n  —  b)  e*r,  la  somme  a  -h  b  de- 
\ant  être  considérée  comme  une  seule  constante,  l'expression  v 
ne  renferme  plus  un  nombre  //  de  constantes  arbitraires.  Dans  ce 
«as,  *i  y  =  (f,x  satisfait  à  la  proposée,  la  valeur  y  =  xcMX  doit 
aussi  y  satisfaire.  En  effet,  en  differentiant  cette  dernière  équa- 
tion, on  trouve    an.  14  et  39 1 

d  v  ,  d:  >  ..  , 

=  jce*  *  m   -f-  f.r  r,      -r-^  =  r/*  *  m  •  -r  2  c"1  *  m  , 


d  .r  '      d 

d-> 


.rrn  x  m     -A.  3t«  *  m'\ 


te*  valeurs  réduisent  l'équation  !  197     à 

t      j-f»  x  .  A  -r-  B///  -f-  C»i'2  -i-  Dm'*  H-   .  .  . 
200  *  -f -r~'(B-h2C//l'-t-3D/ll'    H-  .... 

Or,  l'équation  ,199)  ayant  par  hypothèse  deux  racines  égales, 
nn  sait ,  par  la  théorie  des  équations  ,  que  l'expression 

en  renfermera  une  de  moins  que  la  proposée ,  et  s'anéantira  lors  ■ 
qu'on  fera  m  =  m'  ;  d'où  il  suit  que  l'expression  (200  est  iden- 
tiquement nulle.  Par  conséquent,  V équation  (197  }  sera  satisfaite 
par  la  valeur  y  =  ax'"  *,  et  aura  pour  intégrale  complète 

v  =  ne"1  x  -f-  bxdH  r  4-  <y:v'x  H-  .  .  .  . 

4i>8.  S'il  y  avait  trois  racines  (gales  \  m  ,  on  prouverait  de  même 
que  lVquation  '197  )  serait  satisfaite  en  faisant 

y  =  em  c  -f-  .ic"-  -*  -f-  .».'"  <"' J  ; 
ainsi  de  suite. 


> 
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4S9.  Lorsque  l'équation  (199)  a  des  racines  imaginaires,  si 

Tune  de  ces  racines  est  h-{-  k  \J —  1 ,  l'autre  sera  //  —  k  \j —  1  ;  et 
Ton  aura,  dans  la  valeur  de  y,  ces  deux  termes 


rt(//U+liV-i+   i)cl,x-hx>/-x^ 


OU 

(  20 1  )  t>hx  [  ackx  v~l  -f  be~kx  v~l  J . 

Or,  on  sait  qu'on  a,  en  général  (voyez  la  Note IX)  la  formule 

6,?v~"    =  cos  y  -f-  sin  <p  y  —  1,     c~?  *~~  '  =:  cos? —  sin  y  si — ij 

en  comparant  l'expression  (201)  à  ces  formules,  nous  pourrons 
remplacer 

e**  */—1      par      cos  kx  -f-  sin  kx  y —  1 , 
et 

e-/ixv-i      par      cos  fcx  —  sin  /o:  y/ — !» 

et  la  formule  (201)  deviendra 

e^ya  cos  kx  -h  a  sin  kx  y —  1  -f-  b  cos  kx  —  c  sin  kxsj —  1  j , 

* 

expression  qui  peut  s'écrire  ainsi  : 

(202)         ^[(0  -f-  b)  cos  kx  -\-  [a  —  b)sin  kxsj — 1  J. 

Quand  X  est  nul  dans  l'équation  (187),  a,  b,  c  étant  des  con- 
stantes arbitraires  (art.  481),  nous  pouvons  supposer  a  -+-  b  =  c, 

a  —  b  =  c'  s/ —  1  ;  alors  la  partie  imaginaire  qui  est  dans  l'expres- 
sion (201)  s'évanouira. 

De  l'intégration  des  équations  simultanées. 

460.   Proposons- nous  maintenant  d'intégrer  à  la  fois  deux  on 
plusieurs  équations  différentielles. 
Soient 

'  d  r        ^  d  x        m 

d*  df 

(2o3)  { 

M'  >■  +  N'*  -I-  P'  V-  -f-  V-f-  =  Y, 
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les  équations  les  plus  générales  du  premier  degré  entre  x  et  > , 

d  v     d  .t* 
et  les  coefficients  différentiels-^-  •>  -^-;  et  dans  lesquelles  les  coef- 

d/      eu 

ficients  M,  N,  P,  etc. ,  sont  des  fonctions  de  la  variable  indépen- 
dante t.  On  peut  écrire  ainsi  ces  équations  : 

(Wy  4-  N'*}  ôt  -+-  P'  d  y  -+-  Q'dx  ==Vdt; 

si  Ton  multiplie  la  seconde  par  une  fonction  0  de  t ,  et  qu'on  ajoute 
les  résultats,  on  obtiendra 

[(M  +  M'0)r  +  (N  +  N'0).r]dr-f;P  +  lvO)d/  +  (Q  +  Q'0)(llr 

=  (T-hT'G:df; 

en  représentant  les  quantités  qui  sont  entre  les  parenthèses  par  une 
seule  lettre,  cette  équation  peut  s'écrire  ainsi  : 

Hrclf  ■+-  Kxdt  H-  Rd  v-|-  Sd#  =  Tdf; 
on  en  lire 

y  ■*■  h  *  ) (U  ■•" u  ( a^ *  +  r  àx) =  Td'' 

équation  qui  sera  de  même  forme  que  l'équation 
(2o5)  i\y  H-  Vyàx  =  Qd#, 

que  nous  avons  intégrée  art.  585  ,  si 

(206}  <\(j  -h  —  a?|  =  dr-h-d.r, 

parce  qu'alors ,  en  faisant 

K 

(207)  y-h-x  =  z, 

l'équation  (204)  deviendra 

Hzdf-f-Rdz  =  Tdf, 
ou 

H  ï 

(208)  dz-h  -  zdt  =  --  dt; 

et  l'on  voit  que  cette  équation  est  de  mémo  forme  que  lequa ■ 
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lï        T 
tion  (ao5),  puisque  —  et  ■—  sont  des  fonctions  de  la  variable  in- 

R        R 

dépendante  t. 

461.  Pour  satisfaire  à  l'équation  (206) ,  il  suffit  que  Ton  ait 

d(ïï-r)=ldx; 

et  en  exécutant  la  différentiation  indiquée,  d'après  l'art.  14  ,  on 

trouvera 

K  K        S    . 

Pour  que  cette  équation  soit  satisfaite,  il  faut,  en  général,  que 

les  multiplicateurs  de  àx  soient  égaux.,  et  que,  par  conséquent, 

K. 
le  terme  jr.d  •  --  soit  nul  ;  c'est-à-dire  que  l'on  ait 

/        \  K        S         .    K 

On  remettra  dans  ces  équations  les  valeurs  des  expressions  K  , 
H,  S  et  R  ;  et  ayant  effectué  la  différentiation  indiquée,  on  élimi 
nerà  0  renfermé  dans  ces  équations  ;  et  l'on  aura  la  relation  qui 
doit  subsister  entre  les  coefficients,  pour  que  l'équation  de  con- 
dition soit  satisfaite. 

462.  Dans  le  cas  où  les  coefficients  des  premiers  membres  des 
équations  (2o3)  sont  constants,  la  différentielle  d'une  constante 
étant  égale  à  zéro,  il  ne  reste  que  la  première  des  équations  (209)  ; 
elle  suffira  pour  déterminer  le  facteur  0,  qui  alors  sera  constant, 
puisqu'il  deviendra  égal  à  une  fonction  de  constantes.  En  remet- 
tant pour  K,  H ,  R ,  S  leurs  valeurs ,  on  a 

N-r-N'o^Q-t-Q'e 

M  +  M'0~~  P  -f-~Prô'  : 

et  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs ,  on  voit  que  G  doit  ètri- 
déterminé  par  une  équation  du  second  degré.  Nommant  ti  et  0" 
ces  valeurs  de  G,  et  supposant  qu'après  les  avoir  substituées,  suc- 
cessivement dans  l'équation  (208  ) ,  les  coefficients  de  z  d  t  et  de  il  / 
deviennent  dans  le  premier  cas,  //  et  7';  et  dans  le  second,  p " 


"ï 
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»'t  (J   .  un  .t'.!;  a 

dz  —  ;/  r  d/  =  y'df . 

d  r  —  /.*   z  d(  =  t/  '  d  t  ; 
intégrant  d'après  !a  formule    io3    ,  pa^e  ?&>»  on  trouvera 

3  =  /-/f  **  '  [  jy  e<v  *  ■  dr  -t-  C  1 , 
.  _  ,,-,y  **:jYr-'p  d'df  -t-  C '  \ 

On  substituera  dansées  valeurs  celle  de  3,  tirée  de  l'équation  (  207  :, 
et  Ion  aura  deux  équations  en  .r ,  en  y  et  en  /. 

465.  Si,  excepte  T,  T' et  T' ,  que  nous  regarderons  toujours 
comme  des  fonctions  de  r,  les  coeflicients  M ,  N ,  P,  Q ,  etc. ,  sont 
constants,  et  qu'on  ait  les  trois  équations 

dv  -+-  (Mj  +  N.r  -h  P3  )àt  =  Tdf, 

dx^-  (M'v-f-N'x  +  P  z)dt  =  Tdt, 

dz  +;M"v+N".rrP  z)dt  =  T"d/, 

on  multipliera  la  seconde  par  une  constante  0,  et  la  troisième  par 
une  autre  constante©';  et  ajoutant  les  résultats,  on  aura  une  équa- 
tion que  nous  pourrons  représenter  par 

dv=  0d.r  -h  O'dz  -t-  Q    y  -h  R  x  -h  S  =  )d/  =  Udf. 

Or,  pour  que  cetie  équation  soit  de  la  forme  [voyez  l'art.  383) 

dy  4-  P ydx  =  Qdx, 

il  faut  qu'en  regardant  la  fonction  y  H-  R.r-+-  S 3  comme  une 
seule  variable  y',  la  différentielle  dy'  de  cette  fonction  soit  égale 
à  dy  -f-  Od.r  -h  9'dz,  ce  qui  exige  que  Ton  ait  les  équations  de 
condition 

9  =  R ,     9'  =  S; 

R  et  S  n'étant  que  des  fonctions  de  0  et  de  G',  en  vertu  des  opéra- 
tions précédentes,  il  en  résulte  que  ces  équations  suffiront  pour 
déterminer  les  diverses  valeurs  des  constantes  0  et  0'. 

464.  Cette  méthode  est  générale ,  et  s'applique  même  aux  équa- 
tions différentielles  des  ordres  supérieurs,  parce  que  ces  équations 


/ 
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peuvent  se  réduire  au  premier  degré.  Si  Ton  avait ,  par  exemple, 
Jes  équations 

d3)        ..  »t  „  d  v        ^  dx 

d*  #        „.  m_.  „.  d  y  ,  d.r 

a_  +  M.r  +  H'JP  +  P'a2  +  Q-7==r 

ou  plutôt 

jd\?--f-(iM/  +Na-  )dr3-h  (Pdj*  -t-  Qd.r  )cl/  =  Tdf\ 
^l0^d7x  +  (Wy  +  Wx)dt*  +  (P't\y  +  Q'dx)de  =  Ti\t^ 

on  ferait 

;'  2 1 1 )  d/  =  y;  d  t ,      dx  =  q  dt; 

et  en  observant  que  dt  est  constant,  ces  équations  deviendraient 

dp  4-  {My    -f-  N.r   H-  !>/>   +  Qry  )  df  =  Tdf , 
d</-f-(M'r  +  N'x  +  P>  +  Q'y)  df  =  T'df; 

ces  deux  équations,  avec  les  équations  (211),  forment  quatre 
équations  du  premier  degré  ,  auxquelles  on  peut  appliquer  les  pro- 
cédés précédents. 

Des  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre. 

465.  Une  équation  qui  subsiste  entre  des  coeilîeienls  dif- 
férentiels, combinés,  selon  le  cas,  avec  des  variables  ei 
des  constantes,  est,  eu  général,  une  équation  différentielle 
partielle,  ou,  suivant  l'ancienne  dénomination,  est  une 
équation  aux  diiférences  partielles.  On  a  appelé  ainsi  ces 
équations,  parce  que  la  notation  des  coefficients  différen- 
tiels qu'elles  renferment  indique,  comme  nous  l'avons  vu 
(art.  54) ,  que  la  diifércntiation  ne  peut  être  effectuée  que 
partiellement ,  c'est-à-dire  en  regardant  certaines  variables 
comme  constantes.  Cela  suppose  donc  que  la  fonction  pro- 
posée ne  contienne  pas  qu'une  seule  variable.  Pour  plus  de 
simplicité  ,  nous  n'en  admettrons  d'abord  que  deux,  et  nous 
considérerons  les  équations  différentielles  partielles  du  pre •■ 
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niitT  oidrc,  qui   si  ni  celles  qui  m*   rciik-rnienl  qu'un  ou 
plusieurs  coefficients  dillérentiels  du  premier  ordre. 

166.   La  première  équation  que  nous  commencerons  à 
intégrer  est  la  suivante  : 

—  =  *. 

UT 

Si,  contre  notre  hypothèse,  z  au  lieu  d'être  fonction  de 
deux  variables  x  et  y\  ne  contenait  que  xy  on  aurait  une 
équation  ditTércntiellc  ordinaire  qui .  étant  intégrée,  don- 
nerait z  =  ax  -f-  c:  mais,  dans  le  cas  présent ,  z  étant  une 
fonction  de  x  et  dey.  les  y  renfermés  dans  z  ont  dû  dispa- 
raître à  la  ditFéren  lia  lion ,  puisqu'en  ditîerentiant  par  rap- 
|K)rt  à  x,  nous  avons  regardé  y  comme  constant.  Nous  de- 
vons donc,  en  intégrant ,  conserver  la  même  hypothèse,  et 
supposer  que  la  constante  arbitraire  est  en  général  un. 
fonction  dey:  par  conséquent  nous  aurons  pour  l'intégrale 
de  l'équation  proposée 

467.  Cherchons  encore  à  intégrer  l'équation  difleren- 
lielle  partielle 

il  x 

dans  laquelle  X  est  une  fonction  de  x:  multipliant  par  d.r 
et  intégrant ,  nous  trouverons 

z  =  fHdx  -+-  oy. 

468.  Par  exemple,  si  la  fonction  représentée  par  X  était 
r'-f-  a*,  T intégrale  serait 

X' 

z  =.  -—  4-  a-x  -+-  *> . 
3 

469.  On  ne;  trouvera  pas  plus  de  difficulté  à  intégrer 
l'équation 

Cl  7- 

.17- *• 
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et  l'on  aura 

z  =  Y  x  -+-  vy. 

470.  On  intégrera  de*  la  même  manière  toute  équation 

dans  laquelle  -7—  égalera  une  fonction  de  deux  variables  x 

et  y.  Si  l'on  a,  par  exemple, 

âz  x 


d  «z       ^ay  4-  x2 

en  regardant  y  comme  constant,  on  intégrera  d'après 
l'art.  271 ,  après  avoir  multiplié  par  dx,  et  en  nommant  oy 
la  constante  qu'on  doit  ajouter  à  l'intégrale,  on  aura 


z=z  sjay  -f-o:2-h<pj. 

471.  Enfln,  si  Ton  veut  intégrer  l'équation 

Az  1 

dX-         Jyî r2 

on   regardera   toujours  y  comme  constant,   et  Ion   aura 
(art.  274) 

/.         x\ 

z  =  arc  I  sin  =  -  j  -f-  <p  j. 

472.  En  général,  pour  intégrer  l'équation 

dz   .         _  .  .  , 

—  ûx=:  F(x,  y)dx, 

on  prendra  l'intégrale  par  rapport  à  a?,  et  ajoutant  ensuite 
une  constante  fonction  de  y,  pour  la  compléter,  on  trouvera 

z  z^fF(x,y)(]x-h<fy. 

473.  D'après  ce  qui  précède,  on  voit  qu'à  part  l'hypo- 
thèse de  l'une  des  variables  supposée  constante,  et  de  l'in- 
troduction ,  dans  l'intégrale ,  d'une  constante  fonction  de 
cette  variable,  on  suit  le  même  procédé  que  dans  l'intégra- 
tion des  équations  différentielles  ordinaires. 

474.  Considérons  maintenant  les  équations  ditférenti elles 

?.3 
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partielles  qui  contiennent  deux  coefficients  différentiels  du 
premier  ordre;  et  soit  l'équation 

dz  dz    • 

M  i-4-  IN-,  -  =  o, 

(1.2:  (I  > 

dans  laquelle  M  et  jN    représentent  des  fonctions  dounées 
de  x  et  de  > *,  on  en  tire 

dz  M  d  3 

d/  N  di" 

substituant  cette  valeur  daus  la  formule 

/  i         d5   i      ,   clc  î 

(212  j  ils  = -r— d.r  4- -r-d  r, 

dx  d)'    * 

qui  n'a  d'autre  sens  que  d'exprimer  la  condition  que  z  est 
fonetiou  de  x  et  de  v.  on  obtient 


ds  /  M       \ 

dz  =  —  I  d.r  —  —  d>' 

d.r  \  N     *    / 


ou 

ds     Ndj-Mdv 


dz== 


dx  JN 


Soit  X  le  facteur  propre  à  rendre  Nd.r  —  Mdy  une  diffé- 
rentielle exacte  d»',  nous  aurons 

(2i3)  À(Nd.r  —  Md^)=ilr. 

Au  moyen  de  cette  équation  ,  nous  éliminerons  N  d.r — M  (h 
de  la  précédente,  et  nous  obtiendrons 

dz  =  — -  —.de. 
>N  dx 


dz 


.   Enfin,  si  Ton  remarque  que  la  valeur  de  —  n'est  point 

déterminée,  on  peut  la  prendre  telle  que  - dt>  puisse 

s'intégrer,  ce  qui  exige  que  —  —  soit  une  fonction  de  v\ 
car  on  sait;  que  la  différentielle  de  toute  fonction  donnée 
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de  ^  doit  être  de  la  forme  fV.di*.  Il  suit  donc  de  là  qu'on 
doit  avoir 

i     d  z 


IN.dx 
équation  qui  changera  la  précédente  en 

dz  =  Fif.de; 
d'où  l'on  tirera 

(214)  3  =  ov. 

475.  Si  Ton  intègre  par  ce  moyen  l'équation 
,      -v  dz  dz 

(215)  X- y  —  =  0 

K         '  dy       J  dx 

nous  avons  dans  ce  cas  M  =  —  y,  N  =  .r,  et  par  consé- 
quent T équation  (2i3)  deviendra 

Il  est  visible  que  le  facteur  1,  propre  à  rendre  inlégrablc  le 
second  membre  de  cette  équation  ,  est  2.  Substituant  celle 
valeur  à  X  et  intégrant,  on  a 

<>  ~  a:-  -4-  r-  ; 

mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (  214),  nous  aurons 
pour  T  intégrale  de  l'équation  (  2 1 5  ) , 

476.  Soit  maintenant  l'équation 

/•  x  ^dz        ^dz        n 

(216)  P-r--+-Q-r-+R  =  o, 

v  dx  de- 

dans laquelle  P.  Q  et  R  sont  des  fonctions  des  variables  x 
y  et  *  -,  en  divisant  par  P,  et  en  faisant  ^  =  M ,  —  =  N , 
nous  pourrons  la  mettre  sous  celte  forme  : 

x  dz  dz 

1(217)  j-  +  Mr  +  N  =  oj 

*x      '  dx  dy 

23. 
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et  en  faisant  -r—  =  p.  -r—  =  p^  elle  deviendra 

d.r  dj       ' 

(218)  /*  +  Bly  +  K  =  o. 

Cette  équation  établit  une  relation  entre  les  coefficients  p 
et  q  de  la  formule  générale 

(219)  dz  =  pd.r  +  qâ  r; 

sans  cette  relation  ,  p  et  9  seraient  entièrement  arbitraires 
dans  cette  formule;  car,  comme  cela  a  déjà  été  observé, 
elle  n'a  d'autre  sens  que  d'indiquer  que  z  est  une  fonction 
de  deux  variables  x  ety,  et  cette  fonction  peut  être  quel- 
conque; ainsi ,  nous  devons  regarder,  dans  l'équation  (219), 
p  et  q  comme  deux  indéterminées;  éliminant  p  au  moyen 
de  l'équation  (218),  nous  obtiendrons 

(220)  dz  -f-  Nd.r  =  q  [Ay  —  Mdj), 

et  q  restera  toujours  indéterminé  ;  mais  si  Ton  sait  (voyez 
la  Note VI)  que  lorsqu'une  équation  de  ce  genre  a  lieu, 
quel  que  soit  q,  il  faut  que  Ion  ait  séparément 

(221)  âz  -h  N  âx  =  o  ,     d  y — Mdjr=o. 

477.  Si  P,  Q  et  R  ne  contiennent  pas  la  variable  z ,  il  en 
sera  de  même  de  M  et  de  N  ]  alors  la  seconde  des  équa- 
tions (221)  sSra  une  équation  à  deux  variables  x  et  y,  et 
pourra  devenir  une  différentielle  exacte  à  l'aide  d'un  fac- 
teur que  nous  représenterons  par  /  \  et  nous  aurons 

(222)  Mdj — Mdx)  =  o. 

L'intégrale  de  cette  équation  sera  une  fonction  de  x  et  de  y 
à  laquelle  on  devra  ajouter  une  constante  arbitraire  — w, 
que  nous  faisons  précéder  du  signe  négatif,  pour  que  , 
transposée  dans  le  second  membre,  elle  soit  positive;  de 
sorte  que  nous  aurons 

F  (x  ,  /  )  =  «  ; 
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d'où  nous  tirerons 

Telle  sera  la  valeur  de  y  qui  nous  sera  donnée  par  la  se- 
conde des  équations  (221)*,  et ,  pour  établir  qu'elles  ont  lieu 
simultanément,  il"  faudra  substituer  cette  valeur  dans  la 
première  de  ces  équations-,  or,  quoique  cette  variable  n'y 
soit  pas  en  évidence ,  on  sent  qu'elle  peut  être  renfermée 
dans  N.  Cette  substitution ,  d'après  la  valeur  que  nous  ve- 
nons de  trouver  pour  y,  revient  à  regarder,  dans  la  pre- 
mière des  équations  (221),  y  comme  une  fonction  de  x  et 
delà  constante  arbitraire  w.  Intégrant  donc  cette  première 
équation,  dans  cette  hypothèse,  on  trouvera 

478-  Pour  donner  un  exemple  de  cette  intégration ,  pre- 
nons l'équation 

àz  dz 


x  -j-  -+-  y  -r-  =  a  \fx*  4-.T2; 
dx  dy 

en  la  comparant  à  l'équation  (217),  nous  avons 


=  £,      M  =  -«^±£'. 


(223)  M 

X  X 

Ces  valeurs  étant  substituées  dans  les  équations  (221) ,  les 
convertiront  en 


(224)      dz»a^+,y    d.g=o,      dv-  -da:  =  o. 

x  '  x 

Soit  X  le  facteur  qui  rend  intégrable  cette  dernière  équation, 
nous  aurons 

\  (  d y  —  -  àx  )  =  o, 

ou  plutôt 

v   , '  xd y  —  y  dx\  * 

*  .  I 

équation  intégrable  si  Ton  fait  X  =  -,  parce  qu'alors  son 
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premier  membre  devient  une  différentielle  exacte  ^  art.  403). 
Egalant  donc  l'intégrale  de  cette  équation  à  une  constante 
arbitraire  o>.  nous  aurons 

y 


x 


et  par  conséquent  y  =  wx. 

Au  inoven  de  cette  valeur  de  y.  on  convertit  la  première 
des  équations  (224)  en 


az  —  a dx  =  o  , 


ou  plutôt  en 

d*rr  a  cl  x  \  1  -+-  *>-  ; 

intégrant ,  en  regardant  a)  comme  constant ,  nous  obtiendrons 


z  ■=.  a  fax  y'i-f-  »2  -I-  ?« , 

et  par  conséquent 

z  •==  ax  y7 1  •+-  w:  -+-  ou. 

Remettant  pour  0*  sa  valeur,  on  obtiendra 


ou  plutôt 

'    '  / y 

z  =  a  y  x7  -h  y7  -h  o  - . 

x 

479.  Dans  le  cas  plus  général,  où  les  coefficients  P,  Q? 
R ,  de  l'équation  (216) ,  contiennent  les  trois  variables  x, 
yx  z,  il  peut  arriver  que  les  équations  (221)  ne  renferment 
chacune  que  les  deux  variables  qui  sont  en  évidence,  et 
que ,  par  conséquent ,  on  puisse  les  mettre  sous  les  formes 

^  dz=/(x,  z)  dx  =  o,     dr  =  F(x,j)dx. 

On  ne  peut  intégrer  isolément  ces  équations,  en  écrivant, 
comme  dans  l'art.  472, 

2-  //(  x,  »)  dx  H-  ffz ,     y  =  /  F  (x,  r)  dx  -f-  ?  y; 
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car  alors  on  voit  qu'il  faudrait  supposer  z  constant  dans  la 
première  équation,  et  y  constant  dans  Ja  seconde;  hypo- 
thèses contradictoires ,  puisque  lune  des  trois  coordonnées 
xy  y^  z  ne  peut  être  supposée  constante  dans  la  première 
équation  sans  qu'elle  le  soit  dans  la  seconde. 

480.  Voici  donc  de  quelle  manière  on  intégrera  les  équa- 
tions (221) ,  dans  le  cas  où  elles  ne  renferment  chacune  que 
les  deux  variables  qui  sont  en  évidence  :  soient  [x  et  X  les 
facteurs  qui  rendent  les  équations  (221)  des  différentielles 
exactes*,  si  nous  représentons  ces  différentielles  par  dlJ  et 
par  dV,  nous  aurons 

),(dz-î-Ndx=dU,     p(dy  —  Mdjr)  =  dV; 

au  moyen  de  ces  valeurs,  l'équation  (220)  deviendra       • 

{225)  dlT  =  7-dV. 

a 

Comme  le  premier  membre  de  celte  équation  est  une  dif- 
férentielle exacte,  il  faut  quil  en  soit  de  même  du  second, 

ce  qui  exige  que  q  -  soit  une  fonction  de  V;  représentant 

celte  fonction  par  ©V,  l'équation  (225)  deviendra 

dU=ryV.dV; 
d'où  Ton  tirera  ,  en  intégrant, 

481.  Prenons  pour  exemple  l'équation 

i\z  Az 


xr  — -t-  r  —  —  yz\ 
i\x  cl  r 


étant  écrite  ainsi  : 

il  z       x  d  z 


d.r       y  i\  y        x 


\ 
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on  la  comparera  à  l'équation  (217) ,  et  Ton  aura 


X                           z 
M  =  - ?      y  = : 

y  x 


a  a  moyen  de  ces  valeurs,  les  équations  (221)  deviendront 


x 


dz dj?=o,     dr djr  =  o; 

x  y 

et  en  faisant  évanouir  les  dénominateurs,  on  aura 

xàz  —  zàx-=zo,     yày —  xd.r  =  o. 
Les  facteurs   propres  à  rendre  ces  équations  intégrantes 

sont  —  et  2  ]  en  les. substituant  et  en  intégrant,  on  trouve 

X 

-  et  y*  —  x2  pour  les  intégrales;  mettant  donc  ces  valeurs 

à  la  place  de  U  et  de  V,  dans  l'équation  U  =  <ï>  V,  nous  ob- 
tiendrons ,  pour  l'intégrale  de  la  proposée , 

—  =  4>  (y7 —  x2). 

482.  11  est  à  remarquer  que  si  Ton  eût  éliminé  q  au  lieu 
de  p  (art.  476),  les  équations  (221)  eussent  été  remplacées 
par  celles-ci  : 

(226)  Mds  -f-  Ndj  =  o,     dy —  Mdo;  =  o; 

et  comme  tout  ce  que  nous  avons  dit  des  équations  (221) 
peut  s'appliquer  à  celles-ci ,  il  s'ensuit  que,  dans  le  cas  où 
la  première  des  équations  (221)  ne  serait  pas  intégrable, 
on  a  le  droit  de  remplacer  ces  équations  par  le  système  des 
équations  (226) ,  ce  qui  revient  à  employer  la  première 
des  équations  (226)  à  la  place  de  la  première  des  équa- 
tions (221)  ;  alors  on  verra  si  l'intégration  est  possible. 

483.  Par  exemple,  si  l'on  avait 

dz  dz 

az  -= zx  -x h  xy  =  o  : 

ax  ay 
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cette  équation,  divisée  ipavaz  etcomparée  à  l'équation  (2*7)5 
nous  donnerait 

M=-f,     N=^; 
a  az 

par  conséquent ,  les  équations  (221)  deviendraient 

dz-\ d.r  =  o,     dy -\ — dx^ro; 

az  a 

et  en  chassant  les  dénominateurs,  on  aurait 

(227)  azdz  -+-  xydx  =  o,     ady  -+■  x dx  =  o. 

La  première  de  ces  équations ,  qui  contient  trois  variables , 
ne  pouvant  s'intégrer  immédiatement,  nous  la  remplace- 
rons par  la  première  des  équations  (226),  et  nous  aurons, 
au  lieu  des  équations  (227) ,  celles-ci  : 

. dzH dr  =  o,     fldy  +  xdx  =  o; 

a  az 


x 
supprimant  -  comme  facteur  commun  dans  la  première  de 


x 

a 

ces  équations ,  et  multipliant  Tune  par  2  z  et  l'autre  par  2 , 
on  trouvera 


—  7.zdz  -+-  2 jrdjr  =  6,     2  ady  -+-  ?.xdx  =  o, 

équations  qui  ont  pour  intégrales 

y2 — z7,     et     nay  +  x7; 

ces  valeurs  étant  mises  à  la  place  de  U  (art.  480)  et  de  V 
(art.  481) ,  on  aura 

y7  —  z7  =.  4>  (  2  ay  -f-  x'J  ) . 

484.  Remarquons  que  la  première  des  équations  (226) 
n'est  autre  chose  que  le  résultat  de  l'élimination  de  dx  entre 
les  équations  (221). 

En  général ,  on  peut  éliminer  toute  variable  renfermée 
dans  les  coefficients  M  et  N ,  et ,  en  un  mot ,  combiner  d'une 
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manière  quelconque  ces  équations  :  si ,  après  avoir  exécuté 
ces  opérations,  on  obtient  deux  intégrales  représentées  par 
U  =  a  et  par  V  =  b  ,  a  et  b  étant  deux  constantes  arbi- 
traires, on  en  pourra  toujours  conclure  que  l'intégrale  est 
U  =  4>  V.  En  effet,  puisque  a  et  b  sont  deux  constantes  arbi- 
traires, ayant  pris  b  à  volonté,  on  peut  composer  a  en  b 
d'une  manière  quelconque }  ce  qui  revient  à  dire  que  Ton 
a  la  faculté  de  prendre  pour  a  une  fonction  arbitraire 
de  b  :  cette  condition  sera  exprimée  par  l'équation  a  =  <fri 
[Note  XVI) }  par  conséquent,  nous  aurons  les  équations 
U  =  4>  A  5  V  =  £ ,  dans  lesquelles  x  ,  y  et  z  représentent  les 
mêmes  coordonnées  ;  si  l'on  élimine  b  entre  ces  équations, 
on  obtiendra  U  =  4>  V. 

On  peut  encore  observer  que  cette  équation  nous  dit 
qu'en  faisant  V  =  b ,  on  doit  avoir  U  =  4>£  =  constante  : 
c'est-à-dire  que  U  et  \7  sont  constants  en  rrreme  temps,  sans 
que  a  et  b  dépendent  l'un  de  l'autre  ,  puisque  la  fonction  4> 
est  arbitraire.  Or,  c'est  précisément  la  condition  qui  nous 
est  donnée  par  les  équations  U  =  a  et  V  =  b. 

485.  Pour  donner  une  application  de  ce  théorème,  soit 

dz  dz 

zx- zy  -j—  —  y  =  o. 

dx  dy 

Après  avoir  divisé  par  zx ,  nous  comparerons  cette  équation 
à  l'équation  (21  7),  ce  qui  nous  donnera 

Y  Y2 

M=  —  J-,     N  =  —  ^-, 
X  zx 

et  les  équations  (221)  deviendront 

Y"  Y 

(1  3  —  ' (1  x  =  O  ,        (1  Y  -f-  -  (l  X  =  O  , 

ZX  X 

■ou 

zx  d z  —  y2  d x  =  o  ,      .1;  d/  4-  y  d x  =  o. 

La  première  de  ces  équations  contenant  trois  variables, 
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nous  ne  chercherons  pas  à  l'intégrer  dans  cet  état;  mais  si 
Ton  y  substitue  la  valeur  de  y  àx ,  tirée  de  la  seconde  ,  elle 
acquiert  un  facteur  commun  x  qui,  étant  supprimé,  la 
réduit  à 

zdz  +  y  d  y  =z  o  , 

et  Ton  voit  qu'en  la  multipliant  par  a,  elle  devient  inté- 
grable;  l'autre  équation  l'étant  aussi ,  on  trouvera,  en  les 
intégrant, 

2*  ■+■  y1  =  a  ,     xy  =:  b  ; 

d'où  l'on  conclura  que 

z7  -+-  y2  =  Qxy. 

486.  Nous  terminerons  ce  que  nous  avons  à  dire  sur  les 
équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre  ,  par  la 
solution  de  ce  problème  :  Une  équation  qui  contient  une 
fonction  arbitraire  d'une  ou  de  plusieurs  variables  étant 
donnée,  trouver  l'équation  différentielle  partie/le  qui  l'a 
produite. 

Supposons  donc  que  l'on  ait 

nous  ferons 

(228}  x2-\~y>=  uy 

et  notre  équation  deviendra 

z  =  F  u  ; 

la  différentielle  de  Fu  devant  être ,  en  général ,  une  fonction 
de  u  multipliée  par  dw,  nous  pourrons  écrire 

d  z  =  <p  a  d  a  ; 

si  nous  prenons  la  différentielle  de  z,  par  rapport  à  x  seu- 
lement, c'est-à-dire  en  regardant  y  comme  une  constante, 
nous  devrons  prendre  aussi  la  différentielle  de  u  dans  la 
même  hypothèse;  par  conséquent,    en  divisant   par  dx 
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F  équation  précédente,  nous  aurons 

,  dz  du 


si  nous  regardons  ensuite  x  comme  constant,  et  y  comme 
variable ,  nous  trouverons ,  par  un  procédé  analogue , 

.    0    .  dz  du 

les  valeurs  des  coefficients  différentiels  -r—  et  -r— ,  qui  en- 

dx        dy 

trent  dans  les  équations  (229)  et  (a3o),  s'obtiendront  en 

différentiant  successivement  l'équation  (228),  par  rapport 

à  x  et  à  y,  ce  qui  nous  donnera 

d  u  d  u 

dx  dy 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (229)  et  (s3o)y 

nous  aurons 

dz  dz 

- —  =   2  X  0»  U  ,  -= —   =   2  Y  9  U  I 

dx  r    '        dy  "  T 

éliminant  <f  u  entre  ces  équations,  nous  trouverons  enfin 

dz  dz 

Y  -p-  =  Xi 

"    dx  dy 

487.   Prenons  encore  pour  exemple  l'équation 

z-  -f-  2  ax  =z  F  (.r  —  j  )  ; 
faisant 

(23i)  x—-y=u9 

cette  équation  devient 

32  4-  2  «a:  ~  F  k  ; 

et  en  différentiant,  on  a 

d(z7  -h  2  r/j?)  =  y  w  d  u  ; 

prenant,  par  rapport  à  #,  la  différentielle  indiquée,  nous 
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regarderons  z  comme  variable  en  vertu  de  .r  qui  v  est 
contenu,  et  divisant  par  dr,  nous  aurons 

.    0    x  d z  du 

(  202  J  2  z  -. \-?.a  =  <0U  -r—  : 

QJ  dx 

opérant  d'une  manière  analogue,  par  rapport  à  y,  en  re- 
gardant z  comme  une  fonction  qui  ne  varie  qu'à  cause  de  7  , 
et  divisant  par  d^,  nous  trouverons 

,    02,  Az  du 

(233;  2  z  -  -  =  ou  -j—  ; 

dr       '     dy 

pour  éliminer  les  coefficients  différentiels  de  d//,  F  équa- 
tion (^3i)  nous  donne 

du  du 

dx  d  y 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (232)  et  (233), 
nous  aurons 

dz  m  dz 

2  Z l-2rt~©//î       2  3  - —  ~  —  «p  u  ; 

dx  *  dy  r    ' 

éliminant  <fu  entre  ces  équations,  nous  obtiendrons 

dz        dz        a 

h  3 h-  =  o. 

dx       dx       z 

De*  la  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans   les 
intégrales  des  équations  différentielles  partielles  du  premier  ordre 

488.  Les  fonctions  arbitraires  qui  complètent  les  inté- 
grales des  équations  différentielles  partielles,  doivent  se 
déterminer  par  des  conditions  qui  tiennent  à  la  nature  des 
problèmes  qui  ont  donné  lieu  à  ces  équations,  problèmes 
qui  la  plupart  appartiennent  à  des  questions  physico- 
mathématiques. Ne  voulant  point  nous  écarter  de  notre 
sujet,  nous  nous  bornerons  à  des  considérations  purement 
analytiques,  et  nous  chercherons  d'abord  quelles  sont  les 


Ù6Ô  CALCVL    INTÉGRAL. 

rondi lions  renfermées  dans  l'équation 

234  -=—  =  a. 

ax 

489.  Dès  que  z  est  une  fonction  de  .r  et  dej'.  cette  équa- 
tion peut  être  regardée  comme  celle  d'une  surface.  Cette 
surface,  d'après  la  nature  de  son  équation ,  jouit  de  la  pro- 

ds 
priété  suivante,  que  -r^-  doit  toujours  être  une  quantité 

constante.  Il  suit  de  là  que  toute  section  EF  (fig.  91)  de 
cette  surface  faite  par  un  plan  CD,  parallèle  à  celui  des  x,  z. 
est  une  ligne  droite.  En  effet,  quelle  que  soit  la  nature  de 
cette  section,  si  on   la  partage  en  un  nombre   infini  de 

•  /  '       fî         n       fff  •  1 

parties  mm  ,  m  m\m'  m  ,  etc. ,  ces  parties ,  vu  leur  peu 
d'étendue,  pourront  être  regardées  comme  des  lignes  droites, 
et  représenteront  les  éléments  de  la  section  ;  l'un  de  ces  élé- 
ments mm'  faisant,  avec  une  parallèle  mn  à  Taxe  des  ab- 
scisses, un  angle  dont  la  tangente  trigonométrique  est  re- 
présentée par  -r—  ,  comme  cet  angle  est  constant,  il  s'ensuit 

que  tous  les  angles  m! mn,  m!'m'n\  m'" m" n'\  etc.,  for- 
més par  les  éléments  de  la  courbe,  avec  des  parallèles  mn, 
m' nf,  m" n",  etc. ,  à  l'axe  des  abscisses,  seront  tous  égaux; 
ce  qui  prouve  que  la  section  EF  est  une  ligne  droite. 

490.  On  parviendrait  au  même  résultat  en  considérant 

dz 
l'intégrale  de  l'équation  -7—  =  a.  que  nous  avons  vu  être 

(art.  466) 

(235)  z  =  ax  -h  f  v; 

car,  pour  tous  les  points  de  la  surface  qui  sont  dans  le 
plan  CD,  l'ordonnée  est  égale  à  une  constante  c,  repré- 
sentée dans  la  fig.  91  par  AB;  remplaçant  donc  <py  parce, 
et  faisant  oc  =  C,  l'équation  (235)  deviendra 

.  ?36;  z  =  ax  -4-  C; 
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cette  équation  étant  celle  d'une  droite  ,  et  appartenant  à  la 
section  EF,  il  s'ensuit  que  cette  section  est  une  ligne  droite. 

491.  La  môme  chose  ayant  lieu  par  rapport  aux  autres 
plans  sécants  qu'on  mènerait  parallèlement  à  celui  des  or,  z  , 
concluons  que  tous  ces  plane  couperont  la  surface  suivant 
des  lignes  droites,  qui  seront  parallèles,  puisqu'elles  forme- 
ront chacune,  avec  une  parallèle  à  Taxe  des  x,  un  angle 
dont  la  tangente  trigonométrique  sera  a. 

4-92.  Si  maintenant  nous  faisons  #=o,  l'équation  (235) 
se  réduira  à  z  =  <f y,  et  sera  celle  d'une  courbe  GHK 
tracée  sur  le  plan  des  j ,  z;  cette  courbe  renfermant  tous 
les  points  de  la  surface ,  dont  les  coordonnées  sont  x  =  o  , 
rencontrera  le  plan  CD  en  un  point  ///  (fig*  91)  qui  aura 
x=  o  pour  l'une  de  ses  coordonnées;  et  puisquron  a  aussi 
y  =  AB  =  c,  la  troisième  coordonnée  ,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (236) ,  sera  z  =  C,  valeur  représentée  dans  la  figure 
par  Bm.  Ce  que  nous  disons  du  plan  CD  pouvant  s'appli- 
quer à  tous  les  autres  plans  qui  lui  sont  parallèles,  il  en 
résulte  que  par  tous  les  points  de  la  courbe  dont  z  =  ®y 
est  l'équation,  et  qui  est  tracée  sur  le  plan  des  j,  z  ,  parti- 
ront des  droites  parallèles  à  Taxe  des  x.  Voilà  tout  ce  que 
nous  disent  les  équations  (^34)  et  (235);  et  comme  cette 
condition  est  toujours  remplie,  quelle  que  soit  la  figure  de 
la  courbe  dont  z=^y  est  l'équation,  on  voit  que  cette 
courbe  est  arbitraire. 

493.  11  suit  de  ce  qui  précède ,  que  la  courbe  GHK , 
dont  z  =  (fy  est  l'équation ,  peut  être  composée  d'arcs  de 
différentes  courbes,  qui  se  joignent  les  uns  les  autres,  ou 
qui  laissent  entre  eux  des  interruptions ,  en  certaines  par- 
ties, comme  dans  la  fig.  92.  Une  courbe  de  ce  dernier 
genre  est  appelée  discontinue.  Une  courbe  peut  être  aussi 
discontiguë -,  c'est  ce  qui  arrive  lorsqu'il  y  a  interruption 
dans  ses  parties,  sans  que,  dans  l'endroit  où  a  lieu  cette 


i 
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interruption,  son  cours  soit  suspendu.  La  courbe  (Jig.  93) 
nous  en  offre  un  exemple  aux  points  M  et  N  qui  ne  se  suc- 
cèdent pas,  et  pourtant  ne  laissent  entre  eux  aucun  vide. 
Remarquons  qu'en  pareille  circonstance ,  deux  ordonnées 
différentes,  telles  que  PM  et  PN  [fig.  93)  ou  que  QR" 
et  QS,  correspondent  à  une  même  abscisse.  Enfin,  il  est 
possible  que  la  courbe  soit  composée  d'une  suite  infinie 
d'arcs  infiniment  petits,  qui  appartiennent  chacun  à  des 
courbes  différentes-,  dans  ce  cas ,  la  courbe  est  irrégulière, 
comme  seraient,  par  exemple,  des  traits  de  plume  que  Ton 
tracerait  au  hasard  ;  mais  de  quelque  manière  que  soit  for- 
mée la  courbe  dont  l'équation  est  z  =  a>y,  il  suffira,  pour 
construire  la  surface,  de  faire  mouvoir  une  droite  tou- 
jours parallèlement  à  elle-même,  avec  cette  condition, 
que  son  point  m  parcoure  la  courbe  GHK  dont  z  =  yy 
est  l'équation  ,  et  qui  est  tracée  au  hasard  sur  le  plan 
des  y,  z. 

dz 
494.  Si ,  au  lieu  de  l'équation  -.—  =  a ,    nous  avions 

dz 
celle-ci  :  -^-  =  X,  dans  laquelle  X  fut  une  fonction  de  a,' 

alors  en  menant  un  plan  CD  (fig.  91)  parallèle  à  celui 
des  .r,  z*  la  surface  serait  coupée  suivant  une  certaine  sec- 
tion EF,  qui  ne  serait  plus  une  ligne  droite,  comme  dans 
le  cas  précédent.  En  effet,  pour  tout  point  m\  pris  sur 
cette  section,  la  tangente  trigonometrique  de  l'angle - 
n'm'm"  formé  par  le  prolongement  de  l'élément  m1  mn  de 
la  section ,  avec  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  sera  égale  à  une 
fonction  X  de  l'abscisse  x  de  ce  point  ;  et  comme  l'abscisse  x 
est  différente  pour  chaque  point,  il  s'ensuit  que  l'angle 
n' m' m"  sera  différent  à  chaque  point  de  la  section;  ce  qui 
nous  montre  que  EF  ne  sera  plus,  comme  précédemment, 
une  ligne  droite.  La  surface  se  construira  de  même  que  dans 
le  problème  précédent,  en  faisant  mouvoir  la  section  EF 
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parallèlement  à  elle-même,  de  manière  que  son  point  m 
touche  continuellement  la  courbe  GHK,  dont  l'équation 

est  z  =  yy. 

495.  Supposons  maintenant  que,  dans  l'équation  précé- 
dente, au  lieu  de  X ,  on  ait  une  fonction  P  de  x  et  de  y  ; 

dz 
l'équation  —  =  P,  contenant  trois  variables,  appartiens 

Cl  X 

dra  encore  à  une  surface  courbe.  Si  nous  coupons  cette 

surface  par  un  plan  parallèle  à  celui  des  x,  z,  nous  aurons 

une  section  dans  laquelle  y  sera  constant;  et  comme  dans 

dz 
tous  ses  points ,  -=—  égalera  une  fonction  de  la  variable  x,  il 

faudra  donc,  ainsi  que  dans  le  cas  précédent,  que  cette 

section  soit  une  courbe.  L'équation  -.—  =  P  étant  intégrée, 

nous  aurons ,  pour  celle  de  la  surface , 

z  =  fPd.v  -f-  <p7; 

si  dans  cette  équation  nous  donnons  successivement  à  y  les 
valeurs  croissantes  y\  y" ,  yf",  yxv,  etc.,  et  que  nous  appe- 
lions P7,  P",  P'",  PIV,  etc.,  ce  que  devient  alors  la  fonc- 
tion P,  nous  aurons  les  équations 

1       "     \z=fP»dx-hwm9     z=/P,vdx4-?j,v,  etc., 

et  l'on  voit  que  ces  équations  appartiendront  à  des  courbes 
de  même  nature,  mai§  différentes  de  formes,  puisque  les 
valeurs  de  la  constaJP  y  n'y  sont  pas  les  mêmes.  Ces 
courbes  ne  seront  autre  chose  que  les  sections  de  la  surface 
par  des  plans  parallèles  à  celui  des  ,r,  z  5  et ,  en  rencontrant 
le  plan  des  y,  z,  elles  formeront  une  courbe  dont  l'équa- 
tion s'obtiendra  en  égalant  à  zéro  la  valeur  de  x  dans  celle 
de  la  surface.  Appelons  Y  ce  que  devient  JVdx  >dans  ce 
cas,  nous  aurons 

(238)  zr=YH-?tr; 

24 
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et  l'on  voit  qu'à  cause  de  <j>j-,  la  courbe,  déterminée  par 
cette  équation ,  doit  être  arbitraire  ;  ainsi ,  ayant  tracé  à  vo- 
lonté (fig>  94)  lft  courbe  QRS  sur  le  plan  des  y,  z,  si  nous 
représentons  par  RL  la  section  dont  z  =  f  V  àx  -+-  <fy'  csl 
l'équation ,  on  fera  mouvoir  cette  section ,  en  tenant  son 
extrémité  R  toujours  appliquée  à  la  courbe  QRS  5  mais  de 
manière  que,  dans  ce  mouvemeut,  cette  section  RL  prenne 
les  formes  successives  déterminées  par  les  équations  (237), 
et  Ton  construira  la  surface  à  laquelle  appartiendra  l'équa- 

dz       ,. 

non  -r-  =  r. 
ax 

496.  Considérons  enfin  l'équation  générale 

d  z  d  z 

—  4-Mj--hN  =  o, 

d  a:  ûy 

dont  l'intégrale  est  U  =  *  V  (art.  484).  Dès  que  nous  avons 
U  =  a  et  V  =  &,  ces  équations  existant  chacune  entre  trois 
coordonnées ,  nous  pouvons  les  regarder  comme  celles  d<- 
deux  surfaces;  et  puisque  ces  coordonnées  sont  communes, 
elles  doivent  appartenir  à  la  courbe  d'intersection  de  ces 
deux  surfaces.  Cela  posé,  a  et  b  étant  des  constantes  arbi- 
traires ,  si  dans  U  =  a  nous  donnons  à  x  et  à  y  les  valeurs  or 
ety\  nous  obtiendrons  pour  z  une  fonction  de  x\  dcj'et 
de  a,  qui  déterminera  un  point  de  la  surface  dont  U  =  tf 
est  l'équation.  Ce  poipt  quelconque  variera  de  position  si 
nous  donnons  successivement  diverses  valeurs  à  la  con- 
stante arbitraire  a,  ce  qui  rcvieriB»  dire  qu'en  faisant 
varier  a ,  nous  ferons  passer  la  surface  dont  U  =  a  est 
l'équation,  par  un  nouveau  système  de  points.  Ce  que 
nous  disons  de  U  =  a ,  pouvant  s'appliquer  à  V  =  b ,  con- 
cluons que  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  chan- 
gera continuellement  de  position,  et  par  conséquent  dé- 
crira une  surface  courbe ,  dans  laquelle  a  et  b  pourront 
êtee  considérés  comme  deux  coordonnées  \  et  puisque  la  rc- 
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lation  a  =  4>fe,  qui  lie  entre  elles  ces  deux  coordonnées, 
est  arbitraire,  on  sent  que  la  détermination  de  la  fonction  4> 
revient  au  problème  de  faire  passer  une  surface  par  une 
courbe  tracée  arbitrairement. 

497.  Pour  montrer  comment  ces  sortes  de  problèmes 
peuvent  conduire  à  des  conditions  analytiques,  examinons 
quelle  est  la  surface  dont  l'équation  est 


(239)  y 


i\z 


X 


d.r  d  y 


îN'ous  avons  vu  (art.  475)  que  cette  équation  avait  pour 
intégrale 

(24o)  s  =  ?(.r2-f-j2); 

réciproquement,  on  tire  de  cette  intégrale 

si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  celui  des 
x ,y,  la  section  aura  pour  équation 

x7-hy2=<lc; 

et  en  représentant  par  a1  la  constante  ^c,  on  aura 

x-  -f  j2  =  a'1. 

Cette  équation  appartient  au  cercle;  par  conséquent,  la 
surface  jouira  de  cette  propriété,  que  toute  section  faite 
par  un  plan  parallèle  à  celui  des  x,y,  sera  un  cercle. 

498.  Cette  propriété  est   encore  indiquée  par  l'équa- 
tion (239),  car  on  tire,  en  vertu  de  l'art.  20, 

J  d.r 

Cette  équation  nous  apprend  que  la  sous-normale  doil 
être  toujours  égale  à  l'abscisse,  ce  qui  est  la  propriété  du 
cercle. 

499.  L'équation  (240)  ne  nous  disant  donc  autre  chose, 

24. 
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si  ce  n'est  que1  toutes  les  sections  parallèles  au  plan  des  .r, 
y,  sont  des  cercles,  il  s'ensuit  que  la  loi  suivant  laquelle 
les  rayons  de  ces  sections  doivent  s'augmenter,  n'est  pas 
comprise  dans  l'équation  (240),  et  que,  par  conséquent, 
toute  surface  de  révolution  satisfera  au  problème  ;  car  on 
sait  que  dans  ces  sortes  de  surfaces ,  les  sections  parallèles 
au  plan  des  .r,  y  sont  toujours  des  cercles,  et  il  n'est  pas 
besoin  de  dire  que  la  génératrice  qui ,  dans  une  révolution , 
décrit  la  surface ,  peut  être  une  courbe  discontinue ,  discon- 
tiguë,  régulière  ou  irrégulière. 

500.  Cherchons  donc  la  surface  pour  laquelle  cette  géné- 
ratrice serait  une  parabole  AN  (Jig.  £,5) ,  et  supposons  que, 
dans  cette  hypothèse ,  la  surface  soit  coupée  par  un  plan  AB, 
qui  passerait  par  l'axe  des  z  ;  la  trace  de  ce  plan  sur  celui 
des  x ,  j"  sera  une  droite  AL  qui ,  menée  par  l'origine ,  aura 
pour  équation  y  =  aa  ;  si  nous  représentons  par  t  l'hypoté- 
nuse AQ  du  triangle  rectangle  APQ,  construit  sur  le  plan 
des  x,  y,  nous  aurons 

t2  =  x2  +  y2; 

mais  t  étant  l'abscisse  AQ  de  la  parabole  AN ,  dont 
QM  =  z  est  l'ordonnée,  nous  avons,  par  la  nature  de 
celte  courbe , 

t2  =  bz  ; 
mettant  pour  **  sa  valeur  x*  H-./*,  il  nous  viendra 

z  =  r{y2-hx7)i      ou      z  —  J  (a2 x2  +  x'1)  =  - x2  (a2 -+-  t); 

et  en  faisant  y  (a*  -f-  1)  =  m,  nous  obtiendrons 

z  =z  mx2  ; 

de  sorte  que  la  condition  prescrite  dans  l'hypothèse  où  la 
génératrice  doit  être  une  parabole ,  est  que  l'on  doive  avoir 

z  =  mx-     lorsque      y  =  ax. 
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501.  Cherchons  maintenant  à  déterminer,  au  moyen  de 
ces  conditions ,  la  fonction  arbitraire  qui  entre  dans  l'équa- 
tion (240).  Pour  cet  effet,  nous  représenterons  par  U  la 
quantité  x1  -hy*  qui  est  affectée  du  signe  çp,  et  l'équa- 
tion (240)  deviendra 

et  nous  aurons  les  trois  équations 

Au  moyen  des  deux  premières,  nous  éliminerons  y,  et  nous 
obtiendrons  la  valeur  de  x*  qui,  étant  mise  dans  la  troi- 
sième, nous  donnera 

U 


z  —  m 


au-h  1 
équation  qui  se  réduit  à 


,  1 


parce  qu'on  a  vu  que  nous  avions  supposé  y  [a1  •+- 1)  =.  m  \ 

la  valeur  de  z  étant  substituée  dans  l'équation  (241),  la 
changera  en 

mettant  la  valeur  de  lî  dans  cette  équation ,  nous  trouve- 
rons 

?(^  +  r2)  =  ^(^  +  .rI), 

et  l'on  voit  que  la  fonction  est  déterminée  }  substituant  cette 
valeur  de  <p  (x*  -h  y9)  dans  l'équation  (^4o) ,  nous  aurons 
pour  l'intégrale  cherchée , 

équation  qui  jouit  de  la  propriété  requise,  puisque  l'hy- 
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pothêie  de  »  =  ûjc  nous  donne 

302.  Ce  procédé  est  général:  car  supposons  que  les  con- 
ditions qui  doivent  déterminer  la  constante  arbitraire, 
soient  que  l'intégrale  donne  F  (x.  r.  z)  =  o.  lorsqu'on  a 
fix,  y,  z)  =  o,  nous  nous  procurerons  une  troisième 
équation  en  égalant  à  U  la  quantité  qui  est  précédée  des: 
et  alors ,  en  éliminant  successivement  deux  des  variables  x, 
jr,  z  +  on  obtiendra  chacune  de  ces  variables  en  fonction 
de  U.  Mettant  ces  valeurs  dans  l'intégrale,  on  parviendra  à 
une  équation  dont  le  premier  membre  sera  s  U ,  et  dont  le 
second  membre  sera  une  expression  composée  en  U  ;  remet- 
tant la  valeur  de  U  en  fonction  des  variables  7  la  fonction 
arbitraire  se  trouvera  déterminée. 


503.  Une  équation  différentielle  partielle  du  second 
ordre,  dans  laquelle  z  est  une  fonction  de  deux  variables  x 
etjTj  doit  toujours  contenir  un  ou  plusieurs  de  ces  coeffi- 

d7  z        d1  z  da  z 

cients  différentiels  -=— *     -=— -*     -= — p->    indépendamment 

ûjt        ar*       axa  y  r 

des  coefficients  différentiels  du  premier  ordre  qu'elle  peut 

renfermer. 

504.  Nous  nous  bornerons  à  intégrer  les  plus  simples  des 
équations  différentielles  partielles  du  second  ordre,  et  nous 
commencerons  par  celles-ci  : 

à7z 

multipliant  par  dx,  et  intégrant  par  rapport  à  x,  nouA 
ajouterons  à  l'intégrale  une  constante  arbitraire  fonction 
<le  y*,  et  nous  aurons 

dz 

dï  =  *Y  ' 


m 
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multipliant  de  nouveau  par  dx,  et  désignant  par  ^  >  une 
fonction  de  y,  qu'on  doit  ajouter  à  l'intégrale,  nous  trou- 
verons 

505.  Proposons-nous  maintenant  d'intégrer  l'équation 

d-Z-P 
d*»  ~     ' 

dans  laquelle  P  est  une  fonction  de  x  et  de  y\  en  opérant 
comme  dans  l'intégration  précédente ,  nous  trouverons 
d'abord 

d z         r  ^  x 

une  seconde  intégration  nous  donnera 

506.  On  intégrerait  de  la  même  manière 

dJz       ,. 

et  Ton  trouverait 

s  =  (  /*  Pd/  -h  y .r)d/4-+.r. 

507.  L  'équation 


d  j  d  .r 

s'intégrerait  d'abord  par  rapport  h  l'une  des  variables,  et 
ensuite  par  rapport  à  l'autre,  ce  qui  donnerait 

z  =  S  (  /  pda;  ■+■  ?/) d/  -*-  **• 

508.   En  général,  on  traitera  de  la  même  manière  Tune 
tics  équations 

d"  z dnz       __  d"g       _ 

d^         '      tnTdi^'^9,      cl.r»diy'-»"■R,■", 

dans  lesquelles  P,  Q?  R,  etc.,  sont  des  fonctions  de  x  et 
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dey,  ce  qui  donnera  lieu  à  une  suite  d'intégrations  qui  in- 
troduiront chacune  une  fonction  arbitraire  dans  l'intégrale. 
509.  Après  les  équations  que  nous  venons  de  considérer, 
l'une  des  plus  faciles  à  intégrer  est  celle-ci  : 

d*  z         d  z       , 

par  P  et  par  Q  nous  désignons  toujours  deux  fonctions  de  x 
et  de  y.  Faisons 

(242)  d^"' 
nous  transformerons  cette  équation  en 

(243)  ^  +  P«  =  Q. 

Pour  intégrer,  nous  regarderons  x  comme  constant ,  et  alors 
cette  équation  ne  renfermera  que  deux  variables  y  et  a,  et 
sera  de  même  forme  que  l'équation 

(244)  dj  -hPjdx  =  Qdx, 

traitée  art.  385,  et  dont  l'intégrale,  page  289,  est 

(245)  r=e  l/V  d*-hC]; 
comparant  donc  les  équations  (243)  et  (244)7  n°t*s  aurons 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (  245) ,  et  changeant 
C  en  <p:c,  nous  obtiendrons 

mettant  cette  valeur  de  u  dans  l'équation  (242),  multi- 
pliant par  djj  et  intégrant ,  on  trouvera 
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510.  On  intégrerait  par  le  même  moyen  les  équations 
d's  «dz       ^  d2z  dz       ^ 


■    ï 


dxdy  dx  dxd  jr  dy 

dans  lesquelles  P  et  Q  représentent  des  fonctions  de  x\  et , 
à  cause  du  diviseur  d xd y,  on  sent  que  la  valeur  de  z  ne 
renfermerait  pas  des  fonctions  arbitraires  de  la  même  va- 
riable. 

511.   Proposons-nous  encore  d'intégrer  l'équation 

(246)  *L  =  ***?'(•). 

v    ^    ;  de*  dx2  v   ' 

Pour  cela,  nous  remarquerons  d'abord  que  y  étant  une  fonction 
de  x  et  de  t,  sa  différentielle  doit  être  représentée  par 


(247) 

dy  =  -^dx  -h  -r^df; 
y         dx              dt 

et  en  faisant 

dy                 dy 

on  change  l'équation  (  247  )  en 

(248)  dy  =  pdx-+-  qdtr 

et  la  proposée  en 

(■*•)  Sî — S£- 

L'équation  (  248)  étant  une  différentielle  exacte ,  on  aura  (art.  401) 

et  comme  p  et  q  sont  des  fonctions  de  x  et  de  t,  leurs  différen- 
(  *  )  Celte  équation  est  celle  du  fameux  problème  des  cordes  vibrantes. 
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lielles  seront 

l'25i)  dp  =  t-  dx  -f-  -~  dt, 

1  '         dx  dt       ' 

/    i-    \  i  dfi    ,  (la    , 

(252)  dy  =  -p  d.r+  -^df; 
v  dx  dt 

mettant   dans   l'équation  (252)  les  valeurs  de  ■—  et  de  -r-^> 

d/  d-jc 

données  par  les  équations  (  249)  et  (25o),  cette  équation  (  252) 

deviendra 

(253)  dq  =  ^-dx^a^dt. 

dt  dx 

Représentant  par  des  mêmes  lettres  les  quantités  communes  aux 
équations  (25i)  et  (253),  ces  équations  pourront  s'écrire  ainsi  : 

(254)  dp  =  mdx  H-  ndt, 

(  255  )  d  q  •=.  n  d  x  -+-  à1  m  d  t. 

Multipliant  la  première  de  ces  équations  par  a ,  et  l'ajoutant  à 
l'autre,  on  trouvera 

a  dp  -h  d  q  =  (  am  -f-  n  )  d  x  -f-  a  (  am  -j-  n  )  d  t, 

équation  qui ,  à  cause  du  facteur  commun,  peut  s'écrire  ainsi  * 

adp  4-  dq  =  (am  -f-  n)  (dx  •+■  adt), 

ou  plutôt  de  la  sorte 

(256)  adp  +  dq  =  (am  -f-  n)  d  (x  -f-  at). 

Retranchant  ensuite  l'équation  (255)  de  l'équation  (254)» 
multipliée  par  a,  on  trouvera,  par  une  opération  analogue  à  la 
précédente, 

(  257 )  adp  —  d  q  =  ( am  —  n)(dx  —  adt), 

et  par  conséquent 

(  258 )  adp  —  dq  z=i( am  —  n )  d  (x  —  at) . 

812.  Or,  si  l'on  remarque  que  quand  on  différence  une  fonc- 
tion de  z,  la  différentielle  doit  être  de  forme  fz.dz  (*),  on  con- 

(  *  )  z  pourrait  n'entrer  qu'à  la  puissance  zéro ,  cas  où  fz  se  réduirait  à 
une  constante. 


I 


ÉQUAT.    DIFFÉR.    PARTIELLES    DU     2e    ORDRE.  Sji) 

dura  que  dans  l'équation  (256),  où  la  différentielle,  au  lieu 
d'être  z,estx  +  at,  on  doit  avoir 

am  -+-  n  =  F  (x  H-  at). 

De  même,  en  désignant  par  F'  la  caractéristique  d'une  autre  fonc- 
tion ,  on  tirera  de  l'équation  (258) 

am  —  n  =  F'  ( x  —  at)  ; 

ce  qui  changera  les  équations  (  256)  et  (  258)  en 

(259)  adp  H-  dq  =  ¥  (x -h  at)  d  (x  -hat), 
et  en 

(260)  adp  —  dq  =  F'  (x  —  at)  d  (x  —  at)\ 

et  comme  l'intégrale  d'une  expression  de  la  forme  fz.dz  est  une 
autre  fonction  de  z,  nous  aurons  en  intégrant  les  équations  (25g) 
et  (260),  et  en  représentant  par  f  et  par  f  les  caractéristiques 
de  deux  fonctions  différentes, 

(*.)  |  *+*=/(*+•') 

\  ap  —  q  -  f.(x  —  at), 

815.  Ajoutant  les  équations  (  261),  pour  éliminer  7,  elles  nous 

donnent 

lap  =f(x-hat)  H- /'  (x  —  at); 

retranchant  les  équations  (261)  l'une  de  l'autre  pour  éliminer  p  , 
on  aura 

20  =/(*  H-**)  — /'(*  — «0; 

divisant  l'un  de  ces  résultats  par  ia  ,  et  l'autre  par  2,  les  valeurs 
de  p  et  de  7  sont  ainsi  déterminées  : 

f(x  +  at)  -+-  f  (x  —  at) 


p  - 


la 


f(x-hat)  —f  {x—  at) 

q  =  —2 -  ; 

^  2 

mettant  ces  valeurs  dans  l'équation  (248) ,  nous  obtiendrons 

f(x  +  at)+f'{x  —  at)  f(x  +  at)—f'{x-gt) 

cl  y  =  — i - d  x  -j - d  t\ 

2  a  2 
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et  en  multipliant  les  deux  ternies  de  la  seconde  fraction  par  a, 
pour  lui  donner  le  dénominateur  de  l'autre  fraction ,  nous  aurons 

c,  f[x+at)+f'(x-at)  (]  ^  ^  af(x+at)  —  af'(x-at)  ^ 

la  2.a  •  ' 

rassemblant  les  termes  qui  ont  pour  facteur  /(x  -4-  ai) ,  et  ceux 
qui  ont  pour  facteur  /(x  —  at),  on  trouvera 

.    m  _  f(x  -f-  at)  (i\x  +  ai\t)  H-  f[x  —  at)(dx  —  adt) 
cl  y  — : 


2.a 


équation  qui  revient  à 


i      _  1  f(x -*-<**)  à  (x  +  at)        i  /'  (x  —  at)d  (x  — at) 

Il  Jr    __    —  — ^-  ___— — — — — — — — «__    ; 

et  nous  fondant  sur  la  même  raison  qui  nous  a  fait  parvenir 
(  art.  812)  à  la  première  intégration,  nous  trouverons ,  en  désignant 
par  ©  et  par  \|>  les  caractéristiques  de  deux  fonctions  différentes, 

i   7  f  x  -f-  at)         i   ^  (x  —  at) 


2  a  2  a 

et  si  Ton  observe  que  le  dénominateur  a  peut  être  compris  dans  la 
fonction ,  on  aura  enfin 

(262)  y  =  -9(x  +  at)-\--$(x  —  at). 

Des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  les  intégrales  des  équations 
différentielles  partielles  du  second  ordre. 

514.  Les  équations  difïërentielles  partielles  du  second 
ordre  conduisent  à  des  intégrales  qui  renferment  deux 
fonctions  arbitraires-,  la  détermination  de  ces  fonctions 
revient  à  faire  passer  la  surface  par  deux  courbes  qui  peu- 
vent ôlre  discontinues  et  discontigues.  Pour  en  donner  un 
exemple,  prenons  l'équation 

d2z  _ 
dx2 

dont  l'intégrale  (art.  504)  est 

(263)  z  =  ^y/H-y J  • 
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Soient  A x  ,  Ay  et  A  z  (Jig.  96)  les  axes  coordonnés-,  si 
Ton  mène  un  plan  KL  parallèlement  à  celui  des  .r,  z,  la 
section  de  la  surface,  par  ce  plan,  sera  une  ligne  droite; 
car,  pour  tous  les  points  de  cette  section  ,  y  étant  égal  à  A/;, 
si  nous  représentons  Ap  par  une  constante  c,  les  fonc- 
tions <fy  et  tyy  deviendront  <pc  et  tpc,  et  par  conséquent 
pourront  être  remplacées  par  deux  constantes  «  et  J;  de 
sorte  que  l'équation  (263)  deviendra 

(  264  )  z  =  ax-h  b> 

et  sera  celle  de  la  section  faite  par  le  plan  KL. 

515.  Pour  connaître  le  point  où  cette  section  rencontre 
le  plan  des  y,  z,  faisons  x==o;  l'équation  (263)  nous 
donne ,  dans  cette  hypothèse , 

z  =  +J» 

ce  qui  nous  indique  une  courbe  amb  tracée  sur  le  plan 
des  y,  z.  Il  nous  serait  facile  de  démontrer,  comme  dans 
l'art.  492,  que  la  section  rencontre  la  courbe  amb  en  un 
point  m  ;  et  comme  cette  section  est  une  ligne  droite,  il  ne 
s'agit ,  pour  en  déterminer  la  position,  que  de  trouver  un 
second  point  par  lequel  passe  cette  ligne.  Pour  cet  effet, 
observons  que  lorsque  x  est  égal  à  zéro,  l'équation  (263) 

se  réduit  à 

z  —  4»/, 

tandis  que  lorsque  x  est  égal  à  l'unité  ,  la  même  équation  se 
réduit  à 

z  =  <pr  -4-^r; 

faisant,  comme  précédemment,  y  =  A/;  =  c,  ces  deux 
valeurs  de  z  deviennent 

z  =  b  ,      z  =  a  tt-  b  y 

et  déterminent  deux  points  m  et  r  pris  sur  la  môme  section 
mr  que  nous  avons  vue  être  en  ligne  droite.  Pour  construire 
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ces  points  ,  on  opérera  de  la  manière  suivante  :  on  tracera 
arbitrairement  sur  le  plan  des  y,  z  la  courbe  amb,  et  par  le 
point  p,  où  le  plan  sécant  KL  rencontre  l'axe  des  y,  on 
élèvera  la  perpendiculaire  pm  =  &,  qui  sera  une  ordonnée 
à  la  courbe;  on  prendra  ensuite  à  l'intersection  HL  du  plan 
sécant  et  de  celui  des  x,  y,  la  partie  ppf  égale  à  l'unité, 
et  par  le  point  p'  on  mènera  un  plan  parallèle  à  celui 
desj^,  z  ,  et  dans  ce  plan  on  construira  la  courbe  a1  m!  b* , 
sur  le  modèle  de  la  courbe  amb,  et  de  manière  qu'elle  soit 
scmblablement  disposée  -,  alors  l'ordonnée  m'pf  sera  égale 
à  mp\  et  si  Ton  prolonge  m! p'  d'une  quantité  arbitraire 
raV,  qui  représentera  a ,'  on  déterminera  le  point  r  de  la 
section. 

Si  Ton  prolonge  ensuite,  par  le  même  procédé,  toutes 
les  ordonnées  de  la  courbe  a' m'b\  on  construira  une  nou- 
velle courbe  af rbf  qui  sera  telle,  qu'en  menant  par  cette 
courbe  et  par  amb,  un  plan  parallèle  à  celui  des  a:,  z,  les 
deux  points  où  les  courbes  seront  rencontrées ,  appartien- 
dront à  la  même  section  de  la  surface. 

Il  suit  de  ce  qui  précède ,  que  la  surface  peut  être  con- 
struite ,  en  faisant  mouvoir  la  droite  rar,  de  manière  qu'elle 
touche  continuellement  les  deux  courbes  amb,  a' rb1 . 

516.  Cet  exemple  suffit  pour  faire  entrevoir  comment  la 
détermination  des  fonctions  arbitraires,  qui  complètent  les 
intégrales  des  équations  différentielles  partielles  du  second 
ordre ,  revient  à  faire  passer  la  surface  par  deux  courbes 
qui  ,  ainsi  que  les  fonctions  arbitraires  qui  servent  à  les 
construire ,  peuvent  être  discontinues  ,  discontiguës ,  régu- 
1  ier.es  ou  îr régulières. 
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Du  calcul  direct  des  différences. 

517.  La  différence  d'une  fonction  variable  est  l'accrois- 
sement ou  la  diminution  que  cette  fonction  reçoit  lors- 
qu'elle passe  d'un  certain  état  de  grandeur  à  un  autre. 

Cette  différence  s'indique  par  le  caractère  grec  A,  placé 
devant  la  fonction  variable.  Par  exemple,  lorsque  la  fonc- 
tion y  =  x%  devient  j''  par  un  accroissement  h  donné  à  la 
variable  x,  on  a 

y'  —  y  =  ixh  -f-  h\ 
ou 

A  y  =z  i  xh  -f-  //* . 

En  général ,  si  x  se  changeant  eu  x  -t-  h ,  la  fonction  } 
de  x  devient  y\  le  théorème  de  Taylor  nous  donne,  pour 
le  développement  de  y\  une  suite  de  cette  forme  , 

y'  —  y  +  A/*  +  BA,  +  C/iî+  D//1..     , 

et  l'on  voit  que  la  différence  de  la  fonction  sera  exprimer 

par 

y'  —  y     ou      Aj  =  A/i  +  B//î-fC/r+..., 

tandis  que  la  différentielle  ne  se  composera  (art.  13  )  que  du 
premier  terme  de  cette  différence,  dans  lequel  on  changera 
l'accroissement  de  h  en  dx. 

518.  Par  la  même  raison  que  nous  plaçons  la  caracté- 
ristique A  devant  y,  pour  indiquer  l'accroissement  positif 
ou   négatif  de  celte  fonction,    nous  indiquerons  par  A.» 
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l'accroissement  do  .r  qui  ,  suivant  le  cas,  sera  positif  ou 
négatif. 

Ainsi ,  pour  connaître  la  différence  de  j",  lorsque  la 
fonction  est  y  =  oc"1,  nous  développerons ,  par  la  formule 
du  binôme ,  l'équation 

r'  =  (x  +  Ax)\ 
et  nous  trouverons 

y'  —  y     ou     A  y  =  mx™-1  A x  -+■  m  (AxY 

2  ' 

m  —  \    m  —  2 

H-  m r— (  Axf.  .  .  . 

On  peut  se  dispenser  de  renfermer  A.r  entre  des  paren- 
thèses, en  convenant  que  Ai!,  Ax%  Ax*,  etc.,  représen- 
teront la  seconde,  la  troisième,  la  quatrième  puissance,  etc., 
de  Axi  mais  pour  n'être  pas  dans  le  cas  de  .confondre  Aj', 
Ax3,  etc.,  avec  les  différences  de  .r%  de  a:3,  etc.,  nous  dési- 
gnerons ces  différences  de  cette  manière  :  A. a:8,  A.#3,  etc. 
Au  moyen  de  cette  observation ,  nous  pourrons  écrire  ainsi 
l'équation  précédente  : 

m  —  i                    m  —  v  m  —  2 
A  y  =  mx™-1  Ax  -+-  m Ax1  H-  m - —  Ax* ,  ...  ; 

2  2  3 

et  nous  voyons  que  quand  la  différence  devient  infiniment 
petite,  cas  auquel  Aa:  et  Ay  se  changent  en  dx  et  en  tlj, 
on  doit  supprimer  (art.  236)  les  termes  affectés  de  dx', 
de  dx3,  etc.,  comme  des  infiniment  petits  des  ordres  supé- 
rieurs :  par  conséquent  la  formule  se  réduit  à 

d  Y  =  mxm~i  dx  ; 

« 

ce  qui  est  conforme  au  résultat  que  nous  avons  obtenu 
(art.  17)  par  un  autre  moyen. 

519.  Il  n'est  pas  même  nécessaire  de  développer  toujours 
la  fonction  y  de  .r  suivant  les  puissances  ascendantes  de  A  x 
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pour  obtenir  la  différence  A  y  :  par  exemple,  si  Ton  avait 


x2  —  a2 


y  — 


x 


en  retranchant  la  fonction  primitive  de  la  fonction  accrue  , 

il  viendrait 

,  (x-h  Ax)2  —  a2        (x2—a2) 

Y  —  y     ou     Ar= ■  ; 

J  J  J  x-hAx  X  ' 

élevant  x  +  Ax  au  carré,  réduisant  ensuite  au  même  dé- 
nominateur, et  effectuant  la  réduction,  on  trouverait 

a2  Ax  ~f-  x2  Ax  -h  xAx2 

x  (x  -f-  Ax) 

ou  en  rassemblant  les  termes  en  Ax, 

(a3  -4-  x2)  Ax  -f-  x  Ax2 

Aj  =  ^ -^ 

x  (x  -{-  bx) 

520.  Si  la  différence  Ax  était  négative,  et  qu'on  voulut 
déterminer  la  valeur  de  A  y,  pour  la  fonction 

\a2  -h  bx 

y  = > 

c 

on  changerait  x  eux  —  Ax,  et  en  retranchant  la  fonction 
primitive  de  la  nouvelle,  on  trouverait 

lia2  -\-bx  —  b  Ax  —  s] a2  -h  bx 

Ar  = — • 

J  c 

524.   Cherchons  maintenant  la  différence   de  y,   lors- 
qu'on a 

y   =  log  X. 

On  déduit  de  cette  équation 

y  =  iog(x-h  ax), 

et  par*  conséquent 

y'  —  y  =  log  (a? -h  Ax)  —  log.r; 

25 


•     •  » 


et  en  faisant  passer  log  x  dans  le  premier  membre,  on  a 

Cette  équation  nous  donne,  par  la  nature  des  logarithme 

,       (x-\-h\  f       /         h\        h         h}  h* 

log(— )     ou     ,og^_j  =  ___+__...; 


remplaçant  ensuite  A  par  Ax,  on  aura 

ax\         Ax        Ax2        Ax3 

h  2X-  3.T3 


log     I 


mettant  cette  valeur  dans  l'équation  (i) ,  on  trouvera 


Ax        Ax1        Ax3 

*r  = i  +  tzz 

OC  &  X  O  %Mf 


y — y      OU      Ay  =  <T  —  «*=:«*(<?     * —  i)  , 


Cherchons  ensuite  la  différence  de  y  =  ax  \  pour  cela  no 
avons 

x-t-  A  JT 
E 

et ,  en  mettant  la  valeur  de  7, 

Atf*  =  û*  («       —  1) 
522.  Soit  encore  y  =  sin  x ,  on  a 
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et  en  réduisant , 

A  y  =  sin  Ax  cos  x  -h  (cos  A.r —  i)sinA-. 
De  même ,  si  Ton  nous  donne  y  =  cos  .r,  on  trouvera 

v'  =  COS  (.r  -f-  A.r)  , 

et  en  développant,  il  viendra 

y'  =  cos  x  cos  A  x  —  sin  x  sin  àx , 
d'où  Ton  déduira 

y'  —  y  z=z  cos  .r  cos  a  .r  —  sin  .z  sin  A  x  —  cos^r  , 

et  par  conséquent 

Aj  =  —  sin  .r  sin  A  x  -h  cos  x  (  cos  A  x  —  i). 

52t3.  Si  la  fonction^,  outre  la  variable  x,  contenait  en- 
core d'autres  variables  z,  £,  u,  etc.,  on  prendrait  la  dif- 
férence Ay  en  remplaçant  x  par  x  -+-  Ax,  z  par  z+Az, 
£  par  £-t-  Af ,  etc. ,  et  en  opérant  comme  ci-dessus. 

Par  exemple,  si  Ton  voulait  déterminer  la  difîérence  de 
y  =  azu.  on  aurait 

/  =  û(z+  Az)  (u  -h  au)  ; 

développant  et  retranchant  la  fonction  primitive,  on  trou- 
verait 

y' —  y      ou      A  y  =  az  A  m  -h  au  Az  4-  a  Az  A**; 

et  Ton  voit  que  lorsque  Aj"  et  A  z  deviennent  infiniment 
petits,  cette  différence  se  réduit  à 

d  r  =  az  d  u  ■+■  au  d  z  , 
résultat  conforme  à  la  règle  de  l'art.  14. 

524.  Enfin,  si  l'on  se  proposait  de  déterminer  la  diffé- 
rence de  la  fraction  -  ,  on  aurait 

z 

,       u  -f-  A  u 

y  = -> 

z  -f-  Az 

a5. 
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et  par  conséquent 

«  -r-  Au       u 
y    —    v      ou      A_r  = : 

et  en  réduisant  au  même  dénominateur,  on  trouverait, 
après  avoir  supprimé  les  termes  qui  se  détruisent. 

zArt  —  u  A  z 
A^  =  "T^ 7T-m 

Quand  les  différences  sont  infiniment  petites.  A  z  s'éva- 
nouit au  dénominateur,  A  > ,  Au  et  Az  se  changent  en  d> , 
eu  d  u  et  en  d  z ,  et  la  formule  précédente  se  réduit  à 

zd//  —  udz 

cl  v  = ; 

z2 

ce  qui  est  conforme  à  la  règle  établie  (art.  14)  pour  trouver 
la  différentielle  d'une  fraction. 

525.  Dans  le  calcul  différentiel,  on  considère  des  diffé- 
rentielles de  divers  ordres.  Une  semblable  division  a  lieu 
dans  le  calcul  des  différences  :  ainsi ,  en  regardant  Ax,  Ay, 
Az,  etc.,  comme  les  différences  premières  de  œ,  dej, 
de  z.  etc.,  ces  fonctions  auront  A'jr,  A*  y,  A*  s,  etc., 
pour  différences  secondes,  et  A5x,  A*r,  A'z,  etc.,  pour 
différences  troisièmes;  ainsi  de  suite. 

526.  La  différence  seconde  d'une  fonction  représentée 
par  y  =  J'x  n'étant  autre  chose  que  la  différence  de  la 
différence  ,  on  pourra  regarder  M'Q  (Jîg.  97)  comme  une 
ordonnée,  dont  l'abscisse  comptée  de  l'origine  M,  serait 
MQ  =  Ax*,  par  conséquent ,  si  MQ  reçoit  un  accroisse- 
ment QR,  l'abscisse  MR  correspondra  à  l'ordonnée  M^R; 
et  la  différence  M/;S,  qui  existe  entre  M"R  et  M'Q,  sera 
la  différence  de  M'Q  ou  la  différence  seconde  de  MP;  et, 
comme  QR  équivaut  à  P'P",  nous  avons  donc  ici  deux 
sortes  d'accroissements  à  considérer,  savoir  :  PP'  que  nous 
avons  appelé  A.r,  et  F'P7  que  nous  désignerons  momen- 
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tancment  par  h.  Si  nous  regardons  maintenant  les  ordon- 
nées comme  des  fonctions  des  abscisses  correspondantes, 
nous  aurons  évidemment,  d'après  l'inspection  de\a Jîg.  97, 

M'Q=M'P'— MP, 
ou 

(3)  A/  =  y{x  ■+-  Ax) — <pjr; 

et  ensuite 

M"S  =  M"P"—  M'P', 
ou 

(4)  à2 jr  =  y  (jc -+- à x -h  h) —  <p  (.r -f- A  #) . 

Or,  il  peut  arriver  deux  cas  :  ou  la  différence  VfJ?f,=  h 
sera  égale  à  PP'  =  Ax,  ou  elle  ne  le  sera  pas.  Dans  le 
premier  cas,  l'équation  (4)  deviendra 

(5)  A2y  =  <p  (x  H-  2  Ax)  —  f(i  +  Ax)  ; 

et  Ton  voit  qu'elle  se  déduit  de  l'équation  (3),  en  regardanl 
ùkX  comme  une  quantité  constante,  et  en  changeant  x  en 
x  -4-  A.r  ;  mais  dans  l'hypothèse  où  h  différera  de  Ajr,  nous 
indiquerons  cette  différence,  qui  pourra  être  positive  ou 
négative,  par  A*.r;  en  sorte  que  nous  aurons 

//  =  Ax  -4-  A7x , 

ce  qui  changera  l'équation  (4)  en 

(6)  A2/  =  <p  (x  -f-  2  Ax  H-  A2x)  —  cp  (x  -f-  Ax)  ; 

et  Ton  voit  que ,  dans  le  second  cas ,  la  valeur  de  A2j-  se 
déduira  de  celle  de  Ay  [équation  (3)],  en  changeant 

Ax  en    A.r-f-A2.r,      et     x  en  x-\-Ax. 

527.  Par  exemple,  si  l'on  voulait  avoir  la  différence 
seconde  de  la  fonction  y  =  x8,  dans  laquelle  on  suppose- 
rait Ajr  constant ,  on  trouverait  d'abord 

(  7  )  A  >  --  9. x  A,r  +  A,r; 
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et  eu  changeant  seulement  x  en  x  -h  Ax.  on  obtiendrait 
ensuite 

8)  y- r  =  2  /-f^i'iz-f-  Ax- —  i  2xi/+  A.r-v; 

faisant  la  réduction,  il  resterait 

(g)  A- y  r=  2  A.r-. 

528.  Si  au  contraire  on  regardait  Ax  comme  une  quan- 
tité variable,  l'équation  (7),  au  lieu  de  donner  l'équa- 
tion (8),  amènerait  celle-ci . 

A2*/  =  2  (  x  -f-  A  x,  Aj:  H-  A2jt-  --- (Aj:  -H  A--r}2 —  (2x^jr-f-  Ax2], 

et  en  réduisant,  donnerait 

(10)  A'r  =  2  Ax»  H-(2j:  -4-  4Ax)  ^x-f-  (A'x)-. 

529.  Par  des  considérations  analogues,  on  prouverait  de 
même  qu'eu  donnant  l'accroissement  A3x  à  A* a:,  on  de- 
vrait, dans  celte  hypothèse,  changer  .r  en  x-H-  Ax,  Ax 
en  Ax-t-  A*x  et  A*x  en  A*x-f-  A3x  dans  la  fonction  (10), 
pour  obtenir  la  valeur  de  A'y,  ainsi  de  suite. 

530.  Quant  au  choix  de  Tune  des  hypothèses  que  nous 
avons  considérées,  il  n'est  pas  douteux  que  lorsque  rien  ne 
s'y  oppose,  il  vaut  toujours  mieux  faire  accroîtrez  par 
des  différences  égales;  aussi  est-ce  l'hypothèse  que  Ton 
choisit  ordinairement.  Cependant  il  peut  arriver  qu'il  ne 
dépende  pas  de  notre  choix  de  donner  des  valeurs  con- 
stantes à  Ax.  Par  exemple ,  si  x  et  y  étaient  des  fonctions 
d'une  troisième  variable  £,  et  que  Ton  eut  x=<pt  ety=tyt< 
on  sent  que  l'accroissement  Ax  de  x  dépendrait,  comme 
celui  de  jr,  de  l'accroissement  Af,  et  ainsi  n'étant  plus 
arbitraire,  ne  pourrait  être  supposé  constant. 

531 .  Si  nous  remplaçons  maintenant  par  h  la  différence 
Ax  que  nous  avons  prise  pour  constante,  et  que  nous  cher- 
chions les  différences  successives  d'une  fonction  y  =  x*, 


calcul  direct   des   différejnces.  391 

nous  trouverons 

A'j  =3(.r  +  /i)'  h  4-  3  (x  -h  lijh1  —  3  x* h  —  Zxfrzzz  6xh'+  6//', 
A3/  =  6  (x  -+-  h)  h1  —  6xh*=6  h\ 

et  l'on  voit  que  daus  cet  exemple,  comme  dans  tout  autre 
semblable  d'une  fonction  rationnelle,  les  exposants  de  h 
diminuant  successivement  d'une  unité,  les  différences  qu'on 
déduit  ainsi  les  unes  des  autres  doivent  diminuer,  et  finir 
par  devenir  nulles. 

532.  Par  exemple,  si  l'on  écrit  dans  une  ligne  horizon- 
tale la  suite  des  nombres  triangulaires,  et  que  l'on  place 
au-dessous  leurs  différences  successives,  comme  cela  est 
indiqué  ici  : 

i,      3,     6,      10,  i5,  21,  28,  etc., 

2,     3,       4,  5,  6,  7,  etc., 

1  ,        1 ,  1  ,  1 ,  1 ,  etc. , 

o ,  o ,  o ,  o ,  etc. , 

on  verra  qu'à  la  quatrième  ligne  seulement  les  différences 
finissent  par  être  nulles. 

533.  Prenons  maintenant  une  suite  de  termes 

(11)  a  ,   nx  ,   <7, ,  a, ,   rt4,.  .  .,   <7„, 

qui  aient  pour  premières  différences, 
(12;  b,   bl9   ù29  b39   bA,.  .  .,  bny 

pour  secondes  différences , 

(«3)  r  ,    r,,    r, ,    r, ,    r,  , .  .     ,    rn  , 

pour  troisièmes  différences, 

(i4  )  d*   dx  ,   </_•,   d..,   </,  ,.  .  .,   <IH  , 

ainsi  de  suite. 
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On  en  déduira 

ax — a=b,  a% — a{  =  bl9  a, —  at-=b7,  ak — a^=bif . . ., 

b, —  b  =  c,  b7 — £,=  <;,,  b3 — &,=  c,,  bk — ^3=c3,..., 

(i5)    {  Ci  —  c  =  d,  c7 —  ct=dt9  c,—  c7z=d7,  ct  —  c3  =  */3,..., 

dt—d=e,  d2 — dt=:ely  d^—  dt  =  e7,  dk — rf,  =  ^,..., 

On  tirera  de  la  première  colonne  de  ces  équations, 

{16)  a,  =  * -t- £,  bx  =b-t-c,  c}  =  c~+-d,  d%  =e  -+-</,...; 
de  la  seconde  colonne , 

.'i-j)      at  =  al-h  bl9      b7  =  bx  +  ci9      c.  =  c,  -+-  d,  ,.  .  .  ; 

de  la  troisième  colonne , 

ah  =  a7  H-  62,      ^=^+f},      c3  =  r,  -f-  d7  ; 

ainsi  de  suite. 

534.  Cherchons  maintenant  à  exprimer  les  différents 
termes  des  suites  (11)  et  (12),  en  fonctions  des  quantités 
a,  J,  c,  rf,  etc.  Pour  cet  effet,  nous  avons  d'abord ,  parles 
premières  des  équations  (16) , 

/i,  =  «  -r  6,     bt  =  b  -4-  c  ; 

nous  trouverons  ensuite  la  valeur  de  a*  en  substituant  celles 
de  at  et  de  6f,  dans  la  première  des  équations  (17),  ce  qui 
nous  donnera 

a7  =  a{  •+-  £,  =  a  +-b-)-c  =  a-\~2.b-\-cy' 

d'un  autre  côté,  nous  trouverons  à  l'aide  des  équations  (17) 
et  (16) 

//,  =  />,  -4-  cyz=b-\-c+-c-\-d=zb-\-2.c-±-d, 
c7z=  ct  H-  dx  =c  +  rf-f-e+rf=c+2rf+e; 

substituant  les  valeurs  de  at  et  de  />,  dans  celle  de  as ,  nous 
obtiendrons 

a,  :=  n-j  4-  /;,  =  ff -f  3/;  +  3c  +  //. 


i. 
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On  trouvera  de  même 

63=  b2  -h  c7z=  b  ■+■  2  c  -+-  d  -+-  r  -+-  zd-{-  e  =  £  4-3c-f-  3rf-f-  c. 

En  continuant  ainsi,  on  trouvera  encore 

(18)  airzza-[-Iib'\-&c-\-/\d+-e, 

(19)  £4=  b  ■+-  /tc-h6d  +  £e-\-f; 

et  en  général , 

(20        an  =  a  +  -b  -H-i ;c-t-  — ^ '</+..  ., 

I  1.2  I .2.3 

(21        bm  =  b  +  -c  +  -± d^ — i L±- Le-\-      .. 

1  1.2  1.2.3 

535.  Cette  série  s'arrête  si  l'on  tombe  sur  des  différences 
constantes  dans  l'une  des  lignes  horizontales  des  équa- 
tions (i5).  Par  exemple,  si  Ton  avait 

b  r^--  b{  =r  bi"=z  b3  .  . . , 

qu'on  substituât  ces  valeurs  dans  les  équations  (  1 5  ) ,  les 
premiers  membres  de  celles  qui  composent  la  seconde  ligne 
se  réduiraient  à  zéro,  ce  qui  donnerait 

c  =  o,  c,  =  0,  Cj  =  o,  c3  =  o , . .  .  ; 

ces  valeurs  de  c ,  de  cx ,  de  cf ,  etc . ,  feraient  à  leur  tour 
évanouir  les  premiers  membres  des  équations  de  la  troi- 
sième ligue,  d'où  il  résulterait 

d  =  O,  dt  =n  o  ,  d2  =  O ,  ^  =  O  ,  ...; 

et  en  continuant  ainsi ,  on  voit  que  les  équations  des  lignes 
suivantes  comprises  dans  les  etc. ,  se  réduiraient  à  zéro. 

536.  L'équation  (20) ,  dans  laquelle  rentre  celle  qui  est 
comprise  soùs  le  n°  ai,  n'ayant  été  trouvée  que  par  ana- 
logie, il  s'agit  maintenant  d'en  prouver  la  légitimité. 

Or,  quand  /;  =  f\ ,  les  équations  (20)  et  (21)  deviennent 
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les  équations  1 18)  et  1 19;  1*  ) .  et  comme  celles-ci  sont  dé- 
montrées, voilà  donc  une  valeur  de  n  pour  laquelle  les 
équations  (20)  et  (21)  se  vérifient  ;  mais  nous  ne  savons 
pas  si,  en  augmentant  n  d'une  unité,  les  valeurs  de  an  et 
de  bn  se  composeront  d'une  manière  analogue,  et  si,  par 
conséquent ,  les  équations  (20)  et  (21)  subsisteront  encore; 
autrement  ce  serait  conclure  du  particulier  au  général  :  tout 
ce  que  nous  pouvons  admettre  .  c'est  que  la  démonstration 
ayant  eu  lieu  pour  le  cas  où  n  =  4  ? il  est  du  moins  constaté 
que  dans  une  certaine  hypothèse  de  n  (celle  de  4)  5  les  va- 
leurs an  et  bn  se  forment  suivant  la  loi  qui  est  indiquée  par 
les  équations  (20)  et  (21)  ;  démontrons  que  si  Ton  aug- 
mente n  d'une  unité  et  que  l'on  obtienne  par  conséquent 

122;    flJ,^l=r/i-f-f/?-|-i)^-t-v — r-t-X — '-x it-\-—f 

12  1.2.3 

la  valeur  de  an+i  ne  sera  point  absurde. 

Pour  cela ,  nous  partirons  de  ce  point  que ,  puisque  nous 
regardons  les  équations  (20)  et   (21),  qui  ont  lieu  pour 


(  *  )  Pour  concevoir  par  quelle  raison  l'équation  [  20  )  d'un   nombre  illi- 
mité de  termes  se  réduit  aux  cinq  termes  de  l'équation  (18) ,  soient  M,  N, 

■«sine  1      /.  . .   n     "["  —  1^     n(n  — i)(n —  2^ 

r,  y,  K,  b,  etc.,  les  facteurs  successils  -,  — - ,  — 2 £-=- -«etc.. 

I  I  .  *2  1.2.3 

nous  pourrons  écrire  ainsi  l'équation  v2o)  : 

1  i  3  .|  .") 


(n  —  i)  (n— 5)       ,    c    n  — -|,    ('*  —  û;    («  —  6; 
.")  6**5  fi 


et  Ion  voit  que ,  dans  l'hypothèse  de  n  =  \  ,  le  l'acteur  — = —  devient  nul, 

re  cjui  l'ait  évanouir  tous  les  termes  de  la  seconde  ligne,  c'est-à-dire 
tous  ceux  qui  sont  compris  depuis  le  rang  !\  +  -J  :  car  les  secondes  parties 
des  quantités  renfermées  entre  les  parenthèse^  étant  successivement  1 ,  3, 
'i  ,  '| ,  il  est  évident  que  le  nombre  donné  \  indique  le  rang  à  partir  du 
deuxième  terme,  ou  le  rang  \  -r-  1  a  partir  «lu  premier.  Cette  observation 
peut  s'appliquer  a  toute  autre  hypothèse  de  n. 
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une  hypothèse  de  n ,  comme  légitimes ,  nous  obtiendrons 
un  résultat  qui  sera  encore  exempt  d'erreur,  si  nous  ajou- 
tons ensemble  ces^  équations  :  en  opérant  ainsi,  nous  trou- 
verons 

l  l       n[n  —  i)  n(n  —  i)(n  —  2)   , 

an  -4-  bn  =  a  +  nb  -h  — c  -f-  -A ^- '  d+  ...  , 

2  I .2.3 

,  n  (n  —  1)   a 

-f-  b  H-  ne  H i '-  ci  -f-  .  .  .  . 

2 

Réduisant  et  mettant  an+l  à  la  place  de  an  -f-  &„ ,  comme  on 
en  a  le  droit  en  vertu  des  équations  (17) ,  il  reste 

23     nJM.,  =  a-f.(«  +  i)6-hv  c-h  —\ '</-*-..-, 

X  1.2  12.3 

équation  démontrée  exacte,  et  qui ,  étant  la  même  que  l'é- 
quation (22) ,  prouve  que  celle-ci  est  vraie. 

11  suit  donc  de  là  que  puisque  l'équation  (20)  subsiste 
pour  l'indice  n  =  4  5  l'équation  (22) ,  qui  a  lieu  pour  l'in- 
dice n  -+-  1  =  5 ,  sera  vraie  encore.  Faisant  ensuite  n  =  5  , 
l'équation  (20)  sera  donc  vraie  pour  cet  indice ,  et  par  con- 
séquent l'équation  (22)  prouvera  qu'il  en  sera  de  même  de 
l'indice  n  -+- 1  =  6.  En  continuant  ainsi,  on  prouvera  que 
l'équation  (20)  aura  lieu  en  augmentant  successivement 
l'indice  depuis  la  valeur  4  jusqu'à  une  valeur  quelconque  n. 

537.  Maintenant,  puisque  b  est  la  différence  des  deux 
premiers  termes  de  la  suite  (11),  l'accroissement  de  a  qu'on 
désigne  par  A  a  sera  donc  égal  à  b  ;  ce  que  nous  disons  cre  b 
pouvant  s'appliquer  àc,àr/,àe,  etc. ,  à  l'égard  des  termes 
dont  ces  lettres  désignent  les  accroissements,  on  a  évidem- 
ment 

(24)  b  =  Art  ,  c  =  A  £  ,  d  =  Ac,  c  =  Art1,  .  .  .  ; 

éliminant  b  de  la  seconde  de  ces  équations  (24),  au  moyen 
de  la  première,  on  aura 

v  —  A .  A < 1  .—  A-  n  ; 
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mettant  cette  valeur  dans  la  troisième  des  équations  j  24) . 
nous  trouverons 

d  =  b.Xazzz  A3*; 

cette  valeur  substituée  dans  la  quatrième  des  équations  (24)* 
on  obtiendra 

e  =  A.A3/i  =  A4  a, 

ainsi  de  suite. 

Substituant  ces  valeurs  de  c .  de  d.  de  e?  etc. ,  dans  l'é- 
quation (20) ,  cette  équation  deviendra 

,    .  /?  1  /i  —  1  /i { //  —  ï)[n  —  2  ) 

(23;     am  =  a-\ — la-\ -A1/! -H  — - ^ yAs<i, 

i  1  1.2 

Telle  est  la  formule  de  Newton. 

538.  Si  Ton  prend  pour  la  suite  a ,  at ,  a9 ,  as,...,  fl„ ,  les 
ordonnées  pm ,  p'ni,  p'  ni!\  etc. ,  d'une  courbe  AM  (fi g.  98). 
et  que  la  première  et  la  dernière  de  ces  ordonnées  soient 
désignées  par  y  et  par  j\  nous  aurons  donc 

<*  =  ?>    ««  =  r'- 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a5) ,  nous  obtien- 
drons 

Supposons  maintant  que  l'accroissement  h=pT?(Jîg.  98), 
donné  à  l'abscisse  A/?,  soit  partagé  en  7*  parties  pp'iPfpfli 
p"pf",  etc.,  égales  chacune  à  Ax;  comme  le  nombre  de  ces 
parties  sera  exprimé  par  n ,  nous  aurons 


//  =  /f  A.r, 

d'où  Ton  tirera 

(27) 
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Au  moyen  de  cette  valeur,  l'équation  (  26)  deviendra 

—  (—-A 

Ax  1.2  ^ 


h  \    I  h 

--2) 

A\r  -f-  ...  ; 


Aa:  \  Aa:  )    \  Aa: 


I  .2.3 

réduisant  les  quantités  qui  sont  entre  les  parenthèses  au 
même  dénominateur,  et  mettant  les  Ax  sous  les  Aj,  nous 
obtiendrons 

/     /  a  A/    ,    h  [h  —  A.r)  A2v 

/ox  7  "  Ax  1.2  A  a:* 

(28)  \ 

[  h  (h  —  Aar)  (A  —  2  A j:)  A3^ 

\        — j-  — «... 

1.2.3  A  a:3 

Quand  les  ordonnées  sont  infiniment  proches  les  unes  des 
autres  ,  A x ,  qui  exprime  la  distance  de  l'une  à  l'autre  ,  de- 
vient une  quanti  té  infiniment  petite  qui  s'évanouit  (art.  230) 
devant  la  quantité  finie  A,  représentée  par  pV  (fig.  98)  5 

1        1  Ar     A\r     &*y  ,,   .• 

alors  les  rapports  — >  -— ,  ?  — •>  etc.,  se  réduisent  aux 
rr  \x     Aa:2     Aa^ 

d  y     d2  y      d3  y 
coefficients  différentiels  —  ?  -r—it  -r—,>    etc.,  et    la  for- 
ci x     a  x2      dr 

mule  (28)  devient 

,       x  ,  dr  .         d-jr    h-    .     d3r     A3 

x    ;7/  da:  da:2  1.2        da^  2.3 

c'est  ainsi  que  le  calcul  des  différences  nous  conduit  au 
théorème  de  Taylor,  dont  on  reconnaît  ici  la  formule. 

539.  Dans  la  démonstration  précédente,  nous  avons 
partagé  l'accroissement  p  P  [Jig.  98  )  en  un  certain  nombre 
de  parties  égales,  et  nous  avons  pris  pour  Ax  Tune  de  ces 
parties  ;  on  pourrait  au  contraire  nommer  Ax  l'accroisse- 
ment /^P,  et  regarder  Ax  comme  composé  d'un  nombre  n 
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de  partira  ésalrs  chacune  a  une  quantité  constante /i.  Si  l'on 
adopte  cette  seconde  hypothèse,  on  aura 

r'  —  x      on      Ax  =  /i/i. 

d  où  nous  tirerons 

Ax 

h 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  126),  nous  obtien- 
drons, après  avoir  réduit  les  quantités  qui  sont  entre  pareu- 
thèses  au  même  dénominateur. 

'     ,  Ax  Ax  ' Ax  —  h 

3i  ' 

1  Ax     Ax  —  h,  (Ax  —  2/1) 

et  en  prenant  //  pour  unité.  l'équation  f  3i)  deviendra 

(,                                        Ax  —  1 
Y   =  r  -J-  Ax  A  v  -r-  Ax A-r 

(Ax(Ax  —  I    î'Ax — 2 
.    +— 53 *'• 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  une  autre  forme  ;  car 
l'hypothèse  de  h  =  1,  réduit  l'équation  (3o)  à  Ax  =  n. 
Cette  valeur  de  A.r  change  l'équation  (32)  en 

\  }'  =jr  +  nàjr-\ A2 r 

'33,  ; 

f       -4.  n'n— *). "  —  *)*' jr 

1.2.3  -»"■•■» 

ce  qui  nous  fait  retomber  sur  l'équation  (26). 

540.  Remarquons  que  ce  que  nous  appelons  Ay,  dans 
la  formule  (3i)  ,  n'est  pas  la  même  chose  que  y' —  r; 
car  Ay  exprime  la  différence  m! n'  [Jig.  98)  qui  existe 
entre  les  deux  ordonnées  consécutives  mp  et  m' p' \  tandis 
que  y' — y  est  la  différence  MN  qui  se  trouve  entre  MP=  1  ' 
et  mp  =  y. 
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541.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  (33), 
cherchons  l'ordonnée  qui  répond  à  l'indice  n  dans  la  suite* 

(34)  5,     9,     i5,     23,     33,     etc.; 

comparant  cette  suite  à  celle-ci  : 

a,      at,      a7,      <y,,      fl4,      etc.  ; 
et  désignant  le  premier  ternie  par  y%  nous  avons 

Av      ou      b    =  ax —  a   =     9 —     5  =r     4* 
bx  ou  a,  —  ax  =  i5  —    9  =    (i, 
b2  ou  at  —  n7  =  23  —  i5  =    8, 
b3  ou  ak  —  o3  =  33  —  2.3  =  io , 


A-j  ou  c  =  bx  —  b  =  2, 
c,  =  bt  —  bx  =  2, 
c2  =  é>3  —  62  =  2, 


A3  j     ou     d  •=.  cx  —  c  =  o  ; 

toutes  les  autres  différences  sont  également  nulles. 

Par  conséquent,  l'équation  (33)  se  réduit  à  ces  premiers 
ternies 

(35)  y'  =  y+n.  A.r  =  n  \2JZll  tfy  ; 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  5  du  premier  terme  > 
et  celles  de  A  y  et  de  A*)-,  elle  devient 

y'  =  5-1-4/?  +(/!»  —  «), 

valeur  qui  se  réduit  à 

(36)  j'  =  5-f-3/n-/ïa. 

Cette  formule  donnera  le  moyen  de  déterminer  le  terme 
de  la  suite  (34) ,  qui  répond  à  l'indice  n.  Par  conséquent, 
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si  l'on  donne  successivement  à  n  ces  valeurs 

o,      i.     2,      3,     4«      5,     6,     etc. , 

et  qu'on  les  mette  dans  la  formule  <  36 1 .  on  retrouvera  tous 
les  termes  de  la  suite  i  34  »- 

542.  Une  formule  qui.  comme  la  formule  (36).  déter- 
mine tous  les  termes  d'une  suite,  à  commencer  par  la  va- 
leur n  =  o .  en  est  appelée  le  terme  général.  Soit  donc 
cette  suite  de  termes 


■37,                       a,      *, ,      «., 

a.. 

"*»•••  1   **■  y 

correspondant  aux  indices 

0,      1,     2, 

3, 

4>-  ->  *; 

il  est  visible  que  an  sera  le  terme  général  de  la  suite  (3r): 
car  un  terme  quelconque  de  cette  suite,  ak  par  exemple, 
s'obtient  en  donnant  à  n  la  valeur  particulière  4-  Le  pre- 
mier terme  a  équivaut  donc  à  a0,  ce  qui  ne  signifie  autre 
chose  ,  si  ce  n'est  que  a  n'a  point  d'indice.  A  l'égard  de  a,. 
T  indice  de  ce  terme  indique  le  nombre  de  ceux  qui  le 
précèdent;  car  en  comptant  les  termes  de  la  suite  (37), 
a  partir  seulement  de  ax  inclusivement .  ce  nombre  de 
termes  sera  exprimé  par  n ,  et  par  conséquent  deviendra 
n  -+-i,  si  nous  y  réunissons  a.  D'où  il  suit  que  le  nombre 
total  des  termes  qui  précèdent  a„  dans  la  suite  (37)  aura  « 
pour  expression . 

Cette  observation  repose  entièrement  sur  ce  que  la  pre- 
mière des  valeurs  qu'on  substitue  à  n ,  pour  obtenir  tous 
les  termes  de  la  série  ,  doit  être  zéro. 

Ainsi  ce  que  nous  appellerons  le  terme  général  de  la  suite 
des  nombres  naturels 

.38;         1,     2,     3,     4>     5.     6,     7,     8,  etc., 

ne  sera  pas  // .  parce  que.  bien  qu  on  obtienne  tous  les 
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termes  de  cette  suite  en  faisant  successivement 

n  =  i ,      n  =  2,     /t  =  3,etc, 
nous  ne  commençons  point  par  n  =  o. 

543.  On  voit  que ,  d'après  cette  définition ,  le  terme  géné- 
ral de  la  suite  (38)  sera  n  -f-i.  De  même,  en  cherchant 
les  termes  généraux  des  suites 

i J  4-  2'  4-  32  -4-  4a  4-  5'  -h  .  .  .  n\ 
i»  +  2s  +  3»  +  £j  +  5»  + .  .  .  W3? 

qui  sont  celles  des  nombres  carrés  et  des  nombres  cubes, 
on  a 

(n+i)1,  terme  général  de  la  suite  des  carrés , 

(n  4- 1)3,   te/7W£  général  de  la  suite  des  cubes. 

544.  Si  Ton  demandait  le  terme  général  de  la  suite  des 
nombres  triangulaires  (*),  qui  est 

(39)  1,  3,  6,  10,  i5,  21,  28,  36,  etc., 
en  écrivant  au-dessous 

(40)  a,   ax  ,  a7y  tf3 ,   ai9  ab ,  *76 ,  <77 ,  tf„,  etc., 
nous  aurions 

y  =  i> 

Ajy  ou  &  =*7|  —  «  =  3  —  1=2,. 
£>,  ou  n2  —  ax  =  6 —  3  =  3, 
/;2  ou  <?3  —  *72  =  to —  6  =  4» 
6;.  ou  tf4  —  «  1  =  1 5  —  io  =  5, 


A2jy  ou     c  =  bt  —  6  =  3  —  2  =  1, 
c,  =  6,  —  b{  =  4  —  3  =  1, 
A3^  ou     */  =  o, 
A4/  =  o,     A5/=o,     etc. 


.(*  )  Elle  s'obtient  en  ajoutant  à  l'unité  les  sommes  des  deux,  des  trois, 
«les  quatre  premiers  termes,  etc.,  de  la  suite  (38)  des  nombres  naturels. 

3.6 
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et  comme  les  indices  o.  i,  >.  3.  4.  etc..  suivent  l'ordre 
des  nombres  naturels,  leur  différence  est  l'unité,  ce  qui 
nous  donne  h  =  1 .  Cette  hypothèse  est  celle  de  la  for- 
mule 1 33  J  :  et  comme  dans  le  cas  présent  nous  avons,  par 
ce  qui  précède .  y  =  1 .  A  r  =  2  .  A* y  =  1 .  et  que  toutes 
les  autres  différences  A'  v.  A*  v.  etc. .  sont  nulles .  on  ob- 
tient,  en  mettant  ces  valeurs  dans  la  formule  (33). 


n    n  —  1 

v  =  1  -—  •?.  n 


2 

réduisant  les  deux  derniers  termes  au  même  dénominateur, 
on  trouve  enfin 

r  3  n  -*-  n* 

41 ,    1 =  ternie  gén.  dt  la  sur  te  d<  <  nomb.  tri  ans. 

545.  Remarquons  que,  dans  le  cas  où  les  ordonnées 
dont  on  connait  les  valeurs  sont  équidi  s  tantes,  et  où,  par 
conséquent,  on  a  le  droit  de  prendre  h  pour  unité,  il  est 
possible  que  n  soit  fractionnaire.  C'est  effectivement  ce  qui 
aura  lieu  (fig-  99)  si  le  point  P.  déterminé  par  l'abscisse 
x*  =  x-*-nh*  ne  tombe  pas  sur  un  des  pieds  p,  p\  p*,  etc.. 
des  ordonnées  équidistantes  pm«  p'm'.  pr'mn1  etc.  Par 
exemple ,  si  Ton  prend  la  courbe  déterminée  par  les  termes 
de  la  série  (39),  dont  nous  construirons  les  trois  ordon- 
nées, en  faisant  f  fig.  100) 

PP'  =  PP   =  1  y 
et  en  prenant,  comme  le  prescrit  la  suite  (  3p k* 

pm  =  \,     p'm'  =  3,     p"m*=6, 

et  que  Ton  demande  quelle  sera  l'ordonnée  correspondante 

a  l'indice  «=1  +  -,  on  mettra  cette  valeur  dans  la  for- 
mule (4*)j  <P"  est  l'expression  générale  de  l'ordonnée  de 
la  courbe  proposée,  et  l'on  trouvera 

2  9       *      9 
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Q 

Ainsi  l'ordonnée  PM  =  4  H —  sera  celle  qui  correspond  à 

l'indice  i  -+-  -  >  ou ,  ce  qui  est  la  même  chose ,  à  l'abscisse 
pV  =  i-i-l(fig.  ioo). 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  nous  conduit 
à  la  recherche  du  logarithme  d'un  nombre  qui  ne  se  trouve 
pas  compris  dans  les  Tables. 

546.  Proposons-nous,  par  exemple,  de  déterminer  le 
logarithme  du  nombre  2,718281828  qui  (art.  38)  sert  de 
base  au  système  népérien.  Comme  en  déplaçant  la  virgule 
on  ne  change  pas  les  chiffres  décimaux  du  logarithme, 
nous  la  placerons  de  manière  que  la  partie  entière  du 
nombre  proposé  soit  aussi  grande  que  les  Tables  la  puissent 
contenir;  et  pour  cela,  au  lieu  du  nombre  proposé,  nous 
écrirons  271,8281828,  parce  que  plus  un  nombre  entier 
est  grand,  plus  son  logarithme  est  donné  avec  exactitude 
dans  les  Tables. 

Notre  recherche  se  réduisant  ainsi  à  trouver  le  loga- 
rithme de  271,8281828  (*),  imaginons  que  l'on  ait  con- 
struit les  points  m,  /n',  m",  ni!",  m,v,  etc.  (fig.  101),  à 
l'aide  des  coordonnées  suivantes  : 

Ap   =  27  ï,  pm  =  log  de  27  1 , 

A//  =272,  p' rri  =z  log  de  272, 

Ap"  =273,  p"m"  =  log  de  273, 

Ap'"  =  274,  p"ni"'=z  log  de  274, 

A/?lv=  275,  pxvmxv=z  log  de  276, 

il  est  certain  que  si  les  points  m,  m',  m1',  etc.,  se  succé- 
daient immédiatement ,  ils  constitueraient  une  ligne  courbe  ; 


(*)  Le  logarithme  du  nombre  entier  2  718  281  828,  ne  différant  do  celui 
de  2,7181828  que  par  la  caractéristique,  qui  au  lieu  d'être  o  est  9 ,  on  voit 
que  ce  logarithme  se  détermine  par  le  même  procédé. 

26. 
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mais  étant  séparés  les  uns  des  autres,  si  Ton  fait  passer  par 
ces  points  une  ligne  mm'm"m"\  etc.,  eette  ligne  pourra 
être  regardée  comme  une  courbe  approximative  BC,  dont 
l'inflexion  se  rapprochera  beaucoup  de  celle  de  la  véritable 
courbe.  Par  conséquent,  si  l'on  mène  par  le  point  P  une 
ordonnée  PM  qui  aille  rencontrer  en  M  notre  courbe  ap- 
proximative, on  sent  que  celte  ordonnée  différera  peu  de 
l'ordonnée  qui  appartiendrait  à  la  véritable  courbe:  et  cela 
proviendra  de  1  influence  que  les  ordonnées  pm  .  p'm\  p"m\ 
ont  exercée  sur  l'inflexion  de  la  courbe  approximative:  de 
sorte  qu'on  pourra  regarder  PM  comme  une  fonction  de 
ces  ordonnées  :  c'est  aussi  la  conséquence  que  l'on  tire  de 
la  formule  (33).  dans  laquelle  l'ordonnée  PM  ,  représentée 
par  yfy  est  une  fonction  de  y  et  de  ses  accroissements  suc- 
cessifs. Aussi  allons-nous  déterminer  la  valeur  de  PM  au 
moyen  de  cette  formule. 

Pour  cela,  nous  avons  (  fig.  loij.par  l'état  de  la  question. 

r    ou  Ap  =  271,     y  ou  pm  =  log  de  271, 
c    ou   AP  =x  +  Ax  =  271,8281828, 

ce  qui  nous  donne 

A.r  =  0,8281828; 

et  il  s'agit  de  déterminer  y' . 

Cela  posé,  les  abscisses  A/>,  A//.  Ap".  A//'',  etc.,  étant 
représentées  par  les  nombres  27 1 ,  272 ,  2^3 ,  2  j4 1  etc.,  on 
voit  que  la  différence  de  Tune  à  l'autre  est  égale  à  l'unité  : 
nous  avons  donc,  dans  le  cas  présent,  h  =  1  :  par  consé- 
quent nous  emploierons  la  formule  (32)  pour  la  solution 
du  problème  ;  et ,  puisque  nous  connaissons  A,r,  et  le  pre- 
mier terme  y,  nous  n'avons  plus  besoin  que  de  connaître 
Aj,  A*j,  A*j,  etc.  Pour  obtenir  ces  différences,  posant 
d'abord,  comme  dans  l'art.  533,  la  suite 

o  ,   <7:,    al%   a,  y   rr.,    etc.  , 


<:alci  l  direct  des  du  fi'.uem.  i.s.  /\oj 

nous  aurons,  pour  déterminer  ces  \nleurs, 

a  ==.  log  il»'  271  =  2.4329692909, 
<ï,  =  log  de  272  =  2.4345689040  , 
nÀ  =  log  «le  273  =  2.4361626470  , 
n,  =  log  de  274  —  2.4377505628, 
</,  r-  log  de  275  =  2 .  4393326938  , 

mi  déduira  de  là 

S  y      ou      £  ou  //,  —  «    ™         0,00l5l)9t)l3l  , 

bt  ou  /ï2  —  fli  —        0,0010937430, 

6.  ou  a.  —  a7=z        0,0015879158, 

b0  ou  a% —  as  =        o.ooi582i3io, 

Xjr     ou     <•  ou  bx  —  b    =  —  0,0000058701  , 

r,  ou  b2  —  bi  =  —  0,0000058272, 

r,  ou  £.s  —  &*  ="  —  0,0000057848, 

A3/      ou      d  ou  r,  —  c    =  —  0,0000000429. 

Formant  d'abord  le  terme  Ax  A  y  -,  nous  trouverons 

(42)      Aa;Aj  =  ^0,8281828)  •  0,0015996}  =  0,00132476. 

La  valeur  de  Ax  qui  eorapose  le  premier  facteur  n'est 
qu'approximative,  puisque  nous  avons  négligé  les  chiffres 
décimaux  qui  passent  le  septième  rang,  comme  on  peut  le 
voir  par  cette  valeur  plus  approchée  de  la  base  du  système 
népérien , 

v  =  2,718281828459045,. . .  ; 

il  suit  de  là  que  le  premier  fadeur  de  la  valeur  de  Ax  A  y 
n'est  exact  que  quand  l'on  se  borne  aux  sept  premiers 
chiffres  décimaux.  Les  deux  zéros  du  second  facteur  de 
l'expression  (4^)  reculent  la  virgule  de  deux  rangs  dans 
le  produit,  ce  qui  donnerait  neuf  chiilrcs  décimaux;  mais 
à  cause  des  retenues,  ne  pouvant  compter  sur  l'exactitude 
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du  dernier  chiffre,  nous  n'en  prendrons  que  huit;  et 
comme  la  fraction  décimale  qui  est  la  valeur  de  Ax  est 
moindre  que  l'unité,  nous  remplacerons  Ax  —  i  par 
—  (ï  —  A  a:) ,  et  nous  trouverons 

(AX— i)                          4      (ï—  Ax)  a 

v -,     ou     —  Ax -  = —  (0,0711 34264  )• 


Ax 

2  2 


Multipliant  cette  valeur  par  celle  de  A*y,  qui  est  aussi  né- 
gative, nous  obtiendrons  ce  produit  positif 

(Ax — 1)  ,      „ 

Ax   -  A2/  =  0,0000004175. 

Je 

Nous  ne  tiendrons  pas  compte  des  termes  en  A8y,"  en 
A*y,  etc.,  parce  qu'en  considérant  seulement  le  premier, 
qui  est 

(Ax  — 1)  (Ax  —  2) 

nous  voyons  que  la  valeur  de  ce  terme  n'a  aucun  chiffre 
significatif  dans  les  huit  premières  décimales  ;  à  plus  forte 
raison  en  doit-il  être  de  même  des  termes  en  A*r,  en 
A5^,  etc.,  qui  sont  moindres.  De  sorte  que  la  valeur  de 
yf  ne  dépend  que  des  huit  premières  décimales  de  celle 
de  A  or. 

Nous  aurons  donc ,  en  résumé , 

y  2,43296929 

AjAx 0,00l32476 

.      fAx-t) 

Ax  , O,00O00o4l 

log  de  271  ,8281828  =  2,43429446 

Diminuant  la  caractéristique  de  deux  unités,  on  conclura 
que  le  logarithme  de 

•;  =  2,718281828,      rst     0,4342944  (*)• 

(*)  Dans  l'hypothèse  qui  nous  a  l'ait  trouver  ce  logarithme  ,  nous  regar- 
dons l'ordonner  comme  le  logarithme  de  l'abscisse;  mais  dans  les  art.  38. 
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Nous  ne  prenons  que  sept  décimales  dans  la  valeur  du  loga- 
rithme ,  parce  qu'on  ne  peut  compter  sur  la  huitième  ,  qui, 
quoique  exacte  dans  chacun  des  nombres  qne  nous  addi- 
tionnons ,  peut  se  trouver  fautive  dans  leur  somme ,  à  cause 
des  retenues  qui  pourraient  provenir  des  chiffres  négligés 
à  partir  de  la  neuvième  décimale. 

Bu  calcul  inverse  des  différences. 

547.  Le  calcul  inverse  des  différences  a  pour  but  de 
remonter  de  la  différence  à  la  quantité  qui  Ta  produite. 
Cette  opération  ,  qu'on  appelle  intégration ,  s'indique  par 
la  caractéristique  2,  qui  signifie  somme. 

Par  exemple,  étant  donnée  la  différence  Ax,  supposée 
constante,  il  est  évident  qu'on  aura 

548.  On  peut  mettre  celte  équation  sous  une  autre  forme, 
si  l'on  considère  que  l'unité  y  entrant  comme  facteur,  peut 
être  remplacée  par  x°\  on  aura  donc 

1  A  x .  x°  =  x  ; 


59,  40  et  198,  nous  supposions  au  contraire  que  l'abscisse  était  le  loga- 
rithme de  l'ordonnée,  en  partant  de  l'équation 

y-=ax—a°*}\      ou     x  =  log.r; 
au  lieu  de  cette  équation  ,  nous  aurions ,  dans  le  cas  actuel , 

.T  =  br  =  b[o*x>      ou     r  =  logar; 

ce  qui  nous  conduirait  à 

dx  loge 
d  log/  =  —  — H-. 
x     log  b 

Cette  équation  appartiendrait  à  une  logarithmique  aussi  bien  que  celle-ci  : 

dy  log  c 

d  logr  —  — t-2—  ; 

y    log  a 

mais  dans  cette  dernière,  l'abscisse  devenant  l'ordonnée  cl  l'ordonnée  l'ah- 
urisse, la  courbe  n'aurait  pa*  la  môme  position 


i 

i 
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et  alors  on  pourra. faire  passer  la  constante  Ax  en  dehors 
du  signe  d'intégration ,  ce  qui  donnera 

A  x  Z  x°  =  x , 
et  par  conséquent 

(43)  ^  =  {-x- 

549.  Dans  la  même  hypothèse  de  Ax  constant,  soit 

y  =  **, 

on  a 

y  =  i*  +  ax)"1, 

et  par  conséquent 

y'  —  y     ou     A  y  =  (x  -f-  Ax)m —  a?*\ 

développant  par  la  formule    du  binôme,  et  effaçant  les 
termes  en  x'n  qui  se  détruisent ,  on  trouve 

///    m  — i 
A  y  =  mxm-tAx  H a^-'A^-f-  ...  ; 

12 

intégrant  et  faisant  passer  les  constantes  hors  du  signe  2,  il 

vient 

m    m  — i 
jr  =.  mlaf^Ax  H 2x~-2Ax2-t-  ...  : 

I  2 

remettant  la  valeur  de  y,  on  a 

m    m  —  i 

x™  =  mAxïx**-1  H . Ax22xm-2 

i  2 

m     m  —  i     m  —  2 

H 5 Ax32x0,-3-h  .... 

I  2  3 

On  déduit  de  cette  équation 

x2  =  2Ax2x-h  àx2Ix°, 

x*  =  3  Axlx2  -f-  3Ax31x  -h  Ax*ïx°t 

x*  z=  ^Axlx3  -f-  6Ax2Ixz  -f-  4Ax32x  -f-  Axslx°, 


> 
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Tirant  de  ces  équations  les  valeurs  de  2 x  ,  2.r*,  2./:%  etc. , 
données  par  le  premier  terme  de  leurs  seconds  membres  et 
divisant  par  la  partie  qui  est  hors  du  signe  2,  on  trouvera 


x2  bx'ïx" 

2  Ax  2  Ax 


IX    =— , 


x*  $Ax2ïx       Ax'ïx'1 

3  Ax  3  Ax  3  Ax 


x*  6Ax2lx2       ^Ax^lx        Ax*ïx° 

1  xr  =z   . -. -z j 

l\Ax  l\  Ax  l\  Ax  l±Ax 


Réduisant  les  termes  en  Ax,  qui,  dans  chaque  fraction, 
sont  communs  au  numérateur  et  au  dénominateur,  on  ob- 
tiendra 

x1          Axlx0 
Ix    = ■, 

x3                              Ax7 
.  lx2  =  — Axlx 5-  lx\ 

(44)   {  3&x  3 

ïx*  =  -, ±Axïx2  —  Ax2lx £-  S-r", 

4Ax  4 


Mettant  dans  la  première  des  équations  (44)?  'a  valeur  de 
2a:0,  tirée  de  l'équation  (43),  page  4^8,  on  obtiendra 

(45)  ïx=— -; 

2Ax         2 

substituant  ensuite  cette  valeur  de  2a*  et  celle  de  2.r0,  dans 
la  seconde  des  équations  (44) ?  on  trouvera 


x*  x2  lx       X 


ou ,  en  réduisant  les  deux  derniers  termes , 

.      m  .■»  \  _  X  X  X    àX  X 

(4b)  ïx2  = 


3  A  x       2        ?..  3 
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Enfin,  si.  dans  la  troisième  de»  équations  144  >-  un  itilio- 
duit  les  valeurs  de  £  jl'  .  de  Ir  et  de  £.1  **.  données  par  les 
équations  »  4^   •     4^  J  cl    46.  on  trouvera 

a-  lx    =- X f  Ai. 

*'  4-*«r* 

Et  toram-  l' accroissement  A.r.  qui  est  constant,  csi 
dune  grandeut  arbitraire,  nous  pourrons  le  remplacer 
par  A.  pour  ôiei  l'idée  d'opération  renfermée  dans  A.r.  et 
nous  aurons 


i* 


Ix1 

— 

A" 

Zx 

— 

X' 

—    • 

2 

x- 

• 
X* 

/,x 

Ir 

— — 

37"" 

0 

" 

2.3 

Ix: 

^= 

x! 
2 

■ 

4 

550.  Eu  général .  une  fonction  rationnelle  eulière  de  x. 
lorsqu'on  développe  les  opérations,  se  réduisant  à  une 
somme  de  quantités  de  la  forme  Ai"",  on  voit  que  l'inté- 
gration en  peut  toujours  être  obteuue  par  ce  qui  précède. 

551.  Cherchons,  par  exemple,  l'intégrale  de  la  fonc- 
tion 

a  -u  bx  :. 
Pour  cela .  on  développera  le  carré .  ce  qui  donnera 

(a  -*-  bx  -  =  a-  -f-  2  abx  -*-  b'x'  ; 

multipliant  a3  par  x'\  intégrant  et  mettant  les  constantes 
f*n  dehors ,  nous  obtiendrons 

l'a  —  bx)-  =  az!.r'  -h  inblx  -f-  £ïx:  ; 

icmplaçant  Z,r%  2r  et  Sr:.  par  leurs  valeurs,  que  nous 
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donnent  les  équations  (48),  nous  trouverons 

2(«-h  bxy 


4n 


a7x 


abx1 


—  abx  4-  -5-7 

3/i 


b*x*       b'x1       bUix 


constante , 


!  »* 


6V        I ab       b*\  1  a' 


1 


h  h  3  h  2      '     2.3 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  jc, 

'/A 

—  )  x  -4-  constante. 

.3/ 

Nous  ajoutons  une  constante ,  parce  que  l'intégrale  d'une 
différence  Ax  est  aussi  bien  x  que  /i-t-o:,  ces  fonctions 
ayant  la  même  différence  Ax. 

552.  Soit  encore  le  produit 

(x  -h  a)  [x  -h  b)  [x  4-  c)  ; 
en  le  développant,  on  aura 


[x  •+•  a)  (.r  -f-  6)  (jp  +  c)  =:  .r3  -h  si 

6 


et  en  intégrant ,  on  trouvera 

2  [x-\-a)  (x-4- b)  (x+c)  =  2 x*-ha 

+  b 


x2-hab 
ac 
cb 


abc 


lx*+ab 
-\~ac 
-+ cb 


lx-\-abclx°-\-const. 


Il  ne  s'agira  plus  que  de  mettre  dans  le  second  membre  les 
valeurs  de  2#8,  de  Z.T*,  de  Sx  et  de  2;r0,  données  par  les 
équations  (48). 

553.  Il  est  un  cas  particulier  où  un  produit  de  divers 
facteurs  présente  une  intégration  aussi  élégante  que  facile  ; 
c'est  celui  où  la  différence  Ax  étant  constante  et  représen- 
tée par  A,  on  se  propose  d'intégrer 

x  (x  -J-  h  )  (x  ■+■  2  à)  (x  -+-  3  h) .  .  .  [x  H-  nh). 

Pour  cela ,  nous  différenticrons  le  produit 

(49)    y—(x  —  h)x[x-\-  h)  {x  -h  2  //)  (x  -f-  3 //)... (x  -f-  nh)> 
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qui  contient  de  plus,  sur  la  gauche,  le  facteur  (x —  h)\ 
remplaçant  x  par  (x  -+-  /*),  y  deviendra 

et  nous  aurons 

j-t-  Ay  =  x(x  +  h)(x-\-ilï)(x  -+-  3/<).  .  .(x  +  nh)(x-\-h-t-nh)\ 
ôtant  de  ce  résultat  l'équation  primitive,  il  restera 

Ay  =z  x  (x  -h  h)  (x  -^  2  h) .  .  .  {x  -+-  nh   (x  -\-  h  -f-  nh) 

—  (x  —  h)  x[x  -+-  /*).  .  .(x  -+-  nh). 

La  partie  a'  (x-\-  h) ...  (x  -4-  ///i)  étant  commune  aux  deux 
produits  qui  composent  le  second  membre  de  celte  équa- 
tion ,  nous  pouvons  la  mettre  en  facteur  commun ,  et  nous 
aurons 

Ay  =l[x(x  -t-  h)(x  -{-  2h) .  .  .'x-ï-rih)][x-hh-ï-nh  —  (x  —  h)]. 

Le  second  facteur  se  réduit  à  (/*  -f-  2)  A,  et  comme  il  est 
constant,  nous  pourrons  le  faire  passer  hors  du  signe  2; 
intégrant,  nous  aurons 

y  =  (n  4-  2 )  // 1  [x  [x  -h  h)  (x  -h  2 h) .  .  . (x  -+-  nh)]. 

Mettant  la  valeur  de  y  donnée  par  l'équation  (49)>  chan- 
geant les  deux  membres  de  place  et  divisant  par  (w-f-  2)//, 

nous  trouverons  enfin 

x  — -  h 

^x(x-+-h)(x-\-ih)...(x-ï-nh)  =  , r-r  [x(x-\-h)...(x-\'nh)) 

x  (  «  -h  2  )  /* 

Application  du  calcul  des  différences  à  la  sommation  des  ternie» 

d'une  série. 

554.  Un  des  grands  avantages  du  calcul  des  différences 
finies,  consiste  h  déterminer  le  terme  sommatoire  d'une 
série,  c'est-à-dire  l'expression  algébrique  au  moyen  de  la- 
quelle on  peut  trouver  la  somme  des  termes  de  cette  série. 

Nous  allons  examiner  comment  le  terme  sommatoire  peut 
être  obtenu  lorsqu'on  connaît  le  terme  général  d'une  série. 
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Pour  cela,  soit  la  suite 

(5o)  <7,   rt,,   a,,   a, ,   ^/j,...,   //„_,,   //„  , 

qui  correspond  aux  indices 

o,    i,  2,  3,  4>*-->  n  —  ly  n- 

jNous  voyons  qu'on  donnant  successivement  à  n  les  valeurs 
o ,  i ,  2,3,4;  ...,/*,  on  formera  avec  an  tous  les  tonnes 
de  la  suite  (5o)  -,  an  eu  est  donc  le  terme  général.  Mais  eo 
terme  général  peut  être  regardé  comme  la  différence  dont 
s'accroîtrait 

(5i)  n.  -4-  a{  -+-  aL  ■+-  «s.  .  .  H-  "„-, , 

pour  former  la  suite  (5o). 

Par  conséquent ,  si  nous  désignons  par  S  la  somme  des 
termes  de  la  suite  (5i) ,  nous  aurons 

A  S  =  an  ; 
d'où  nous  tirerons,  en  intégrant, 

(52)  S  =  2/7„. 

555.  Telle  sera  la  somme  des  termes  compris  inclusive- 
ment depuis  a  jusqu'à  «„_i,  cYst-à-dire  jusqu'au  terme 
qui  occupe  le  (n  —  î)"""  rang,  à  partir  de  /i,  ;  mais  si,  au 
lieu  de  compter  les  rangs  depuis  at ,  nous  les  comptons 
depuis  a ,  le  terme  anm_x  occupera  le  nthne  rang  ;  et  alors  les 
indices 

O  ,     I  ,    2  ,    3  ,...,(  /!  —  I  ) 

de  la  suite  (5i)  se  changeront  en  ces  autres  indices, 

I  j       2,       3  ,       Z|.  ,     .     .    .   ,    /2   * 

de  cette  manière,  le  terme  sommatoire  S  exprimera  la  suit»* 
des  termes  compris  depuis  n  =  r  jusqu'à  n  =  n. 

556.  Pour  en  donner  un  exemple,  cherchons  le  terme 
sommatoire  de  la  suite 

(53)  3,  7,   i  t,    i5,   io,  ?.3, 
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dont  le  terme  général  est  4  n  -r  3.  Cette  formule  nous 
donnera 

ou 

54;  s  =  4mn-3i/î«; 

mettant  n  à  la  place  de  x.  dans  les  équations  (43)  et  (45), 
et  faisant  Aj:  =  i.  parce  que  les  indices  croissent  d'une 
unité,  nous  déduirons  de  ces  équations 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (54),  réduisant  et 
ajoutant  une  constante,  nous  trouverons 

55  S  =  2/?2H-//-+-  constante. 

On  déterminera  la  constante ,  en  remarquant  que  quaud 
w  =  o,  la  somme  S  des  termes  est  nulle,  ce  qui  réduit 
l'équation  (55)  à 

constante  =  o. 

Supprimant  donc  la  constante,  nous  aurons 

(56;  S  =  1  n7  -+-  n. 

557.  Pour  appliquer  cette  formule  à  la  sommation  des 
termes  de  la  suite  (53),  nous  observerons  que  ces  termes 
étant  au  nombre  de  six.  nous  avons  fart.  555) 

n  z=  6; 
mettant  cette  valeur  dans  1  équation  (54) .  nous  trouverons 

S  =  78. 

558.  Cherchons  encore  les  quinze  premiers  termes  de  la 
suite  des  nombres  naturels,  c'est-à-dire  sommons  la  série 

1 ,    2,    j,    :j.,    ■  •  •  •  >  13  ) 

le  terme  général  de  celte  suite  étant  /j-H-i  (art.  543),  nous 
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avons  pour  son  terme  somma  toi  rc 

S  =  ïjc  4-  lx\ 

Au  moyen  de  la  première  des  équations  (45)  et  (43)  ? 
dans  lesquelles  nous  changerons  x  en  n  et  Ax  en  l'unité, 
nous  réduirons  celle-ci  à 

S  =  1  «24~  {n. 

Cette  équation,  comme  celle  de  l'exemple  précédent,  ne 
comporte  point  de  constante. 

Les  indices  ne  différant  pas  des  termes  de  la  série,  nous 
trouverons  ,  en  faisant  n  =  i5  ,  que  la  somme  de  ces  ternies 
est 

S  =  I20. 

559.   Pour  troisième  application  ,  sommons  la  suite 
H-4  +  9 -h  16  4-  25  H- 36 -h  49 +  64-f-8i  -h  100, 

qui  est  celle  des  dix  premiers  termes  des  carrés  de  la  suite 
des  nombres  naturels.  Le  terme  général  de  cette  suite 
étant  (x-\-\)*  (art.  543),  nous  aurons  pour  le  terme  som- 
matoire 

S  =  Z(/i-M)2=  l(n7  H-  in  -f  1)  =  £/**-+-  2  2/*  4-  ln°; 

substituant  dans  cette  expression  les  valeurs  de  2/z%  de2//1 
et  de  Zrt°,  données  par  les  équations  (46)5  (45)  et  (43), 
dans  lesquelles  011  changera  .r  en  n  et  Ax  en  l'unité,  le 
terme  sommatoire  aura  pour  expression 

(  57  )  S  =  j  nz  4-  -5-  /i2  4-  7  n  4-  constante  ; 

et  comme  le  nombre  des  termes  de  la  série  est  10,  nous 
trouverons,  en  faisant  n  =  10  , 

S  =  385  ; 

Nous  n'ajoutons  point  de  constante,  par  la  raison  que 
nous  avons  expliquée  art.  556  5  mais  si ,  au  lieu  de  compter 
la  suite   depuis  le  nombre    ï ,   on   la  comptait  depuis  le 
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nombre  36 ,  la  somme  des  termes  qui  précèdent  36  devrait 
être  nulle  ;  par  conséquent,  en  faisant  n  =  5  ,  on  devrait 
avoir  S  =  o.  Cette  hypothèse  réduirait  l'équation  (oy)  à 

constante  =  —  55  ; 

cette  valeur  changerait  l'équation  (5y)  en 

s  =  4  n*  -+■  -  "~  •+-  z?  «  —  55; 

3  ?.  6 

et  comme  le  nombre  des  termes  de  la  suite  proposée  est  io, 
en  faisant  n  =  io ,  on  aurait  pour  la  somme  des  termes  de 
cette  série,  compris  depuis  36  jusqu'à  ioo  inclusivement, 

IOOO        ioo        io        ^ 

S  =  -5- H H-7V-  —  55, 

3  2b 

ou 

S  =  385  -  55  =  33o. 

De  l'interpolation. 

560.  L'interpolation  a  pour  but  d'insérer  dans  une  suite 
de  termes  qui  suivent  une  certaine  loi ,  d'autres  termes  su- 
bordonnés à  cette  même  loi. 

561.  Si  l'on  nous  donnait,  par  exemple,  les  coordon- 
nées AP  et  PM  (Jig.  102) ,  AQ  et  QN  de  deux  points  M  et 
N,  situés  sur  un  plan,  il  suffirait  de  faire  passer  la  droite 
MN  par  ces  deux  points  pour  résoudre  le  problème;  car 
il  est  évident  que  les  coordonnées  AP  et  PM ,  AQ  et  QN,  et 
toutes  celles  de  la  droite  AN  seraient  enchaînées  par  une 
môme  loi. 

562.  Si  trois  points  L ,  M  et  N  (fig.  io3)^  donnés  sur 
le  même  plan ,  étaient  déterminés  par  les  coordonnées  AI, 
IL,  AP,  PM,  AQ  et  QN,  en  faisant  passer  Tare  de  cer- 
cle LMN  par  ces  trois  points,  on  satisferait  encore  au 
problème;  mais  l'arc  LMN  ne  pourra  plus  nous  en  offrir 
la  solution,  lorsqu'on  nous  donnera  un  plus  grand  nom- 
bre de  points.  D'ailleurs  .  quoique  le  cercle  soit  une  courbe 
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facile  à  décrire,  il  n'est  point,  par  son  équation,  relie 
qu'on  pourrait  regarder  comme  la  plus  convenable  au  cas 
présent.  Nous  en  choisirons  donc  une  autre  qui  se  prête 
plus  facilement  aux  hypothèses  que  nous  pourrons  établir 
sur  le  nombre  de  points  par  où  la  courbe  doit  passer.  Cette 
courbe  est  la  parabole  de  tous  les  genres,  qui  est  comprise 
dans  l'équation 

(58)  /=M  +  Nx+Po:j  +  Qj:5  + 

563.  Supposons  donc  que  par  l'observation ,  ou  par  tout 
autre  moyen,  on  soit  parvenu  à  savoir  que  les  abscisses  AI , 
AP,  AQ,  AR  {fig*  io4),  ont  pour  ordonnées  correspon- 
dantes IL,  PM,  QN,  RS,  etc.  ;  si  ces  abscisses  sont  repré- 
sentées de  la  sorte ,  a ,  b ,  c ,  r/,  etc. ,  et  que  leurs  ordonnées 
le  soient  par  A,  B,  C,  D,  etc. ,  l'équation  (58) ,  dans  la- 
quelle les  coefficients  M ,  K  ,  P,  Q ,  etc. ,  sont  indéter- 
minés, sera  satisfaite  aussi  bien  par  les  valeurs  a  et  A  que 
par  les  valeurs  b  et  B,  et  ainsi  de  suite;  de  sorte  que  l'on 
aura,  pour  déterminer  les  coefficients  N ,  M ,  P,  Q,  etc. , 
les  équations 

A=M-fNa  H-Pa'H-  Qrt3  -+-,,  ., 
B  =  M-hN6-fP£2-t-Q£5-f-..., 

(59)  {  C  =  M  H-Nc  +  P^  +  Qc3  -f-.  .  ., 


Ces  équations  devront  être  en  même  nombre  que  les  coeffi- 
cients M,  N,  P,  Q,  etc. ,  qui  sont  à  déterminer.  Si  la  pre- 
mière est  retranchée  de  la  seconde,  et  que  la  seconde  le  soit 
de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite,  on  obtiendra 

C  —  B=  N(c  —  £)-t-P(c2  —  fl')  +  Q(c3  —  $*)+..., 
D  —  C  =  N  (  d  —  c  )  -f-  P  (  tf  —  c2  )  -h  Q  (  &  —  r  »  )  -+- .  .  . , 
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et  en  divisaut  par  ce  qui  multiplie  >  ,  on  aura 

f    ï =  ]>-f.p!_ i-f-Qv  ' 

b  —  a  * 

C  — B 

(60)    (     c  —  b 

rf — c  a  —  c  a  —  c 


b- 

-a 

w- 

-*') 

c  — 

-b 

(<r- 

i 

=  N  +  Pi r-'  +  Q^ e-  + 


b  — 

A 

(V- 

*3) 

c  — 

6 

</>  — 

■*■) 

Les  termes  qui  se  trouvent  compris  entre  les  parenthèses 
étant  la  différence  de  deux  quantités  élevées  à  une  même 
puissance,  sont  de  la  forme  um  —  sf*  ;  or  on  sait  qu'une  ex- 
pression de  ce  genre,  lorsque  m  est  un  nombre  entier,  est 
exactement  divisible  par  u  — 1>  et  donne  (JYote  XVII) 

et  comparant  les  quantités  (  J* — a*),  (b9 — a8),  (c* — &9),etc.. 
de  cette  formule ,  on  peut  les  décomposer  ainsi  : 

(6  —  a)  (£-h/i),  (b  —  fljli'  +  ^  +  fl']..., 

et  en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (6o),  on 
obtient  ces  résultats 

U \ 


b  —  a 
C  — B 


=  N  +  P(t+*/  -f-Q,y-f-c6  +  ^)+... 


(62;       {  c  —  b 
a  —  c 


Si  Ton  suppose 

B-A  C-B  _  D-C 

B',  C,  D'  se  composant  de  valeurs  données ,  seront  encore 
des  quantités  connues:  et  en  les  substituant  dans  les  équa- 
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lions  (6i>) .  on  aura 

B'  =  S  +  P(A+rt)  +  Q(^  +  ^  +  «:;  +  "    » 

D'=IN +P(r  H-rf)  +  Q  (<*»  +  «/  + <?■)-+-.  ..  , 
••••••••••■••  «  • .  .  •    ....... 

alors  ces  équations  remplaceront  les  équations  (59)  dont  le 
nombre  sera  diminué  d'une  unité:  et  au  lieu  des  inconnues 
M,  N,  P,  Q,  etc.,  elles  ne  renfermeront  plus  que  N,  P, 
Q ,  etc. .  c'est-à-dire  une  de  moins.  Si  en  continuant 
d'opérer  comme  ci-dessus  on  prend  les  différences  C'*—  B', 
D'  —  C,  etc.,  on  aura,  en  divisant  par  le  multiplicateur 
de  P, 

c  —  a  c  —  a 

P'-C'-p,        [*-b>  +  c[d-b.] 

d  —  b       ^v  d-h         "1~•••' 

f 

"• v  •  •  •  1 

et  Von  voit  que  les  diviseurs  c  —  a  et  d  —  b  disparaîtront 
encore  des  seconds  membres  de  ces  équations  (*)  délivrées 

■'  * }  Pour  s'assurer  qu'il  on  est  de  même  de  tout  terme  des  équations  (  63    , 
soient 

k(hn-an)         k(cm-h*]        k(dn-cn) 
b  —  a  r  —  fc*  d  —  c 

les  valeurs  générales  du  dernier  terme  des  équations  '  63  ),  nous  trouverons, 
en  les  développant  à  l'aide  de  la  formule  (61) , 

C'=N  -+-... -H  A {cn-1  -+-  bcn-2  +  b7  c"'*. .   -+-&"-'), 

B'  =  N+...-HA(an-,-r^",  +  iJ«""a...-Hin"1). 

Nous  avons  écrit  dans  un  ordre  inverse  la  quantité  renfermée  entre  les  der- 
nières parenthèses,   pour  qu'elle  soit  ordonnée  par  rapport  à  b,  comme 
l'autre. 
Prenant  la  différence ,  nous  trouverons 

c/- B'=. . .A-iy- - «"--+-& (c»-'-  „—») -f- b7 (cn-3- „n-3).  J, 

quantité  qui  est  divisible  exactement  par  c —  a. 

Il  en  serait  de  même  dos  autres  différences  II'  —  (.',  etc. 
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des  inconnues  M  et  ^N.  En  continuant  d'opérer  ainsi,  Ton 
parviendra  à  éliminer  toutes  les  inconnues  moins  une  seule, 
et  Ton  obtiendra  ensuite  les  valeurs  de  M .  de  N ,  de  P, 
de  Q,  etc. ,  qu'on  substituera  dans  l'équation  (58). 

564-.  La  méthode  d'interpolation  dont  nous  venons  d'ex- 
poser la  théorie  appartient  à  >~e\vton.  Lagrange  en  a  donné 
une  qui  repose  également  sur  le  facteur  commun  que  nous 
avons  supprimé ,  et  dont  on  peut  donner  la  démonstration 
suivante  :  soient  donc  p ,  (j,r,j.  etc. , différentes  abscisses 
auxquelles  on  a  reconnu  que  correspondaient  les  ordon- 
nées P,  Q,  R,  S,  etc.  :  si  l'on  regarde  p,  q,  r,  $,  etc., 
comme  des  valeurs  qui ,  mises  à  la  place  de  x  dans  une 
certaine  équation,  amènent  pour  y  celles-ci  :  P,  Q,  R, 
S ,  etc. ,  cette  équation  devra  avoir  la  forme  suivante  : 

(64;  r  =AP4-BQ  +  CR-f-DS+ 

En  effet,  la  condition  exigée  sera  remplie,  si  en  faisant 
.  65  J     x  z=  p,   on  a  A  =  1  ,   B  =  o ,    C  =  o ,   D  =  o , . . . , 
(66)     x  =  7,    on  a   B  =  1 ,   A  =  o ,    C  =  o ,    D  =  o , . . . , 

^67)     x  =  r,     on  a  C  =  1  ,   A=o,   B  =  o,    D  =  o,.... 

Pour  satisfaire  aux  équations  (65)  B  =  o,  C  =  0. 
D  =  o,  etc.,  il  faut  que  B,  C,  D,  etc.,  soient  des  formes 
suivantes  : 

(68)  B  =  (*  —  p)Q',    C  =  {x  —  p)R',    D  =  (*  —  /?)S',.... 

On  prouverait  de  même  que  pour  satisfaire  aux  équations 
A  =  o,C  =  o,  D  =  o,  etc.,  du  n°  06,  le  facteur  x — <\ 
doit  appartenir  à  tous  les  coefficients  A ,  C,  D,  etc.,  hors  à 
celui  de  Q,  et  qu'il  en  sera  de  même  des  facteurs  x  —  r, 
x  —  s ,  etc.,  à  l'égard  des  coefficients  de  P,  de  Q  ,  de  S,  et 
de  ceux  de  P,  de  Q  et  de  R ,  etc. 

Si  nous  nous  bornons  aux  quatre  premiers  termes  du 
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second  membre  de  l'équation  (64  ) ,  c'est-à-dire  à  ceux  qui 
ne  sont  pas  compris  dans  l'etc,  on  voit  donc  que  la  valeur 
de  y  sera  de  la  forme 

jr  =  a  (or'—  q)  (.r  —  /■)(*  — jr)  P 

W»  1  +  7(jr_/,)(x_7)(JC_,)R 

-h  s   ( j;  —  P)  {x  —  l)  (x  —  '*)  S . 

Or,  pour  que  le  coefficient  de  P  se  réduise  à  l'unité  quand 

x  =  p ,  il  faut  que  a  soit  de  la  forme  : — — \. 

n  (p—l)[p—r)(p-.s) 

On  démontrerait  de  même  qu'on  doit  avoir 

8  = l ^  __ | 


(s—p)(s  —  q)(s—r)' 

substituant  ces  valeurs  et  celle  de  a  dans  l'équation  (69), 
on  aura  donc  cette  formule  d'interpolation 

__  (x—q)(x—r)(x—9)  (x—p)  (*— r)  {x— s) 

1         [P-9)  [p-r)  (p-s)  (q-p)  (ç-r)  (q-s)  %- 

1  (*—/>)(*— r)  (g— *)  R  +  (*—  p)  (x—g)  (.r— /•) 

•  (r-/?)(r—  y)^—  ')  (*—/')(*—?)(*  —  '■) 

Par  conséquent ,  si  [fig*  io5)  à  l'aide  des  coordonnées 

&p  =  p,  pk  =  P> 

A  q  =  7,  7/    =  Q, 

A  r  =  r  ,  r/w  =  R , 

As  =  s  ,  sn  =  S, 

on  construit  les  points  A,  /,  m,  /*.,  par  lesquels  passe  une 
courbe  hlmn,  une  valeur  arbitraire  ÀP  donnée  à  l'ab- 
scisse x,  étant  mise  dans  l'équation  (70),  déterminera 
toujours  pour  j  la  valeur  PM,  qui  correspondra  à  cette 
abscisse. 
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Enfin,  si,  dans  la  troisième  des  équations  (44)?  on  intro- 
duit les  valeurs  de  2x°,  de  Sx  et  de  2.r%  données  par  les 
équations  (43),   (4^)  et  (46)5  on  trouvera 


xx 


(4?)  S^^jx'-r-jtf'A*. 

Et  comme  l'accroissement  Ajc,  qui  est  constant,  est 
d'une  grandeur  arbitraire,  nous  pourrons  le  remplacer 
par  /*,  pour  ôter  l'idée  d'opération  renfermée  dans  Ax,  et 
nous  aurons 


(48) 


lx° 



X 

Ix 



X2 

ih 

— 

a; 

—  ? 
2 

lx2 

= 

xz 
3Â" 

2 

-4- 

hx 

2.3 

v  >.3 

A4  *Ai 

■ • 

j?1 

— 

.r3 
2 

-t- 

x2/< 

4 

550.  Eu  général,  une  fonction  rationnelle  entière  de  x, 
lorsqu'on  développe  les  opérations,  se  réduisant  à  une 
somme  de  quantités  de  la  forme  Axm,  on  voit  que  l'inté- 
gration en  peut  toujours  être  obtenue  par  ce  qui  précède. 

551.  Cherchons,  par  exemple,  l'intégrale  de  la  fonc- 
tion 

(a  -h  bx)2. 

Pour  cela ,  on  développera  le  carré ,  ce  qui  donnera 

(a  4-  bx)2  =  a2  -t-  2  abx  -f-  b2x*  ; 

multipliant  a3  par  x°,  intégrant  et  mettant  les  constantes 
en  dehors ,  nous  obtiendrons 

l(a  -4-  bx)1  =  rt2Zx°-+-  Q.nblx  -f-  b2lx2  ; 

remplaçant  2x°,  S.r  et  Sx2,  par  leurs  valeurs,  que  nous 
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donnent  les  équations  (48),  nous  trouverons 

2(«-h  bx)1 


4n 


à1  x       abx'1  b3x* 

-r-*—h — abx  +  Th 


*7X* 


b7hx 


2  2.3 

ou,  en  ordonnant  par  rapport  aux  puissances  de  jc, 


constante , 


b2x* 
~3Â~ 


(ab       b>\  (à*  b 

\  h         2  /  \  h  2 


-4-  constante. 


Nous  ajoutons  une  constante ,  parce  que  l'intégrale  d'une 
différence  A.r  est  aussi  bien  x  que  a-\-x,  ces  fonctions 
ayant  la  même  différence  Ax. 

552.  Soit  encore  le  produit 

(x-h  a)  [x  -h  b)  {x  4-  c); 
en  le  développant ,  on  aura 


(x  -h  a)  (x  -+-  b)  (x  -h  c)  z=  x3  -h  a 

b 


et  en  intégrant ,  on  trouvera 

l(x-t-a)  (x+b)  (x+c)  =  2  x*+a 

+  b 


x2-hab 
ac 
cb 


abc 


lx2-\-ab 
-\~ac 
-+ cb 


2  x-\-  ab  c  lx*-\-  const. 


Il  ne  s'agira  plus  que  de  mettre  dans  le  second  membre  les 
valeurs  de  2ar%  de  2.T*,  de  Sx  et  de  2;r0,  données  par  les 
équations  (48). 

553.  Il  est  un  cas  particulier  où  un  produit  de  divers 
facteurs  présente  une  intégration  aussi  élégante  que  facile  ; 
c'est  celui  où  la  différence  A  x  étant  constante  et  représen- 
tée par  A,  on  se  propose  d'intégrer 

x  (x  -f-  h  )  (x  -f-  2  /*)  (x  H-  3  /*)...  (x  -+-  nh). 

Pour  cela ,  nous  différentiel  ons  le  produit 

(49)    X  =*  {*  —  h)x(x  H-  //)  [x  H-  2 //)(.*  +  3//).  .  .(x  -f-  nh)> 
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ce  qui  nous  fournira  les  équations 


A  -I =  o , 

i  .1 


A             ' 
BH ) =  o. 


1.2  2.3 

B  A  i 

c-^ 1 — ô  +  — r-?  =  °» 

1.2  1,5         2. 3.4 

c        B         A  » 

D  H 1 5  H 5-7  -î o    r   g  =  o; 

1.2         2. a         2.3.4         2.0.4.3 

ces  équations  nous  donneront 

A  = 9      B  =  — ?,      C  =  o,     D  = -5— 7^-tî,  etc. 

2  3.4  2  3.4  5.6 

«$60.  Nous  terminerons  cette  matière  par  l'analogie  qui  existe 
entre  les  différences  et  les  puissances.  Pour  cela,  si,  dans  l'équa- 
tion (86),  on  fait  x  =z  —  /t ,  on  trouvera,  en  transposant  l'u- 
nité dans  le  premier  membre, 

f88)    c^-,  =  fL"*-+-d"'   *'       d"'     '" 


dx  1        dx'i.2       dj:3   1.2.3 

Or,  u  étant  une  fonction  de  x,  l'équation  (  72) ,  qui  a  lieu  pour 
la  fonction  z  de  x,  nous  donne,  en  changeant  z  en  u, 

__  da  dJ«    £J         d*u       A* 

En  comparant  entre  eux  les  seconds  membres  des  équations  (88, 
et  (89),  on  verra  que  Ton  peut  les  déduire  l'un  de  l'autre,  en 
changeant  d  ti1  en  da  u  ,  d  //*  en  d3  u ,  etc. ,  par  conséquent ,  on  pourra 
ccrire 


(<)Oy  bu  =   \e 


du 

1  / 


* 


«1  u 
A — 

pourvu  que  dans  le  développement  de  f  on   transporte  à  la 
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caractéristique  d  les  exposants   qui   affectent  les  diverses  puis- 

,    d  u 
sances  de  -r-  • 
ax 


570.  Sous  cette  même  condition ,  on  a  encore 


(9') 

Pour  le  démontrer,  cherchons  le  développement  de  lnu ,  et  com- 
mençons par  déterminer  celui  de  A2«.  Or,  puisqu'on  a  en  général 


•  3 


dfx  ,        d*fx    /**         d3/r      h 
f(x  +  h)  =  fx  4-  -f-  /*  4-  -rT h  -~  -  H-  ...  ; 

'  v  '  dx  (U1    i.2        dxJ    1,2,3 

si  nous  changeons  fx  en  Ax  9  et  que  nous  appelions  A//,  ce  que 
devient  Au  lorsque  x  se  change  en  x  +  ht  nous  trouverons 

,       %  (lAu  _       d*A«    //2         d3Aw  h3 

(92)**,-^  ou  a2k  =  -^/,  +  — —  4-^-,  — +...; 

mais  h  étant  constant,  l'équation  (89)  nous  donne  par  la  diffé- 

rentiation 

d'u  ,        d*u     A2  .      d*  m        A3 

dA«  =  —  A  +  __ h  — h-  .  . .  , 

d.r  d  j:2    1 . 2        dx3    1.2.0 

d3u   ,        d<«     A2         d&«        A3 

d2Aa  =  -= —  h  -f-  -, r- 


x  d  x'1    1 .  2        d  .r*    1  .  2 .  3 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (92  ) ,  nous  obtiendrons  un 
développement  de  la  forme 

d2«  h2           d3u     A3         _  d'u        h' 
A2tt  =  -r— h  A  -r— h  B 


d  x7    1  da^   1.2  d  x*    1 . 2 . 3 

et,  en  général ,  on  trouvera  par  ce  même  procédé,  pour  le  premier 
membre  de  l'équation  (  91) ,  un  développement  de  cette  forme 

dnn   ,          4  d"+,«    .  A        „  dn+*ti  , 
(q3)      a"  h  =  -s —  /1»  -f-  A- — —  A»"1"'  +  B  t An+2  -H  . , . . 

Si   nous  élevons  ensuite  chacun  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (88)  à  la  puissance  n ,  nous  trouverons  que  le  développe- 
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(  r-    Y 

\  edx     —  i  /    est  de  la  forme 


-**h  — ij«,     A-«  =  V«dx*-i/  «.-.; 


ment  de 

die"  d«"+l  /*n"t"a 

d-r"  dx*4-'  djf^' 

et  nous  verrons  qu'il  est  identique  à  celui  de  l'équation  (93), 
pourvu  qu'on  transporte  les  exposants  de  «  à  la  caractéristique. 
Moyennant  cette  condition ,  l'équation  (  91)  sera  donc  démontrée. 

571.  On  peut  même  se  dispenser  de  remplir  cette  condition  en 
écrivant  ainsi  les  équations  (90)  et  (91), 

d  .  /     d 

(94)        à«=U 

et  en  convenant  que  jusqu'à  la  fin  de  l'opération  indiquée  par  Tune 
des  équations  (94)»  la  caractéristique  d>  séparée  de  la  variable 
qu'elle  accompagne  toujours,  sera  traitée  comme  une  quantité 
algébrique. 

En  effet,  supprimant  momentanément  w,  si  nous  développons 

d    , 

T" h  .  d 

c        ,  et  que  nous  mettions  —  //  à  la  place  de  x  dans  l'équa- 

tion  (86),  nous  aurons,  en  transposant  l'unité  dans  le  premier 
membre , 

-rr*  d    ,  d1      h-  d3        /*' 

eax    _I;=        /,_+_ hrr 5  H 

dx  dx2   1    2        d  .r3  1 . 2 . 3 

Effectuant  ensuite  la  multiplication,  indiquée  par  w,  dans  la 
première  des  équations  (94),  on  trouvera  à  la  fin  de  l'opé- 
ration , 

die  d*ii      h2  d3«        h* 

dx,  dx2    1.2        dx*   1.2.3        "",, 

ce  qui  est  le  développement  de  au  [voj-ez  l'équation  (89)], 
exécuté  sans  transposition  d'exposants.  „ 

Ce  que  nous  disons  de  la  première  des  équations  (  94  )  s'applique 
à  la  seconde. 

FIN    DU    CALCUL    DES    DIFFÉRENCES.       * 


PRINCIPES    FONDAMENTAlX.  /fil 


CALCUL 
DES  VARIATIONS. 


Du  calcul  des  variations . 

Principes  fondamentaux  de  oe  calcul. 

573.  Si  un  point  M  (Jig.  106),  pris  sur  une  courbe  ou 
surface  courbe  ,  est  transporté  en  3N  ,  l'ordonnée  y  =  RM  , 
qui  détermine  ce  point  M,  recevra  un  accroissement  MN 
qu'on  nomme  la  variation  de  y. 

574.  Par  exemple,  lorsque  la  courbe  BC  (Jig*  107) 
change  d'inflexion  et  devient  Bc,  la  variation  de  l'ordon- 
née PM  sera  Mn  ;  et  la  même  abscisse  AP  appartiendra 
à  l'ordonnée  primitive  PM  et  à  l'ordonnée  Vn  ainsi  accrue 
de  la  variation.  Enfin,  si  l'ordonnée  PM  (Jîg.  107)',  en 
se  prolongeant,  rencontre  d'autres  courbes  Bc,  Bc', 
Bc",  etc.,  les  parties  interceptées  M/i,  M»',  Mnf/,  etc.  , 
seront  les  variations  dont  cette  ordonnée  s'accroîtra  suc- 
cessivement. 

575.  On  peut  remarquer  que  ce  qui  distingue  une  varia- 
lion  d'une  différence,  c'est  que  nous  changeons  de  courbe, 
lorsque  l'ordonnée  PM  (  fig.  108)  reçoit  une  variation  MN  5 
tandis  que  nous  restons  sur  la  même  courbe  lorsque  l'or- 
donnée PM,  devenant  P'M',  s'accroît  d'une  différence 
M'Q,  qui ,  comme  on  l'a  vu  (art.  517),  se  change  en  dif- 
férentielle dans  ie  cas  où  celte  différence  est  infiniment 
petite. 


43a  calcil  des   vamatioks. 

57G.  Dans  ce  qui  va  suivre ,  nous  conserverons  la  no- 
tation dy  pour  exprimer  la  différentielle  de  PM  =j 
{jig*  io8),  et  nous  emploierons  la  caractéristique  D  pour 
exprimer  la  différence  finie  M'Q  =  Dy,  dont  s'accroît 
une  ordonnée  \  et  nous  désignerons  par  Ay  la  variation 
MN  de  /,  et  par  ây  cette  variation  lorsqu'elle  deviendra 
infiniment  petite. 

577.  D'après  ce  qui  précède,  une  variation  ayant  donc 
lieu  lorsqu'on  passe  d'une  courbe  à  l'autre ,  cela  peut  arri- 
ver de  différentes  manières.  Par  exemple,  si ,  dans  la  para- 
bole CBD  {jîg.  109)5  dont  l'équation  est 

(  1  )  y  =  b  -f-  ax29 

la  constante  a  devient  a',  la  courbe  se  rétrécira  ou  s'élar- 
gira, suivant  que  a'  sera  plus  grand  ou  moindre  que  a  (*). 

578.  Si,  au  contraire,  la  constante  b  de  l'équation  (1) 
variait  seule ,  cette  constante  ne  ferait  que  changer  la  posi- 
tion de  la  courbe  en  la  transportant  (fig*  no)  de  CBD  eu 
C'B'D'  ou  en  C"B"D". 

579.  En  général,  on  voit  que  lorsqu'une  courbe  est 
transportée  dans  l'espace ,  les  coordonnées  de  l'origine  qui 
entrent  comme  constantes  dans  son  équation  changent  de 
valeurs  5  d'où  il  suit  que  c'est  encore  par  la  variation  des 
constantes  qu'une  courbe  change  de  position.  Aussi  les 
géomètres  sont-ils  en  usage  d'affecter  la  caractéristique  0 
aux  différentielles  qui  se  rapportent  à  des  points  de  l'es- 
pace, différentielles  qui,  comme  on  le  voit,  ne  sont  autre 
chose  que  des  variations,  et  de  donner  la  caractéristique  d 
aux  différentielles  qui  se  rapportent  à  des  points  pris  sur 


(*)  Il  est  facile  de  s'en  convaincre;  car  si,  pour  une  même  abscisse 
AP  =  x  {fig.  109),  a  s'augmente,  l'équation  (1)  montre  que  l'ordonnée 
s'augmente  aussi.  Cette  ordonnée  PM  devenant  PN ,  appartient  nécessaire- 
ment à  une  parabole  ERN  moins  évasée  que  la  parabole  CBM. 
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une  courbe  ou  sur  une  surface  courbe ,  ei  en  général  à 
tout  système  de  points  composant  un  solide  ou  le  termi- 
nant. 

580.  La  constante  qui ,  par  sa  variation ,  a  donné  celle 
de  y,  était  en  évidence  dans  l'équation  (i);  mais  le  plus 
souvent  cette  constante  ne  paraît  pas  même  dans  l'équation 
de  la  courbe. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

(2)  ( y  -h  bx —  a)2  =  c2«r  -f-  2<z2, 

qui  est  celle  d'une  parabole  représentée  par  X&Jig.  1 1 1  (*), 
et  supposons  que  l'on  fasse  varier  le  paramètre,  la  courbe 
écartera  ses  branches  plus  ou  moins.  Or,  le  paramètre 
n'est  ni  a,  ni  fe,  ni  e ,  mais  est  une  fonction  de  ces  con- 
stantes [voyez  ma  Théorie  des  Courbes  (**),  page  247]  \ 
d'où  il  suit  que  dans  la  parabole  même  la  constante  qui 
varie  n'est  pas  toujours  une  de  celles  que  renferme  son 
équation. 

Nous  verrons  bientôt  qu'on  peut  se  dispenser  de  con- 
naître cette  constante,  et  qu'il  suffit  de  déterminer  les  coor- 
données sur  lesquelles  elle  porte  son  influence. 

(  *  )  En  effet,  faisant  x  =  0  }y  a  deux  valeurs  qui  déterminent  les  points 
B  et  C;  faisant  ensuite/*  =  0,  on  trouve  les  abscisses  AD  et  AE,  ce  qui  an- 
nonce que  la  courbe  passe  encore  par  les  points  D  et  E  ;  nous  voyons  de 
plus  qu'elle  ne  peut  s'étendre  indéfiniment  dans  le  sens  des  x  négatifs;  car 
l'équation  (  2  )  nous  donnant 

y  =  a  —  bx ±  \Je*  x+2/i',    * 

si  Von  y  remplace  x  par  —  x,  la  valeur  de  y  deviendrait  imaginaire  lorsque 
e*  x  surpasserait  2  a*.  Cette  courbe  ne  peut  donc  être  située  que  comme  nous 
l'avons  représentée  {fig.  111).  Elle  est  une  parabole ,  parce  que  si  l'on  déve- 
loppe le  carré  du  premier  membre  de  l'équation  (2  ),  il  est  manifeste  que  le 
carré  du  coefficient  2  b  de  xy  sera  égal  à  quatre  fois  le  produit  des  coefficients 
de  x*  et  dejr%,  ce  qui  est  le  caractère  de  la  parabole.  {Théorie  des  Courbes  du 
second  ordre,  page  87.) 

(**)  H  n'est  point  venu  à  ma  connaissance  qu'avant  la  publication  de 
l'ouvrage  cité,  on  eût  assigne  la  forme  de  cette  fonction. 
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08I .  Soit  maintenant  \  une  fonction  des  variables  x 
et  y.  et  de  leurs  coefficients  différentiels:  nous  pourrons 
regarder  V  comme  l'ordonnée  PM  i  fig.  1 1 2 1  d'une  courbe 
située  dans  l'espace,  qui  aurait  x  et  v  pour  ses  autres 
coordonnées.  Supposons  que  1  on  passe  de  rordonnée 
PM  =  V  à  une  autre  ordonnée  P'M'.  la  différence  M'r  de 
ces  ordonnées  sera  en  général  une  quantité  finie  que.  con- 
formément à  l'art.  576.  nous  représenterons  par  DV  (*): 
nous  aurons  donc 

P'M   =PM  —  M>, 
ou 

Y  =  V  —  DV. 

Cela  posé,  supposons  que .  par  la  variation  de  la  courbe 
MM',  les  ordonnées  PM  et  P'M'  deviennent  P>~  et  P'Y  ;  si 
(art.  576)  nous  nous  servons  de  la  caractéristique  A  pour 
indiquer  l'accroissement  dû  à  la  variation,  et  que  par 
conséquent  nous  représentions  par  A  Y  et  AV  les  varia- 
tions MX  et  M'iV.  nous  aurons 

3;  PS  =  V -i- AV,      P'N'=r  V'-f-  AV; 

mettant  dans  cette  dernière  équation  V  -t-  DY  à  la  place 
de  V,  nous  trouverons 

P'N'  =  V  +  DV  -+-  A(V-i-DV;. 

D'une  autre  part ,  on  peut  regarder  PX  et  P'X  '  comme  les 
ordonnées  d'une  certaine  courbe  XV  qui  passerait  par  les 
points  N  et  ]V  ;  et  de  même,  que  dans  la  courbe  MM',  y  de- 
vient y  -h  Dy  lorsqu'on  passe  de  MP  à  M'P'.  de  même  Pft 
ou  V  -+-  A  Y  se  changera  en 

V  +  AV+D-'V  +  AV-, 


'*)  Nous  supposons  cette  différence  positive  dans  la  courbe  {fig.  m); 
mais  il  est  évident  que  cette  différence  Mr  serait  négative  {fig.  n3)  si  l'or- 
donnée P'M'=  V,  au  lieu  d'être  plus  grande  que  PM  ,  était  moindre. 
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lorsqu'on  passera  de  PM  à  P' M' dans  la  courbe  ]N'N'.  On 
aura  donc  encore 

P'N'  =  V+  AV-f-DfV  +  AV); 

comparant  ces  deux  valeurs  de  P'N',  on  trouvera 

V  +  DV+A(V+  VV)=z  V-h  AV  +  D(V+  AV). 

Effectuant  les  opérations  indiquées  par  les  parenthèses,  et 
réduisant,  il  restera 

(4)  ADV  =  DAV, 

ce  qui  nous  apprend  que  la  variation  rie  la  différence  d'une 
fonction  V  est  égale  à  la  différence  de  la  variation  de  cette 
fonction. 

582.  Dans  le  cas  où  ,  au  lieu  de  V  =f(x,y) ,  nous  au- 
rions^ =fx ,  la  courbe  MM'  deviendrait  une  courbe  plane  ; 
et  alors  on  regarderait  l'ordonnée  PM  comme  une  fonction^ 
de  x.  La  démonstration  étant  la  même,  dans  cette  hypo- 
thèse on  trouverait 

(5)  ADr=DAj. 

383.  Dans  cette  démonstration,  nous  regardons  la  varia- 
tion AV  et  la  différence  DV  comme  des  quantités  finies; 
niais  les  équations  (4)  et  (5)  ne  subsistent  pas  moins  si  AV 
et  DV  sont  des  quantités  infiniment  petites.  Adoptant  pour 
ce  cas  (art.  576)  les  caractéristiques  â  et  d,  les  équa- 
tions (4)  et  (5)  deviendront 

(6)  *dV  =  d*V, 

(7)  •  8djr  =  d8f. 

584.  Jusqu'à  présent  nous  n'avons  attribué  des  varia- 
tions qu'à  y^  et  en  cela  nous  nous  accordons  avec  cette 
observation  de  Lagrange  :  Dans  les  différentiations  par  c?, 
il  faut  regarder  comme  constante  la  variable  dont  la  dif- 
rentielle  a  été  prise  pour  constante.  Ainsi ,  dans  l'hypothèse 

28. 
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la  plus  fréquente  où  cette  différentielle  est  d.r ,  il  s'ensuit 
que  x  doit  être  regardé  comme  constant  quand  on  prend 
les  variations.  Et ,  en  effet ,  nous  avons  vu  que  la  même  ab- 
scisse AP  (ftg-  107)  répondait  à  diverses  valeurs  PM,  P/z , 
P//,  P/*",  etc. ,  de  l'ordonnée.  Cependant,  Lagrange  sembla 
se  mettre  lui-même  en  contradiction  avec  les  paroles  que 
nous  venons  de  citer,  lorsque ,  dans  les  Mémoires  de  F  Aca- 
démie de  Turin ,  année  1759,  il  donna ,  sans  en  expliquer 
la  raison  ,  des  variations  aussi  bien  à  x  qu'à  y.  Ce  change- 
ment important  dans  la  marche  qu'avaient  suivie  jusque 
alors  les  géomètres,  fît  faire  un  grand  pas  à  cette  partie  de 
l'analyse  et  en  changea  absolument  la  face;  mais  cela  né- 
cessitait encore  plus  de  démontrer  sur  quoi  se  fondait  le 
procédé  de  Lagrange.  Prétendre  que  Ton  donne  par  là  plus 
de  généralité  à  la  méthode,  ce  serait  éluder  la   difficulté 
qu'on  ne  peut  lever  qu'en  montrant  de  quelle  manière  la 
position  des  plans  coordonnés  détermine  x  à  recevoir  des 
variations  aussi  bien  que  y.  Pour  cela,  nous  ferons  préli- 
minairement  remarquer  que,  dans  le  cas  de  l'art.  574,  les 
vari  ations  étaient  supposées  perpendi  culaires  au  plan  des  x^y\ 
mais  quelle  que  soit  la  cause  qui  produise  ces  variations, 
on  voit  qu'elle  ne  dépend  pas  de  notre  volonté ,  et  qu'il  en 
est  de  même  de  la  fixation  des  plans  coordonnés ,  qui  peut 
être  subordonnée  à  certaines  conditions  du  problème,  et 
même  avoir  été  déterminée  avant  que  les  points  de  la  courbe 
aient  changé  de  place. 

Il  suit  de  là  que  dès  qu'entre  mille  positions  différentes 
que  peut  prendre  la  direction  de  la  variation  qui  affecte  un 
point  M,  il  n'y  en  a  qu'une  où  elle  soit  perpendiculaire  au 
plan  des  x ,  y,  nous  devons ,  en  thèse  générale ,  regarder 
cette  variation  comme  inclinée  à  ce  plan.  Cela  posé,  nous 
allons  démontrer  que ,  dans  ce  cas ,  non-seulement  y,  en 
variant,  fera  variera:,  mais  que  leurs  variations  dépen- 
dront encore  rime  de  l'autre. 
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Pour  cet  effet,  soit  MN  (fig*  n4)  'a  variation  qu'aura 
reçue  le  poiut  M  d'une  courbe ,  et  imaginons  qu'un 
plan  y'  Ax',  auquel  la  direction  de  MN  était  perpendicu- 
laire ,  passe  par  l'origine  des  coordonnées  :  ce  plan  ayant 
une  position  différente  de  celle  de  yAx,  MN  sera  donc 
incliné  à  ce  dernier;  d'où  il  suit  que  lorsque  le  point  M 
sera  transporté  en  N,  les  coordonnées  AL,  LP  et  PM 
deviendront  AH,  HQ  et  QN,  et  s'accroîtront  des  diffé- 
rences LH,  QR  et  NI*,  ce  qui  montre  évidemment  que 
quand  une  ordonnée  MP  =  V  subit  une  variation,  il  en 
doit  être  de  même  des  coordonnées  AL  =  x  et  LP  =j'. 

585.  Il  s'agit  maintenant  de  démontrer  la  dépendance 
qui  existe  entre  les  variations  de  ces  coordonnées. 

Pour  cela,  soit  toujours  (fig-  1 14)  MN  la  variation  qu'aura 
reçue  le  point  M  perpendiculairement  à  un  plan  y'  A  x' \ 
menons  parce  point  M  la  perpendiculaire  MPau  plan  donné 
des  a:,  y,  et  prolongeons  PM  jusqu'en  S;  il  s'ensuit  que 
l'angle  SMN  formé  par  deux  perpendiculaires  MS  et  MN 
aux  plans  y  A  x  et  y'  A  x\  en  mesurera  l'inclinaison ,  et  que 
ces  plans  se  confondront  lorsque  l'angle  SMN  sera  nul.  Cela 
posé ,  menons  le3  perpendiculaires  MI  et  NS  sur  la  direc- 
tion des  ordonnées  MP  et  NQ,  le  triangle  MSN  sera  rec- 
tangle en  S  \  et  comme  l'angle  SMN ,  qui  mesure  l'inclinai- 
son des  plans ,  est  déterminé ,  il  suffira  que  l'on  nous  donne, 
dans  le  triangle  MSN ,  le  côté  SM  pour  que  le  côté  SN  =  MI 
en  résulte. 

Or, 

SM=NI  =  NQ  —  MP=  IV,     et     SN  =  PQ; 

et  comme  PQ  détermine  la  différence  LH  =  AH  —  AL  =  A  x , 
on  voit  que  Ax  dépend  immédiatement  de  AV,  et  qu'il  en 
est  de  même  de  A  y  à  l'égard  de  Ax. 

586.  Lorsqu'on  passe  des  différences  aux  différentielles, 
la  même  dépendance  aura  donc  lieu  en  ire  âx  et  d  y,  ce  qui 
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est  bien  di lièrent  de  ce  que  Ton  remarque  dans  le  calcul 
différentiel, où,  lorsque  V  est  déterminé  à  l'aide  des  coor- 
données x  ety,  ces  coordonnées  pouvant  varier  chacune  sé- 
parément, il  n'y  a  en  général  aucune  dépendance  entre  dx 
et  dy. 

587.  Examinons  maintenant  comment  se  modifient  les 
théorèmes  démontrés  art.  581  et  582,  lorsque  les  variations 
ont  des  directions  inclinées  aux  plans  des  x,y,  et  où  par 
conséquent  le  point  M  (Jig.  1 1 5  ) ,  pour  arriver  en  N,  ne 
suit  plus  la  direction  du  prolongement  de  l'ordonnée  PM, 
comme  Je  supposaient  les  démonstrations  des  art.  581 ,  582 
et  583. 

Dans  ce  cas ,  le  point  M ,  parvenu  en  N ,  aura  reçu  un 
accroissement  d'ordonnée  qui  sera  exprimé  par  la  diffé- 
rence QN  —  PM  :  nous  aurons  donc 

(8)  variation  de  PM     ou     AV  =  QN  —  PM. 

D'un  autre  côté,  l'ordonnée  PM  de  la  courbe  primitive, 
lorsqu'elle  deviendra  P'  M',  s'accroîtra  d'une  différence  que 
nous  représenterons  par 

(9)  DV  =  P'M'-  PM. 
Nous  déduirons  de  cette  équation 

(10)  ADV  =  variation  de  P'M'  —  variation  de  PM. 

Il  s'agit  de  démontrer  que  cette  quantité  est  égale  à  DÀV. 
Pour  cela,  nous  voyons,  par  l'équation  (10),  qu'il  faut 
d'abord  déterminer  la  variation  de  P'M'.  Or  cette  variation 
se  trouve  en  supposant  qu'après  qu'elle  a  transporté  M7  en 
un  certain  lieu  N7,  on  prenne  la  différence  des  ordonnées 
de  ces  points.  On  aura  ,  de  la  sorte , 

variation  de  P'M'  =  Q' N*  —  P'M'; 

et,  comme  le  prescrit  l'équation  (10) ,  retranchant  de  cette 
variation  celle  de  PM. ,  donnée  équation  (8),  nous  trouve- 
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rons 

ADV=  Q'N'  — P'M'  —  (QN  —  PM), 
ou  plutôt 

(m)  ADV=Q'N'  —  PM—  QN  +  PM. 

D'un  autre  côté,  nous  avons 

différence  de  QN  =  Q'N'  —  QN  ; 

et  en  mettant  la  valeur  de  QN ,  tirée  de  l'équation  (8), 
dans  laquelle  on  remplacera  PM  par  Y,  on  aura 

D(V-+-  AV)  =  Q'N'  — QN; 

retranchant  de  cette  équation  celle-ci , 

DV  =  P'M'  — PM, 

il  restera,  après  avoir  réduit, 

(12)  DAV  =  Q'N'  —  QN  —  P'M'  +  PM. 

Les  seconds  membres  des  équations  (11)  cl  (12)  étant 
égaux,  il  en  résulte 

(i3)  ADV  =  DAV. 

Si  Ton  passe  aux  limites,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 
aux  infiniment  petits ,  on  aura  donc  encore 

(i4)  *dV  =  d*V, 

équation  qui  nous  fournit  encore  celles-ci  : 

(i5)  Jdr  =  dJr,     *d*  =  d*a\ 

588.  Les  équations  (i3),  (14)  et  (i5)  ont  un  degré  de 
généralité  que  nous  n'attribuons  pas  aux  équations  (4), 
(5),  (6)  et  (7);  car  elles  supposent,  comme  l'admettait 
Lag range,  que  la  variable  x,  renfermée  dans  Y,  est  une 
quantité  dont  on  peut  prendre  la  variation,  tout  aussi  bien 
que  celle  de  y  comprise  également  dans  Y. 

589.  Les  équations  (1 4)  et(i5)   vont  maintenant  nous 
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servir  à  modifier  convenablement  les  formules  qui  con- 
tiennent des  différentielles  et  des  variations;  car  les  for- 
mules qui  ne  contiendraient  que  des  variations  ne  durè- 
rent pas  des  différentielles.  Aussi ,  comme  le  dit  Lagrange, 
le  calcul  des  variations  a-t-il  pour  but  de  differentier  sous 
un  nouveau  point,  de  vue  des  quantités  qui  ont  étç  diffe- 
rentiées  sous  un  autre.  C'est  ce  que  Ton  sentira,  si  Ton 
fait  attention  que  déterminer  la  variation  d'une  fonction  V 
de  y,  se  réduit  à  trouver  l'accroissement  de  cette  fonction 
lorsque  y  s'augmente  de  la  quantité  infiniment  petite  ây; 
il  est  évident  que  cette  question  doit  conduire  aux  mêmes 
règles  que  celles  que  l'on  emploie  pour  obtenir  les  différen- 
tielles ordinaires. 

590.   Par  exemple,  si  l'on  voulait  avoir  la  variation  de 

V  =  a  -+-  ny-  : 

nommant  V  ce  que  devient  V  lorsque  y  s'accroît  de  la 
quantité  infiniment  petite  dy,  on  aurait 

\'=za+n{y  +  ty)\ 

d'où  l'on  déduirait 

V— V     ou      JV  =  2nySy  H-  nSy-; 

passant  à  la  limite,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  effaçant 
le  terme  ndy*,  qui,  étant  un  infiniment  petit  du  second 
ordre,  doit  être  supprimé  à  côté  du  terme  i  ny  ây  (art.  230), 
il  resterait  pour  la  variation  cherchée 

S  V  =  2  ny  S  y , 

et  l'on  voit  que  le  procédé  est  absolument  le  même  que 
celui  qui  déterminerait  la  différentielle  de  V,  qu'on  sait 
être 

d  V  r=  7.  ny  t\  r . 

5ÎM.   En  général,  pour  trouver  la  variation  dune  fonc- 


t 
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tioa  V,  dont  la  différentielle  est 

(16)  dV=  Md.r  +  Nd/4-  Vdp  +  Qdq  -f-.  .., 

il  suffira  de  changer  la  caractéristique  d  en  cî,  ce  qui  don- 
nera 

(17)  JV  =  MJjc-+-NJj-4-  Vdp-hQSq  -+- 

Nous  pouvons  même  remplacer  M,  N,  P,  Q,  etc.,  par  les 
coefficients  différentiels  que  ces  lettres  représentent,  et 
nous  aurons 

(,8)        *V  =  ^x  +  ^*/  +  ^/»+p^+.... 
'  dx  dy  dp  dq 

592.  Nous  ne  changeons  pas  dj  en  ây  dans  les  coeffi- 
cients différentiels  5  car  l'un  de  ces  coefficients  différentiels , 
le  premier  par  exemple,  étant  le  quotient  de  Mdx  par  djr, 
on  doit  avoir  M  pour  résultat,  tout  aussi  bien  que  si  l'on 
divisait  Max  par  âx]  il  en  est  de  môme  des  autres.  Aussi 

les  coefficients  différentiels  -r—  >  -=—  ?  -7—5  etc.,  ne  renfer- 

dx     dy     dp 

ment-ils  d,r,  dy,  dp*  qu'en  apparence,  et  ne  sont-ils  dans 

le  fond  que  de  véritables  fonctions  dey,  de  /?,  de  ej1  etc. 

593.  Remarquons  que,  quoique  les  variations  soient 
des  différentielles  d'un  genre  particulier,  il  ne  faut  pas 
croire  que  âx  soit  à  l'égard  de  ây  ce  que  d x  est  à  l'égard 
de  dy.  En  effet ,  on  choisit  ordinairement  d  x  pour  variable 
indépendante,  et  l'on  ne  peut  faire  la  même  chose  à  l'égard 
de  âx]  car  nous  avons  vu  (art.  586)  que  âx  dépendait 
de  ây.  Aussi  la  variable  indépendante  qui  détermine  l'ac- 
croissement de  y  n'est  pas  x ,  mais  la  constante ,  qui  de- 
vient variable  lorsque  les  points  de  la  courbe  changent  de 
position.  L'hypothèse  de  différent iation  est  donc  différente. 
Par  exemple,  si  Ton  a  l'équation 

fr  y  —  ft2.v-9 
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et  qu'eu  supposant  x  constant  et  a  variable,  on  cherche  le 
coefficient  différentiel ,  nous  trouverons ,  en  désignant  par  h 
l'accroissement  de  a , 

a  -j-  /•  y  a-  x'- 

\  '  —  y                    b*        X           br       2  ax-       x- 
* -         —  —- i /  . 

accroiss.  de  a  X  b*  bz     ' 

si,  au  contraire,  regardant  a  comme  constant,  on  fait 
varier  seulement  x,  dont  nous  représenterons  l'accroisse- 
ment par  h ,  on  a 

a1  ,  ,  a- 

—   x  -4-  //]'  —  -rx7 
y  —y        __  b3  '  '         bz       __ia2x        a7 

accroiss.  de  x  h  b*  b* 

La  première  hypothèse  appartient  à  la  courbe  variée ,  et  la 
seconde  à  la  courbe  primitive;  et  Ton  voit  qu'en  passant  à 
la  limite,  on  obtient 


dy       2a7x 

or       i  ax7 

dx~~     A»     * 

$a  ~~      bz 

ce  qui  montre  évidemment  que  la  variable  indépendante , 
dans  le  cas  que  nous  considérons,  loin  d'être  dx,  est  da\ 
mais  lorsque  nous  déterminons  la  variation  d'une  fonc- 
tion V  dej^,  nous  n'examinons  pas  s\y  varie  par  l'accrois- 
sement que  reçoit  x,  ou  par  celui  que  reçoit  une  constante; 
aussi  le  procédé  qui  détermine  la  variation  est-il  le  même 
que  celui  qui  sert  à  différentiel*. 

594.  Cependant,  on  se  tromperait  bien  si,  parce  que 
dx,  dy,  dp,  etc.,  entrent  dans  <ÎV  comme  dx ,  d/,  dp,  etc., 
entrent  dans  dV,  on  concluait  que  d\  est  égal  à  dV.  Ce 
qui  établit  une  différence  entre  ces  expressions ,  c'est  qu'on 
ne  saurait  assimiler  dx,  dy,  dp,  etc.,  dont  se  compose  la 
première,  aux  différent! elles  dx ,  dy,  dp,  etc.,  qui  consti- 
tuent la  seconde.  En  effet,  dx ,  dy,  dp,  etc.,  d'après  ce  qui 
précède,  comportant  une  autre  \ariable  indépendante  que 
celle  qui  a  lieu  pour  les  différentielles  d.r,  dy.  d/>,  etc.,  il 
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en  résulte  qu'on  doit  être  conduit,  par  des  hypothèses 
différentes  de  diilérentiation ,  à  des  résultats  différents. 
Aussi,  lorsqu'une  formule  contient  h  la  fois  des  différen- 
tielles et  des  variations ,  nous  ne  devons  point  confondre 
ces  deux  sortes  de  quantités  -,  dans  le  cas  où  une  semblable 
formule  a  lieu,  le  théorème,  de  l'art.  581  devient  appli- 
cable, et  nous  allons  voir  qu'il  suffit  pour  établir  une  diffé- 
rence entre  les  résultats  amenés  par  le  Calcul  des  varia- 
tions  et  ceux  qui  nous  sont  fournis  par  le  Calcul  différentiel. 
Cherchons ,  par  exemple ,  la  variation  de  la  formule 

d  v 

Pour  cet  effet,  on  déterminera  la  variation  par  la  règle  des 
fractions,  donnée  art.  16,  et  nous  obtiendrons 

_  dxddy —  dràdx        8i\r       pddx 

uj5  gx  dx 

transposant  les  signes,  ainsi  que  les  équations  (i5) 
(art.  587)  en  donnent  le  droit,  on  aura  pour  la  varia- 
tion de  />, 

àèy  dtx 

(,9)  ^="dJ  -p~dx-' 

En  cherchant  ensuite  la  variation  des  formules 

dp  dq 


d  x  '  dx 


on  trouverait  de  même 


_     dx§dp  —  dpàdx  dxSdq —  dqddx 

àq    =  -j— ,        Sr  =    !_ i ; 

d*1  dx2 

effectuant  la  division  et  remplaçant  -~-  et  -—  par  a  et  par  i\ 


on  trouverait 


*  $dp  §dx        ,  §dq  d$x 

vq  =  — - —    —  q  — ; —    ,       o  r  z=z    t-1 r 


dr  '    da 


v 
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*  l  en  transposant  les  signes. 

_     àou  dox  d$q  dix 

{2o:    6q  =  -z-i-  —  q  -- —  ,   or=-j r  -= 

'    dx  dx  dx      dx 

Remarquons  que  la  formule  (ij)  ne  ressemble  à  la  for- 
mule  (16),  dont  elle  a  été  déduite,  que  parce  qu'on  n'a 
pas  mis  en  évidence  les  différentielles  renfermées  implici- 
tement dans  les  fonctions  p.  q.  r,  etc.  ;  mais  si  nous  rem- 
plaçons dp.  d  q  et  S  r.  par  les  valeurs  que  fournissent  les 
équations  (19)  et  i  20 »,  et  que  nous  rassemblions  d'une 
part  les  termes  positifs  et  de  l'autre  les  termes  négatifs, 
nous  trouverons 

3\  =  M3x  +  yïr  -+-  -L  Pdo  >  +  Qdop  -f-  Rdàq  -+-..-, 

d  x 

ï—  (ï>p  +  Q7  +  Rr...). 

dx 


Lorsque    y  seul   reçoit  des  variations ,   cette  équation  se 
réduit  à 

'  d-r  x    dx  dx 

et  comme ,  en  transposant  les  caractéristiques,  on  obtient 

dSp        Sdp        od.dv        d'à  y 
dx  dx  dx7  dx* 

dtq  __  od.d'r  __  d'Sy 
dx  dx''  d  x-1 

on  aura,  en  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (21), 

do  y  d7Sr  d3<îr 

595.  Appliquons  maintenant  la  formule  (19)  à  la  re- 
cherche de  la  variation  de  la  sous- tangente.  Pour  cet  effet, 
si    dans  l'expression  delà  sous- tangente,  qui  (art.  71)  est 

d  .v 
y  -r-  ?  nous  éliminons  le  coefficient  différentiel  au  moven 
d  > 
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i\  y  y 

de  l'équation  -r—  =  p,  nous  aurons  -  pour  cette  sous- 
tangente  5  prenant  la  variation  par  la  règle  des  fractions 
(art.  16),  nous  trouverons 

.  3y        y$p 

o  so  us-tan  sente  =  —  —    — -  : 

P  Pz 

mettant  dans  cette  équation  la  valeur  de  !?/?,  donnée  par 
l'équation  (19),  nous  trouverons 

.  S  y        rddr       ydàx 

0  sous-tangente  =. ; —  H —  ; 

p  p7dx         pdx 

d  Y 

remplaçant  p  par  sa  valeur  -p-  ?  nous  obtiendrons 

%À  *â* 

ci  JC  y  d  X  Y 

à  sous-tangente  =z   - —  S  y  —    - —  ddy  -\ — —  d$x. 
ô  dy    J  dy2        J         dy 

596.  Le  théorème  renfermé  dans  l'équation  (14) 
(art.  587),  qui  seul  jusqu'à  présent  nous  a  servi  à  établir 
une  diiFérence  entre  les  résultats  fournis  par  la  différen- 
tiation  et  ceux  qui  sont  donnés  par  le  calcul  des  variations, 
va  nous  offrir  encore  des  corollaires  très-remarquables.  En 
effet,  si  dans  l'équation  (14)5  Page  439,  on  change  V  en  dV, 
on  aura 

§d2V  =  drîdV; 

transposant  la  caractéristique  du  second  membre ,  on 
obtiendra 

<îd2V  =  d2§V. 

Par  des  procédés  analogues,  on  parviendrait  à  cette  équa- 
tion générale, 

§dn\  =  dn$V. 

597.  La  même  équation  (14)  va  nous  conduire  à  un 
théorème  non  moins  important.  Pour  cela,  si  nous  repré- 
sentons par  U  une  certaine  fonction  de  x ,  de  y,  de  dx,  de 
à*x .  de  d3x,   etc.,  de  dj,  de  A%y,  de  d3j,  etc.,  et  que 


•à 
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nous  appelions  \    l'intégrale  de  celte  fonction,  nous  trou- 
verons 

aal  /'U=V; 

différent]  an  t.  il  viendra 

II  =  d  V, 
et,  par  conséquent, 

transposant  la  caractéristique  du  second  membre,  en  vertu 
de  l'équation  (  1 4  )  ?  on  trouvera 

intégrant  ,  il  viendra 

Jàl)  =  SW; 

éliminant  \    au  moyen  de  l'équation  (22),  on  obtiendra 
enfin 

ï'-3)  JSV  =  3fV     ;*); 

ce  qui  nous  apprend  que  l'intégrale  de  la  variation  d'une 
fonction  est  égale  à  la  variation  de  cette  intégrale. 

598.  On  peut  déduire  de  ce  théorème  un  autre  qui  lui  est 
analogue  pour  les  intégrales  doubles. 
En  effet,  si  nous  supposons 

\  *  )  Le  théorème  renfermé  dans  cette  équation  a  Heu  également  pour 
les  différences  finies.  En  effet,  si  jjans  l'équation  'i3) ,  page  /|3(j,  on  fail 
l)V  =  l" ,  cette  équation  deviendra 

Al   =DAV; 

intégrant,  on  aura 

.->',)  £4U=A\; 

«nais  de  l'équation  DV  =  l    on  tire 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (x'j),  on  obtiendra 

2AT=  A£l\ 
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l'équation  (  23  )  nous  donnera 

et  en  transposant  les  signes  f  et  â  (art.  599) ,  on  obtiendra 

SS*i  =  »//->■■ 

On  trouvera  de  même 

ainsi  de  suite. 

599.  Les  théorèmes  démontrés  dans  les  arl.  597  et  598 
nous  offrent  de  nouveaux  principes  que  nous  pouvons 
maintenant  employer  simultanément  avec  celui  que  ren- 
ferment les  équations  (i5),  page  43o,}  c'est  ce  que  nous 
allons  faire  en  cherchant  quelle  est  la  variation  de  la  for- 
mule intégrale  indéfinie  f  U,  dans  laquelle  U  est  une  fonc- 
tion de  .r,  de  y  et  des  différentielles  d*r,  dsx,  d3  x,  etc., 
dy,  à? y,  d3j',  etc.  Pour  cet  effet,  supposons  qu'on  ait 
trouvé  par  les  procédés  du  calcul  différentiel 

dU  =   m  d  x  -f-  n  d5  x  -h  p  d*x  -|-  q  d*  x  -f-  .  .  . 
-f-  Mtlj  -f-  Nd2/  4-  Pdj-hQd^j-h  .  .. 

Nous  pouvons  regarder  cette  équation  comme  provenant  de 
celle  d'un  ordre  immédiatement  inférieur,  dont  on  voudrait 
prendre  la  variation.  La  dernière  différcntiation  qui  nous  a 
fourni  la  valeur  de  dU,  nous  ayant  donné 

d\J  =  mdx  -t-  nd.dx  -+-  pd.d7x  -f-  qd.dïx 
-f-  Mdj  -hTïd.djr  -+-  Pd.d'r  -f-  Qd.d3^, 

et  notre  intention  étant  de  faire  rapporter  cette  dernière 
opération  à  une  variation,  nous  avons  séparé  par  un  point 
sur  la  droite  la  caractéristique  qui  y  est  relative  dans  les 
termes  qui,  autres  que  màx  et  Md^,  ont  subi  plusieurs 
différentiations.  et  alors,  ainsi  que  nous  l'avons  fait 
(arl.   591)    pour  l'équation  (16),  changeant  cette  carar- 
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téristiquc  en  J,  nous  obtiendrons 

,    0  %      (  SU  =  mSx  -\-  nêdx  -f-  p$d*x  +  (jàdïx 

(23)       1 


intégrant  et  mettant  ensuite,  dans  le  premier  membre  de 
cette  équation ,  la  caractéristique  d  devant  le  signe  d'inté- 
gration y,  comme  on  en  a  le  droit  (art.  597) ,  on  aura 

^   >\  +/M^H-/N^r-h/P^j+/Q^j+.... 

Si  dans  le  second  terme ,  fn  âdx ,  on  transpose  la  caracté- 
ristique ,  et  que  l'on  intègre  ensuite  par  parties  (art.  279) , 
on  trouvera  d'abord 

JndSx  =  nSx  — JSxdn. 

Pour  faire  subir  la  même  opération  au  troisième  ternie, 
nous  obtiendrons  préliminai rement,  en  transposant  les 
signes  du  second  membre , 

fpdd'x  =  fpd'Sx, 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi  : 

JpSd'x  =  fpd{ddx), 

et  en  intégrant  ensuite  par  parties,  on  trouvera 
/  27  )  f  p Sd7x  = p d  S x  —  f  dpdSx. ... 

L'intégration  par  parties  pouvant  s'appliquer  aussi  à  la 
dernière  intégrale  de  cette  équation ,  dans  laquelle  le  double 
signe  de?  affecte  x ,  nous  aurons  de  même 

JdpdSx  =  dpiïx  —  J d2p  Sx  ; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (  27) ,  nous  obtieri- 

drons 

f  pS  d7x  =  pd  8 x  —  d  pSx  -j-  fd*pSx. 

Appliquant  un  même  procédé  aux  intégrales  J q$à*x ,  etc., 
nous  continuerons  à  intégrer  par  parties  jusqu'à  ce  qu<* 
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nous  parvenions  à  une  intégrale  qui  ne  contienne  plus 
de  différentielles  de  x  mêlées  à  des  intégrales,  et  nous 
trouverons 

fqàd*x  =  qd7Sx  —  dqdàx  -h  d*çSx'-~  fd*q$xy 

ainsi  de  suite. 

Opérant  de  même  pour  j,  et  réunissant  d'une  part  les 
termes  qui  sont  délivrés  du  signe  y,  et  de  l'autre  ceux  qui 
en  sont  affectés,  on  aura  ce  résultat 

#  J/Usr  (/*  —  d/7-h  d2?  —  ...)** 
-h  (/?  —  d^H-  ...)d<î.r 
4-  (7  — .  .  .)  d*8x  4-.  .  . 

(28)  l  +  (N-dP  +  d'Q— ..)*r 

K     M  4-  (P-dQ4-...)d*r 

4-  (Q  — ...)d'*r  4-..  . 
4-  /(/w  —  dn  4-  d1/?  —  d3^  -f-,  .  .)£* 
-h  /(M  —  dN-f-d'P  —  d'Q+...)^, 

600.  Par  exemple ,  si  l'on  a 

fax7  4-  df 
U  =  -j=z > 

en  écrivant  ainsi  cette  équation 


U=  fax*  +  djr*  X  -j=> 

vr 

on  différentiera  par  la  règle  de  l'art.  14,  en  se  servant  de 
la  caractéristique  cî  au  lieu  de  d ,  et  Ton  aura 

(20)      <JU  =  fax2  4-  d/2  X  —^7=  -h  4r  *  ^d-c2  H-  dj2  ; 

les  valeurs  des  variations  indiquées  étant  ensuite  détermi- 
nées par  les  règles  des  nos  16  et  21 ,  on  trouvera 

\X  y  yy  2  yàx7  -+-  Ay1 

29 
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mettant  ces  valeurs  dans  1  équation  (29  i ,  et  exécutant  les 
opérations  indiquées,  on  obtiendra 


0  U  =  —  7  — « F or  -h  — 


dx  -f-  d  vod  v 


r  s  y  SX  \ux* -f-  dv: 

faisant  pour  simplifier 

V^dx*  -h  dj7  =  d.*, 

cette  valeur  de  dU  se  réduira  à 

*,,  .     ds     .  dx       _  .  d  v       m  _ 

r  sx         ds\x  dssx 

En  comparant  cette  équation  à  la  formule  (  a5) ,  on  trouvera 

__  ,     d.f  dx  dr 

M=  — {■ — 7=.     *  =  - — =»     N  =  — ^=; 

r  v j  «*\.r  d5V> 

m  =  o,     p  =  o,     q  =  o,     P  =  o,     Q  =  o,  etc.; 
et  l'équation  (28) ,  réduite  dans  notre  cas,  à 

f/U  =  Ji**4-N*r  +  /[  —  dnSx  +  (M-dN)5/], 

devient 

*  rtr         dx  dr 

Cette  manière  de  déterminer  la  variation  de  /U  appar- 
tient à  Lagrange;  mais,  quoique  la  marche  de  ses  opé- 
rations soit  assez  simple,  on  peut  trouver  à  son  procédé 
l'inconvénient  de  confondre  trop  les  quantités  différen- 
tielles avec  les  quantités  finies.  Euler,  qui  donna  au  Calcul 
des  variations  une  forme  plus  en  concordance  avec  sa  vraie 
métaphysique,  remplaça  U  par  la  fonction  Vdx,  dans 
laquelle  V  est  une  fonction  des  variables  x  ,  y,  et  de  leurs 
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coefficients  différentiels  successifs  /?,  q,  etc. ,  et  en  trouva  à 
peu  près  de  la  manière  suivante  la  variation  (*). 

601 .  On  a  d'abord  par  le  théorème  renfermé  dans  l'équa- 
tion (a3)  (art.  597) 

(3i)  df\dx  =  fâ{Vàx)', 

la  variation  de  Vdx,  indiquée  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  se  déterminera  par  le  procédé  de  l'art.  14, 
et  en  cela  nous  agirons  d'une  manière  entièrement  con- 
forme à  l'hypothèse  où  l'on  regarde  ces  variations  comme 
des  quantités  infiniment  petites-,  car,  dans  cet  art.  14, 
nous  n'obtenons  la  différentielle  d'un  produit  de  deux  va- 
riables qu'en  nous  bornant  au  premier  terme  de  la  diffé- 
rence, ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  en  négligeant  les 
termes  en  /i%  en  /i8,  etc.,  du  produit  z'y' .  Ainsi,  en  dé- 
terminant la  variation  comme  on  le  ferait  pour  un  produit 
de  deux  variables,  nous  aurons 

8\dx=  Vddx-hdxSV} 

et  en  transposant  les  signes  â  et  d,  en  vertu  de  l'équa- 
tion (i3),  page  439?  on  trouvera 

S(\dx)  =  VcRjc-h  dxSV. 

Au  moyen  de  celte  valeur,  l'équation  (3i)  deviendra 

(32)  8fYdx  —  J'Vddx-t-fdx§V. 

Appliquant  au  premier  terme  du  second  membre  de  cette 
équation  l'intégration  par  parties,  qui ,  comme  conséquence 
de  l'art  14,  suppose  encore  que  â  affecte  des  quantités  infi- 
niment petites ,  ce  premier  terme  deviendra 

/  V  d  Sx  =  V  * x  —  /  d  V  Sx  ; 

(*)  Euler  et  Lagrange  considéraient  encore  dans  V  d'autres  variables  r, 
t,  »,  «',  etc.;  c'est  une  hypothèse  que  nous  examinerons  bientôt,  et  nous 
verrons  qu'elle  ne  complique  pas  la  solution  du  problême. 

29. 
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cette  valeur  changera  l'équation  (32)  en 

(33)  o7Vdj=V^  +  /(dxoV-'dV^;. 

Développons  maintenant  la  quantité  qui  est  entre  les  pa- 
renthèses :  pour  cela,  nous  aurons  préli  minai  rement 

7  dar  d/-  d  /?  d^  clr 

remplaçant  les  coefficients  différentiels  par  les  lettres  M. 
N,  P,  Q ,  etc. ,  cette  équation  nous  donnera 

(35)  dV=Mdx-|-Ndj  -hPd/>-hQd?  -+-  Rdr+    ... 

Changeant  la  caractéristique  d  en  dt  nous  obtiendrons  pour 
la  variation  de  V 

équation  dans  laquelle  les  fonctions  M ,  N ,  P,  Q ,  R  ,  etc. , 
des  variables  y,  p,  q,  r,  etc.  ,  sont  les  mêmes  que  dans 
F  équation  précédente  (art.  592). 

Substituant  ces  valeurs  de  d  V  et  de  d  V  dans  l'expression 
renfermée  entre  les  parenthèses  de  l'équation  (33),  nous 
changerons  cette  expression  en 

d^V  —  d\$x  =  n(dxdy  —  dy§x) 

-+-  V(dx$p  —  dp$x) 
-+-  Q  (dxSq  —  dqêx) 
-+-  TL(dx$r  —  drSx)  -f- .  . .  ; 

faisant  dans  ce3  équations 

dy  =zpdx ,     dp  =  qdx ,     dq  •=  rdx ,     dr  =  sdx ,  etc., 

nous  aurons 

dx*V  —  dV$x  =  ïïdx($y  —pSx) 

-+-  Pdx(àp  —  qàx) 
(36)  {  +Qdx{6q  —  r$x) 

-+-  Rd.r  (dr  —  $£.r) 
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Soit 

(37)  £j  —  pox  =  u; 

et  différentions  en  employant  pour  pâx  le  procédé  de  la 
différent!  a  lion  des  produits  de  deux  variables  (art.  14), 
nous  trouverons 

(38)  d  Sjr  — pdâx —  d/>»î.r  =  dw; 

prenons  ensuite,  par  le  même  procédé,  la  variation  de 

àyzzzpàx, 
nous  aurons 

3  à  y  =  p$dx  -+-  dx  §p  ; 

et  en  transposant  les  signes  â  et  d, 

(39)  "  dSjr  =  pd§x  -f-  dxSp. 

Au  moyen  de  cette  valeur  de  d  à  y,  nous  convertirons 
l'équation  (38)  en 

dxdp  —  dpBx  =:  d  w; 
remplaçant  dp  par  qàx,  cette  équation  deviendra 

d  x  (  Sp  —  q  è  x  )  =  d  w  , 

et  par  conséquent 

_  dw 

ce  qui  est  la  valeur  comprise  entre  les  parenthèses  dans  la 
seconde  ligne  de  l'équation  (36). 
On  trouvera  de  même 

dx(Sa  —  rSx)  =  d  •  -r- ,      d#(àr — .vdjc)  =  d  (  -z-d>  —  ) ,  etc.; 
.  dx  '  \dx      dx) 

par  ces  valeurs,  l'équation  (36)  deviendra 

d.r£V—  dV<î^:=Nwdx  +  Pdw  +  Qd.  J?-f-Rd(  r—d-r?  Kclc 

dx  \dx      dx/ 

Par  conséquent,  l'intégrale  que  renferme  le  second  membre 
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de  l'équation  (33)  sera 

!f(dx§V  —  dV^)  =  /N«do:-f-/Pdw-4-/Qd.^ 

intégrant  par  parties  tous  les  termes  qui ,  dans  ce  second 
membre,  contiennent  des  différentielles  de  w,  du  Ier,  du  2e, 
et  du  3e  ordre ,  etc. .  nous  aurons 

et,  parce  que  la  différentielle  de  Q  se  prend  par  rapport 
à  x ,  on  pourra  écrire  ainsi  cette  dernière  équation , 

/>^,dw      ^dw        fdQ. 

intégrant  de  nouveau  par  parties  le  dernier  terme  de  cette 
équation ,  elle  nous  donnera 

rnA   dw      ndo>      dQ     _l.  r    a    dQ 

/Qd-tG  =  Qdï-d7w+>d'dT- 

En  opérant  de  même  pour  le  terme  en  R ,  on  trouvera 

R  d(  —  d  -—\  —  R  — d-  —  —  —  •—      —  (d  —  \ 
J      '     \dx        dx]  dx        dx       dx    dx       dx  \      dx 

\ax        dx 
Substituant  les  valeurs  de 

/Pdo„     de     /Qd.^,     de     /a.d^d.Q.etc, 

dans  l'équation  (4°)>  ordonnant  par  rapport  à  o>  et  à  ses 
coefficients  différentiels  >  et  réunissant  ensuite  les  termes 
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qui  sont  affectés  du  signe  d'intégration,  nous  trouverons 

/(d^V-dV^)  =  w(p_^  +  ^d.^---... 

\    dx   dx       âx 

dw  /     dR      \    i  1     dw  ^ 


4-/wdxf  N 


dP    i  .ilQ    i  ,  i  ,  dR     . 

\ d .  — -£ d  •  —  d  • h . . .  ]  • 

dx      âx      dx       dx      dx      dx 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (33) ,  à  laquelle  on 
ajoutera  une  constante  ,  pour  tenir  lieu  de  toutes  celles  que 
l'intégration  par  parties  exigera,  on  aura  enfin 

VVdx  =  W,+.(p-g  +  £d.g_...). 

dw  /    dR      \        i  .  dw/¥1 

H-  t—  Q  ~  "i 1~  •  •  >  etc-  -+-"î—  d  »  j-(R  —  . .  .)»  etc. 

dx  \    dx  )  dx       dx 

r     ,   /_.   dP    i   .  dQ    i     i    dR     \ 
-4-  /w  dx  N  —  —  +  -—  d  .  3->  ^-  —  d  •  —  d  •  — ,  etc.  ) - 
°  \         dx       dx       dx        dx       dx       dx  J 

Et  en  prenant  dx  pour  variable  indépendante ,  cette 
"équation  *pourra  se  mettre  sous  la  forme 

*  f  V  dx  =  Y$x  4-  »  (p  - 13  +  J5  - .  . 

^  \  dx        dx2 


Yp) 


dw/  dR  \        dJw/f^ 

+  dx(Q-"d^^---)+dx^(R--    ••)'e,C- 

4-  /  w  d  x     PS s h  -i-T i —  »  elc 

•y  \  dx        dx'         dx»  ' 


4-  constante. 


602.  Cette  solution  d'Euler  suppose  donc  que  la  fonction 
U  de  Xi  de  y  et  des  différentielles  des  différents  ordres  de  x 
et  de  y  puisse  se  ramener  à  la  forme  \dx.  Or,  cela  n'est 
pas  toujours  possible 5  car  si,  par  exemple,  on  avait 

,  .    .  ,T       d2  r        d  y  d2x 

x^    '  dx        dx  dx 
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et  que  1  on  fit 

dr  =.  pdjc. 

on  trouverait  par  la  difTérentiation  ? 
t%5,  &jr  =  dpdx  ~ pé-x; 

mettant  ces  Talears  dans  1  équation  (4a  u  on  obtiendrait 

dp 


U=-pdx4-2^ 


dx  rdx 

on  plutôt 

_        .     dr  dr    dsj 


dx   h       dx     dx 

et  Ton  voit  que  le  second  membre  ne  se  réduit  pas  à  la 
forme  Vdx.  m 

Mais  cela  aurait  lieu  si  t  au  contraire,  on  avait 

__d2r       drd'x 
U~   dx"~dxd7; 

car  la  valeur  de  d*^,  donnée  par  l'équation  (43)  7  étant 
mise  dans  celle-ci ,  la  réduirait  à 

dx 

603.  La  principale  application  du  calcul  des  variations 
se  rapporte  à  la  solution  don  genre  de  problèmes  de 
maxima  et  de  minima ,  qu'on  tenterait  en  vain  de  résoudre 
par  la  méthode  exposée  art.  97  et  98.  On  a  vu  que  cette 
méthode  consistait  à  déduire  de  l'équation  y  =fx  du  pro- 
blème, la  valeur  de  -=— ,  qu'on  devait  égaler  à  zéro  ou  à 

l'infini ,  pour  obtenir  la  relation  entre  x  et  j',  qui  doit 
avoir  Heu  au  maximum  ou  au  minimum;  mais  si,  dans  le 
problème  proposé,  on  nous  donnait  seulement  la  formule 
intégrale  f  V dx,  dans  laquelle  V  serait  une  fonction  de  or» 
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de  y ,  de  p,  de  </,  etc.  ,  et  qu'on  demandât  quelle  est,  parini 
toutes  les  courbes  qui  jouissent  de  la  propriété  commune 
fYdx,  celle  pour  laquelle  yVdx  est.  un  maximum,  un 
tel  problème,  serait  d'une  nature  bien  différente  que  ceux 
que  nous  avons  résolus  sur  les  maxima  ou  minima.  On  se 
tromperait  donc  bien  si  Ton  croyait  que,  pour  en  obtenir 
la  solution,  il  suffirait  de  passer  à  la  différentielle  en  ôtant 
le  signe  d'intégration,  et  en  écrivant  \dx.  Cela  ne  con- 
duirait à  rien,  puisque  la  caractéristique  f,  qui  ici  nous 
indique  que  c'est  x  que  Ton  fait  varier,  n'est  plus  le  signe 
de  l'opération  contraire  à  celle  qui  se  rapporte  à  des  varia- 
tions. Aussi  voit-on  qu'au  lieu  de  passer  d'une  courbe  à 
l'autre,  on  resterait  sur  la  même  courbe,  ce  que  nous  ne 
pouvons  admettre,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  art.  (377. 
Ce  ne  sera  donc   point    Vax   que,  d'après    la    méthode 
ordinaire  des  maxima  et  minima  ,  on  devra  égaler  à  zéro , 
mais  d/Vdx,  parce  qu'alors,  quoique  nous  ignorions  la 
relation  qui  existe  entre  x  et  y  renfermés  dans  V,  nous  ne 
considérons  pas  moins  y  comme  une  fonction  de  x ,  et  par 
conséquent  J Ydx  comme  une  autre  fonction  de  .r,  dont  la 
variation  est  indiquée  par  le  signe  cî,   variation  due  aux 
accroissements  successifs  que  reçoit  une  constante  qui ,  le 
plus  souvent,  ne  paraît  pas  dans  les  calculs. 

L'intégration  de  J*\dx  ne  pouvant  donc  s'exécuter  sans 
qu'il  ne  soit  établi  une  relation  entre  x  et  y,  nous  allons 
voir  que  cette  valeur  va  nous  être  fournie  par  la  condition 
môme  du  maximum.  En  effet,  la  variation  dey  Ydx  ayant 
été  déterminée  par  l'équation  (41)  5  nommons  pour  plus  de 
simplicité  X  la  partie  qui  s'y  trouve  hors  du  signe  d'intégra- 
tion ;  la  variation  âf\dx  étant  nulle ,  dans  le  cas  du  maxi- 
mum ?  nous  aurons  donc 

t//\  >        /•    1     /w       dp       d2Q  \ 

(44  j   *  4-  J  wcIjc  I  N  —  -r 1-  -p^  —...)-{-  constante  =  o, 
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dp  (|JQ 

604.  On  reconnaît  dans  le  facteur  N  —  -. h  -p-^ — •..., 

de  cette  équation ,  la  quantité  qui ,  égalée  à  zéro  ,  exprime , 
équation  (122)  (art.  4<>4)  >  la  condition  d'intégrabilité  de 
Yd.r;  par  conséquent,  il  suffit  que  X  dx  soit  susceptible 
d'intégration  pour  que  le  ternie  affecté  du  signe  J  s'éva- 
nouisse dans  l'équation  (44)-  ^c  terme  s'évanouit  égale- 
ment lorsque  Xdx  n'est  pas  intégrable;  car  alors  les  termes 
en  x  et  enj*,  renfermés  sous  ce  signe,  ne  peuvent  opérer  la 
destruction  des  termes  en  x  et  en  y  des  autres  ternies  de 
l'équation  (44)?  qui ,  étant  délivrés  du  signe  d'intégration, 
sont  d'une  nature  différente.  Il  suit  de  là  que  si  Ton  repré- 
sente l'équation  (4i)  par 

(4$)  À  -h  fp  d  x  -+-  constante  =  o  , 

on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équalion  qu'en  faisant 

).  -h  constante  =  o  ,     fpdx  =  o. 

605.  Celte  dernière  équation  détermine  en  général  une 
courbe,  et  n'exprime  autre  chose  que  la  sommation  d'une 
infinité  d'éléments  que  l'intégration  convertit  en  courbe. 
Nous  entrevoyons  déjà  que  la  partie  X  -f-  constante  de  l'é- 
quation (45)  ne  peut  se  rapporter  qu'à  des  points  isolés. 
En  effet,  l'équation 

a  -h  constante  =  o  , 

étant  une  équation  rationnelle  en  x  et  en  y  renfermés  dans 
A,  il  s'ensuit  que  cette  équation  ne  comporte  qu'un  nombre 
limité  de  valeurs,  qui  seront  déterminées  par  le  degré  de 
cette  équalion  lorsqu'on  y  aura  mis  la  valeur  de  y  en  o:;  je 
dis  de  plus  que  les  points  déterminés  par  ces  valeurs  ne  se 
rapportent  qu'aux  extrémités  de  la  courbe.  En  eflet ,  lors- 
qu'on donnera  des  valeurs  particulières  a  et  h  aux  varia- 
bles x  et  r,  on  ne  fera  que  déterminer  la  valeur  de  la  con- 
stante qui  entre  dans  l'équation  (.{5)  en  fonction  de  a  et 
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de  è,  valeur  qui  se  rapporte  toujours  au  commencement  et 
à  la  fin  de  l'intégrale. 

606.  La  condition  fpdx  =  o  nous  donne 


/( 


*r         dP         d'Q  \       A 

N  —  j hji--  ..     wdxt=o; 

ax       ax* 


et  comme  la  différentielle  d'une  fonction  égale  à  zéro  est 
nulle  aussi  bien  que  cette  fonction  (art.  63) ,  on  peut  ôter 
le  signe  d'intégration,  ce  qui  nous  donnera 

équation  à  laquelle  on  satisfera  en  faisant 

tr    \  m         dP         dïQ 

K*J)  dx       dx* 

m 

Cette  équation  établit  la  relation  qui  doit  exister  entre  x 
el  y  pour  la  courbe  du  maximum  et  du  minimum. 

607.  Observons  que  la  propriété  f\dx  appartient  à 
toutes  les  courbes  que  nous  considérons ,  et  que  nous  pou- 
vons passer  de  l'une  à  l'autre  par  degrés  imperceptibles, 
en  faisant  accroître  V  d'une  quantité  infiniment  petite  d\ . 
Dans  cette  hypothèse,  V  devenant  V-hcîV,  la  formule 
f  V d x  se  change  enf(V-\-ôV)dx,  et  s'accroît  de  la  quan- 
thé  fdY dx,  quantité  qui,  par  la  transposition  des  signes 
f  et  (î,  revient  à  dfYdx.  On  reconnaît  dans  cette  expres- 
sion la  variation  dont  nous  avons  déterminé  la  valeur  par 
l'équation  (4i)  (art.  601),  et  qui  devant,  comme  f  Vd x, 
appartenir  à  toutes  les  courbes  du  genre  que  nous  consi- 
dérons ,  n'en  spécifie  aucune  en  particulier.  En  égalant  en- 
suite à  zéro  la  variation  df\dx,  nous  déterminons  cette 
courbe  quelconque  qui  jouit  de  la  propriété  requise,  à  de- 
venir, entre  toutes  les  autres,  celle  qui  convient  au  maxi- 
mum ou   au  minimum;  nous  franchissons  en  idée  toutes 
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les  courbes  intermédiaires  comprises  entre  la  courbe  pri- 
mitive et  la  courbe  du  maximum  ou  minimum,  pour  que 
lune  de  ces  courbes  se  change  en  l'autre;  alors  Fordonnée 
PM  ,  devenue  P'M\  aura  reçu  un  accroissement  fini ,  com- 
pose de  tous  les  accroissements  successifs  que  la  courbe 
aura  reçus  en  passant  par  toutes  ces  positions  intermé- 
diaires; et,  comme  PM  représente  une  ordonnée  quel- 
conque ,  la  même  chose  aura  lieu  pour  tous  les  points  de 
la  courbe  variée,  qui,  par  conséquent,  sera  entièrement 
distincte  de  la  courbe  primitive-,  mais  la  variation  â\  indi- 
quant la  variation  qui  a  lieu  lorsqu'on  passe  de  la  courbe 
primitive  à  la  courbe  infiniment  proche  qui  lui  succède, 
cette  variation ,  lorsque  la  courbe  primitive  deviendra  la 
courbe  variée ,  se  rapportera  alors  à  la  courbe  infiniment 
proche  qui  succédera  à  la  courbe  variée,  et  restera  par 
conséquent  une  quantité  infiniment  petite. 

(>08.  Après  avoir  parlé  du  premier  facteur  de  l'équa- 
tion (46) ,  occupons-nous  du  second.  Pour  cet  effet ,  si  nous 
mettons  dans  l'équation  (46)  la  valeur  de  &>,  que  nous 
donne  l'équation  (^7),  page  4^3,  nous  aurons 

et  Ton  satisfera  encore  à  cette  équation  en  faisant 

oy  —  pox  •=.  o; 

la  relation  que  nous  établissons  ainsi  entre  à  y  et  âxy  est 
une  chose  conforme  à  ce  que  nous  avons  démontré  (art.  598), 
que  dx  et  à  y  étaient  dépendants  l'un  de  l'autre.  Une  autre 
conséquence,  qui  s'accorde  avec  le  même  article,  c'est 
que  l'équation  (47)  subsiste  encore  lorsqu'on  ne  tient  pas 
compte  de  ox\  car  alors  l'équation  (48)  se  réduisant  à 


.     /..       (1P       d'Q        \ 
"    \  <l.r       dx2         /  ' 
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on  en  déduit  également 

„       dP       dO 

N  —  -r-  ■+■  -r-7  •  •  •  =  o 

Cl  X  ÙXl 

• 

On  peut  remarquer  que  quand  on  a  àx  =  o,  on  tombe 
dans  le  cas  où  la  variation  de  y  se  confond  avec  la  direc- 
tion de  cette  ordonnée ,  ce  qui  n'empêche  pas  que  la  condi- 
tion du  maximum  ou  minimum ,  entre  toutes  les  courbes,' 
ne  subsiste  également. 

• 

609.  Lorsque  les  variations  n'ont  lieu  que  dans  le  sens 
des  ordonnées,  il  est  évident  que  celles  des  points  extrêmes 
C  et  D  sont  des  lignes  droites  CC'  et  DD'  (fig*  116) ,  diri- 
gées suivant  le  prolongement  de  ces  ordonnées. 

610.  Mais  dans  le  cas  où  x  varie  aussi  bien  que  y^  les 
extrémités  C  et  D  (fig-  llj)  des  ordonnées  AC  et  BD  dé- 
crivent des  courbes  CC  et  DD'$  car  les  points  C  et  D  se 
mouvant  dans  des  directions  qui  ne  sont  plus  celles  de  AC 
et  de  BD ,  décrivent  en  général  des  courbes ,  sauf  à  Sup- 
poser, si  le  cas  l'exige,  que  ces  courbes  sont  des  lignes 
droites  CC7,  DD'  {fig.  118). 

611.  Nous  avons  vu  (art.  404)  que  lorsque  Y dx  était 
une  différentielle  exacte,  l'équation 

d  x       ax2 

avait  lieu  par  elle-même,  et  qu'alors  la  valeur  de  àfYdx, 
ou  plutôt  celle  de  f\dx,  ne  pouvait  renfermer  que  des 
quantités  intégrées.  Or,  àf\dx,  par  la  transposition  des 
signes  (art.  597) ,  devenant  f  à  Vdx,  si  l'on  regarde  y  ren- 
fermé dans  V  comme  une  fonction  de  x ,  le  produit  \ dx 
ne  sera  autre  chose  qu'une  fonction  V  de  x  multipliée  par 
dx:  et  f\dx  représentera  (art.  348  et  349)  l'aire  d'une 
certaine  courbe.  La  variation  de  cette  aire  étant  exprimée 
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par  âf\  dr,  ne  sera  donc  elle-même  qu'un  accroissement 
de  l'aire  dont  nous  parlons \  par  conséquent  fd  V  dx  sera 
la  somme  de  toutes  ces  aires  élémentaires.  Désignons  cette 
intégrale  par  (px  -f-  c ,  et  prenons-la  entre  les  limites 

x  z=z  a     et     x  =•  b  , 
nous  aurons  cette  intégrale  définie 

et  l'on  voit  quelle  ne  dépendra  pas  des  coordonnées  des 
points  intermédiaires  de  la  courbe  variée,  mais  de  a  et  b, 
qui  sont  les  abscisses  des  extrémités  A  et  B  (fig*  117)  de 
cette  courbe. 

612.  Réciproquement,  lorsqu'on  nous  donne  l'exprcs-  • 
sion*y  Vd x,  si  l'on  a 

dP       d2Q         __ 
d  x       dx'2  ' 

la  variation  0  f\  dx  ne  renfermera  aucune  formule  inté- 
grale; d'où  il  suit  que  y  \  dx  sera  une  fonction  déterminée 
des  expressions  x,  y,]*,  q,  etc.,  c'est-à-dire  sera  une  fonc- 
tion délivrée  du  signe  d'intégration,  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  sera  une  quantité  immédiatement  intégrable. 

613.  La  partie  de  l'équation  (45)  (art.  604),  qui  nest 
point  alïéctée  du  signe  d'intégration,  et  que  nous  avons 
représentée  par 

X  -h  constante , 

s'évanouit  lorsque  les  extrémités  de  la  courbe  sont  des  points 
fixes. 

En  effet,  la  variation  cessant  d'avoir  lieu  en  ces  points , 
si  nous  en  représentons  les  coordonnées  par  x1  et  y\  et  par 
x"  et  y" ,  dx  et  dy  ne  subsisteront  plus  lorsqu'on  donnera 
à  x  et  à  y  les  valeurs  x'  ety\  x"  ely",  ce  qui  nécessitera 
que  les  termes  compris  dans  1  (équation  45),  s'évanouis- 


MAXIMA    ET    MIJNIMA    DES    FORMULES    IJNTÉGRALES.        4^3 

sent  lorsqu'on  prend  l'intégrale  définie.  11  ne  restera  done 
de  l'équation  (45)  que  fpdx  =  o,  pour  déterminer  la  re- 
lation qui  devra  exister  entre  x  et  j,  afin  que  f\dx  soit 
un  maximum  ou  un  minimum. 

614.  Le  problème  général  qui  nous  occupe  est  donc  en 
quelque  sorte  l'inverse  de  celui  que  nous  offrent  les  maxima 
et  minima  ordinaires;  car,  dans  ceux-ci ,  la  relation  entre 
x  et  y  est  donnée  immédiatement,  au  lieu  que  dans  notre 
cas,  elle  résulte  de  la  condition  même  du  maximum  ou 
minimum. 

615.  Pour  donner  une  application  de  cette  théorie,  pro- 
posons-nous de  trouver  quelle  est  la  plus  courte  des 
courbes  menées  entre  deux  points  sur  un  plan. 

L'expression  d'un  arc  de  courbe  étant 

, 4  /         d? 

y/d-r2  H-  i\y\      ou     d  x  \J  »  -H  ^ ' 

sera,  dans  le  cas  présent,  celle  que  nous  avons  représentée 
par  Yd.r;  nous  aurons  donc 


s/*+d£< 


(ly 

et  en  remplaçant  -~-  par  p,  cette  équation  deviendra 

V  =  >/i+p\ 

Celte  formule,  qui  ne  contient  que  la  variable  p,  déter- 

dV 
minera  1  expression  -p  du  coefficient  différentiel  P  :  nous 

aurons  donc 

(49)      M=o,     N  =  o,     P  =  ^  =  _ £=,      Q  =  o,.... 

dp        yfT^Tp* 

Par  ces  valeurs .  on  voit  que  les  ternies  où  entrent  V,  P  et 
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dp 

-r— 5  doivent  être  seuls  conservés  dans  la  formule  (4i) ,  qui 

Ci  *JG 

par  conséquent  devient,  dans  notre  cas  , 

—  —  \  ; 

substituant  ây  — pâx  à  la  place  de  w,  on  a 

(5o)     SfVàx  =  ( V  —  Vp)  Sx  4-  P*r  — / (*,_/,**)  1E  dx. 

Cl  X 

Le  premier  membre  de  cette  équation  étant  nul  par  la  con- 
dition du  maximum  ou  minimum,  et  la  partie  qui  est 
indépendante  du  signe  d'intégration  n'existant  pas  dans 
l'hypothèse  où  les  extrémités  A  et  B  sont  des  points  fixes, 

l'équation  (5o)  se  réduit  à 

dP 

cette  intégrale  étant  égale  à  zéro,  il  en  est  de  même  de  sa 
différentielle  (art.  606)  \  on  a  donc 

(°X  —  pox)  -r—  dx=:0. 

616.   On  satisfait  à  cette  équation  en  faisant 

/*   ^  dP  \ 

(5i)  -rd/  =  o. 

CI  X 

La  valeur  de  P  nous  étant  donnée  par  la  troisième  des 
équations  (49) ,  on  trouvera  en  la  ditférentiant  [(art.  26), 
équation  (i3)], 

àV==i9Aps=A_p_       àp  ;- 

dx       dpdx  Ji^pt        dx* 

et  en  différentiant  par  la  règle  des  fractions  (art.  16),  ou 
obtiendra 

P&P 

àp  X  v'»  -+-/»'  —  d 


Vi  -4-/T  »  +y' 


■> 


/ 
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réduisant  au  même  dénominateur  et  faisant  la  réduction , 
on  trouvera 

d       P       =  dP 

s/i+p7        (H-/>2)  v/i  +P" 

par  conséquent ,  on  aura 

dP_ i dy; 

Egalant  cette  quantité  à  zéro,   et  supprimant  le  premier 
facteur,  il  reste 

dp  f       ...  .'.'"", 

■j —  —  O ,         .    i.     .  .      ,  .  i    ■     ■    y  •; 

ax  *     « 

ou  plutôt 

d/>  ci  o; 
intégrant,  on  obtient 

p  =  constante  ; 

et  en  désignant  cette  nouvelle  constante  par  t,  on  a 

P  =  b> 
et  par  conséquent 

-r—  z=z  b  ,     ou     dr  =  b  d.r  ; 
d.r  y  ' 

intégrant  de  nouveau ,  on  trouve 

(52)  y  z=z  bx  -\-  c. 

647.  Pour  déterminer  les  constantes  Jet  c,  les  points 
extrêmes  A  et  B  (fig.  i 19)  étant  fixes,  si  leurs  coordonnées 
sont 

x  =  a  ,      y  =  6  ,      et     x  =  a',     yz=$', 

ces  coordonnées  devant  satisfaire  à  l'équation  (5a),  on  a 

ê  =  6a-{-c,      ê'rrr&a'-t-c; 

d'où  l'on  déduit 


/;  =  "7 »     *  =  — 7 5 

a  —  a  a  —  a 


3o 


> 


/ 
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par  conséquent ,  l'équation  (5a)  devient 

f>   —  o  a  o  —  a  o 


cl  —  a  a 


618.  Si  les  extrémités  A  et  B  de  la  courbe  ne  sont  pas 
des  points  fixes,  la  partie  (V  —  Vp)  dx  +  V dy,  de  l'équa- 
tion (5o) ,  qui  est  représentée  par  X  dans  l'équation  (45) , 
page  4^8,  ne  s'évanouit  plus  à  cause  de  la  non-existence 
des  variations  dy  et  ox\  mais  comme  le  premier  membre 
de  l'équation  (45)  est  égal  à  zéro,  la  partie  /ud.r  ne  peut, 
comme  nous  l'avons  vu  art.  604,  anéantir  X$  il  faut  donc, 
pour  que  la  condition  X  -h  fu-àx  =  o  soit  remplie ,  que  X 
soit  nul  séparément,  et  qu'on  ait  par  conséquent  l'équation 

Remplaçant  V  et  P  par  leurs  valeurs  ^i-hp*  et 


cette  équation  devient 


\V        '         S/'  +  W  V7 


*r  =  of 


i-hp7 

et  après  qu'on  l'aura  réduite  au  même  dénominateur,  le 
diviseur  commun  ^i  -h  p*  étant  supprimé,  il  restera 

Sx  -f-  p  Sjr  =  o. 

Mettant  la  valeur  de/?,  cette  équation  donnera 

et  ne  pourra  être  satisfaite  que  par  les  coordonnées  des 
points  extrêmes  de  la  courbe ,  coordonnées  qui  varient  avec 
ces  points.  Supposons  donc  que  l'un  de  ces  points  soit  va- 
riable et  que  l'autre  soit  fixe;  si  nous  nommons  x1  et  y1  les 
coordonnées  du  premier,  et  xl\  y"  les  coordonnées  du 
second,  l'équation  (53)  sera  satisfaite  en  faisant 

x  =  x'     et     y  =  y', 
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et  se  changera  en 

s  y  à  y 


Sa/  da/ 


Telle  sera  la  condition  qui  exprime  que  la  courbe  que  décrit 
le  point  mobile  xf,  y',  soit  coupée  à  angle  droit  par  la 
courbe  cherchée  (*). 

Cette  condition  et  celle  de  la  fixité  de  l'autre  point , 
donné  par  les  coordonnées  xff  et  yh \  suffiront  pour  déter- 
miner les  deux  constantes  de  l'équation  (Sa). 

619.  Mais  si  les  deux  points  extrêmes  ne  sont  fixes  ni 
l'un  ni  l'autre,  l'équation  (  53  )  devant  être  satisfaite  par  leurs 
coordonnées ,  on  aura  ainsi 

(*n        *s*y_    T   *s*y_    f. 

équations  qui  nous  apprennent  que  les  courbes  GK  et  IL 
(fig.  120),  décrites  par  les  points  extrêmes,  doivent  être 
normales  à  la  courbe  cherchée ,  qui ,  dans  le  cas  présent , 
se  réduit  à  une  ligne  droite  ÀB  (art.  616).  La  relation  qui 
existe  entre  les  coordonnées  de  cette  courbe  cherchée  nous 
étant  fournie  par  l'équation 

1»       dp 
ax 

cette  équation  devient  dans  notre  cas 

dP  =  o, 

et  nous    ramène  à    l'équation  (5i).  Or,   nous  avons  vu 


à.y'      S  y' 
(  *  )  En  effet,  -r— ,  et  -r— 7  exprimant  les  tangentes  trigonométriques  (art.  75) 

que  la  courbe  proposée  et  la  courbe  variée  forment  à  leurs  points  de  con- 
tact ,  la  condition  nécessaire  pour  que  ces  tangentes  se  coupent  à  angles 
droits ,  sera  exprimée  (  Théorie  des  Courbes ,  art.  105  )  par 


T"! \    -7—1  HI   =0' 

Sx'  dx' 


3o. 
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{art.  616)  que  cette  équation  nous  conduisait  à  dp  =  o,  et 
que  l'intégrale  de  cette  dernière  était  p  =  b;  remplaçant  p 

<\y 
x 

dy 


par  sa  valeur  y- ,  on  a 


dx 
d'où  Ton  déduit 


*; 


ÂP~b'    ï^-b- 

Au  moyen  de  ces  valeurs,  les  équations  (54)  deviennent 


(55) 


sy  i       $y» 


T  '        7T- »   —  —  TJ 


rhr'  b        Sx"  b 


et  ne  contiennent  plus  que  les  variations  des  points  extrêmes  ; 
or,  il  sera  possible  d'éliminer  ces  variations,  si  l'on  nous 
donne  les  courbes  que  ces  points  seront  assujettis  à  par- 
courir. Supposons  que  ces  courbes  aient  pour  équations 
différentielles 

dj  =  <p(x,  y)dx     et     d y  =  $  (x,  y)  d.v ; 
on  en  déduira  (art.  591  ) 

$y  =  y(x,  y)8x,      Sy  =  -^  (x ,  y)  Sx. 

Ces  équations  devant  être  satisfaites  Tune  par  les  coordon- 
nées x\y',  et  l'autre  par  les  coordonnées  x",  y",  nous  au- 
rons donc 

$y'=9{x\  y)Sx',      Sy"=z)(x,  y)Bx\ 

Au  moyen  de  ces  équations  nous  pourrons  éliminer  les  va- 
riations des  équations  (55),  ce  qui  nous  donnera 

620.  Si ,  outre  x  ety  fonctions  de  x ,  et  leurs  coefficients 
différentiels  successifs,  la  fonction  V  contenait  encore  une 
ou  plusieurs  autres  variables  z ,  t ,  u ,  r,  etc. ,  et  leurs  coef- 
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fi  ci  en  ts  différentiels  successifs,  l'équation  (35)  (page  452)* 
deviendrait 

V=Md.r  •fN(l/  +  Pd/J    -f-  Q  dry    +R  dr    -+-•••, 
(56)    {  -f-N,dz-t-P,d/7,  4-Q,dr/,   +  R,dr,  +  ..., 

-f-  N„d*  +  P„d/>„-|-  Q„  dq„  +  R„dr„ 


Dans  ce  cas,  l'équation  (4i)  (page  4^5)  s'augmenterait  des 
termes  relatifs  aux  variables  z ,  t ,  m,  r,  etc. ,  et  nous  aurions 

/  df\dx  =z\Sx 

fn        dQ  \        dw  /  dR  \ 

+  w  ip  --^'etc-j-|"d^^---d7'elc-)'elc- 


Jwd*  (n  — 


dP 

>  etc. 


(57) 


dx 
/w,        dQ,  \       dw,   /'  dR,  \ 

+  ^(p^^'etc)+d7iQ'-^etc-)'elc- 

<*Q„  \        dw„/^        dR„  \ 

>etC-)^^iQ'--d7'etC-)'etC- 


P.— 


"  *    "       d 


constante. 


Dans  le  cas  du  maximum  ou  du  minimum ,  le  second  mem- 
bre de  l'équation  (57)  devant  être  nul,  il  faut  pour  que 
cette  condition  soit  remplie  que,  conformément  à  l'obser- 
vation qui  a  été  faite  art.  604  (page  458),  la  partie  affectéç 
du  signe  d'intégration  soit  nulle  d'elle-même,  ce  qui  nous 
fournit  l'équation 

yVd^N-^-,   etc.j  +  /W/d*  ^N,--^',  etc.j 


f»f/dxhl„  —  -£-?,  etc.j  =ro; 
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or,  les  variables  y,  z,  *,  etc.,  étant  indépendantes,  cette 
équation  ne  pourra  se  réaliser  qu'autant  qu'on  aura  sépa- 
rément 

(58)  J/W/d*(N,-^,   etc.j=o, 

/w,,d*(N„—  — ^,  etc.j  =  o, 

ce  qui  donnera,  en  diflerentiant  et  en  développant  un  peu 
plus  ces  expressions , 

n  —  —   ,    d'Q        d3R  __ 

dp     d^a    d*R        _ 

(59)  ("'      "oT"*"  d«>  ~'dû*~""h °' 

dP.,        d2Q„       daR„ 
*       do:  d.r5  dx3 


ces  équations  déterminent  les  relations  qui  doivent  avoir 
lieu  pour  que  la  courbe  appartienne  â  un  maximum  ou  à  un 
minimum. 

621 .  Donnons  une  application  de  cette  théorie  en  nous 
proposant  de  trouver  les  relations  qui  doivent  exister  en- 
tre x,  y  et  z ,  pour  que 


(6o)  Vd^+y+d^- 

S[x 


soit  un  minimum. 


(  *  )  Cette  équation  est  celle  à  laquelle  conduit  le  problème  de  la  bra- 
chystochrone ,  ou  ligne  de  la  plus  vite  descente.  En  effet,  la  question  se 
réduisant  à  déterminer  la  courbe  pour  laquelle  l'élément  de  temps  àt  doit 
être  un  minimum,  on  a  [voyez  l'équation  (  200)  de  mes  Eléments  de  Mèca- 
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Si ,  pour  simplifier,  nous  faisons 

ày  dz 

la  formule  précédente  deviendra 

£±Z±£d*. 

Nous  avons  donc  dans  le  cas  présent, 

(6.)  y  =  €±£±Z., 

•et  puisque  le  problème  ne  comporte  que  les  variables  x, 
y,  z,  la  troisième  ligne  des  équations  (57)  et  les  suivantes 

nique,  page  an], 

^dx'-hd^'-hdr' 


dt  = 


y'ag* -+- V* 


V  étant  nul  lorsqu'on  part  du  repos,  et  la  constante  2g  pouvant  se  suppri- 
mer (art.  105),  cette  formule  se  réduit  à 

dt  =  l 

V* 

et  l'on  voit  qu'elle  rentre  dans  celle  de  notre  problème ,  en  changeant  % 
en  x ,  c'est-à-dire  en  regardant  l'axe  des  x  de  la  formule  (60)  comme  l'axe 
des  coordonnées  verticales.  On  pourrait  peut  être  dire  qu'il  eût  été  plus 
simple  de  conserver  l'axe  des  s  pour  celui  des  coordonnées  verticales ,  en 
employant  au  lieu  de  la  formule  (60  ) ,  la  formule 

y'dx'-H  d.r*-+-d«J 


(61) 


& 


Je  répondrai  qu'en  choisissant  l'axe  sur  lequel  se  compte  la  variable  indé- 
pendante pour  l'axe  vertical,  cela  nous  procure  l'avantage  d'avoir  à  la  fois 
N  =  0  et  N,  =  o,  [voyez,  ci-après,  les  formules  (62)],  tandis  que  si  nous 
eussions  employé  la  formule  (61) ,  au  lieu  de  la  formule  (60),  on  aurait  eu 


dV         . d.e    2  \>I1+P2-+-P} 

d5  r       r,       de  1         zyJz 

ce  qui  nous  eût  conduit  à  des  calculs  plus  compliqués,  tant  il  est  vrai  qiu* 
le  choix  des  coordonnées  n'est  pas  une  chose  indifférente. 
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comprises  dans  les  etc. ,  n'existent  pas-,  à  F  égard  des  deux 
premières  lignes ,  elles  se  modifient  par  ces  valeurs  qu'il  faut 
y  introduire, 

ftt\  TV  dV  1M  dV 

ia,\  n        dV        n  dV 

(64)  P  =  T-'     p/=j— ' 

dp  dp, 

Q=ro,     R  =  o,  etc.,     Q,  =  o,     R,  =  o,  etc.; 

ne  conservant  donc  que  les  termes  V,  P,  P.,    ^— ,    -r-*» 

■■•  '     dx      dx 

F  équation  (57)  se  réduit  à 

8fVdx  =  V$.r-f-«P4-a>/P,4-/«d*  (— -p) 

(65)  ;  t  v       ' 

r      j     (      dP\ 
-\-  J  ^tdx\  —  —  1  -+-  constante; 

et  comme  les  formules  intégrales  du  second  membre  de 
cette  équation  doivent  être  nulles  séparément  (art.  620),  on 
a  donc 

on  tire  de  ces  équations  (art.  620) 

1    dp  a    dp/ 

—  <ûdx-z—  =0,     — w.dar-r —  =  0, 

dx  dx 

et  en  supprimant  les  facteurs  —  a)  do:  et  —  (ùfdx,  il  reste 


dP_  dP 

dx  9      dx 


=  0,        -r-^  =  0, 


et  en  passant  aux  différentielles ,  on  a 

dP  =  o,     dP,  =  0. 
Les  intégrales  de  ces  équations  seront 

P  =  constante  ,     P,  =  constante , 


n 


/ 
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ou  plutôt 

(66)  P  =  a,     P,=  £; 

mais  nous  avons 

P==^-      et     P,  =  — ; 
dP  dp, 

différentions  donc  l'équation  (62)  par  rapport  à  p  et  kpn 
nous  trouverons 

P  = P  yf  =  P»  . 

vW1 -+-/>*+/>,'       '     vW1 -+-/>'  +  />,' ' 

mettant  ces  valeurs  de  P  et  de  P,  dans  les  équations  (66), 
nous  obtiendrons 

—  „  'P'  —  l  . 


s/xs/i+p2-hp?  '      s/xs/i+f'+P? 

éliminant   . entre  ces  équations,  on  trouvera. 

P^Pl       ou      t,*X--a*±. 

a        b  '  dx  da:  ' 

intégrant,  on  aura 

(67)  J==-3-|_c; 

ce  qui  est  l'équation  d'une  droite  RS  (fig*  121)  tracée  sur 
le  plan  des  y ,  z ,  et  dans  laquelle  les  coordonnées 

du  point  M   sont  :         AP    =  y,         PM  =«; 
du  point  M'  sont  :  AP'  =  y,       P'  M'  =  z  ; 

du  point  M"  sont  :         AP"  =  y,       P"M"  =  z  ; 


L  équation  (67)  nous  apprend  que,  quelle  que  soit  l'ab- 
scisse AP  =  y  que  l'on  prenne,  l'ordonnée  PM  =  s  dé- 
terminera, sur  la  droite  RS,  le  point  M  par  où  Ton  doit 
mener  la  troisième  coordonnée  r.  Il  suit  de  là  que  cette 
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droite  RS  contiendra  les  pieds  de  toutes  les  troisièmes  coor- 
données ,  qui ,  étant  parallèles  à  Taxe  des  x ,  sont  nécessai- 
rement parallèles  entre  elles.  Or,  des  parallèles  qui  inter- 
ceptent une  même  droite  RS  (  fig.  1 22),  ne  peuvent  qu'être 
comprises  dans  un  même  plan;  car,  si  une  droite  menée 
par  un  point  M"  sortait  de  ce  plan ,  elle  cesserait  d'être  pa- 
rallèle aux  autres.  Concluons  de  ce  qui  précède  que  les 
troisièmes  coordonnées  étant  comprises  dans  un  même 
plan,  il  en  doit  être  de  même  de  leurs  extrémités  N,  N', 
N",  etc.  (fig*  121),  qui  constituent  la  courbe  KL;  cette 
courbe  cherchée  KL  sera  donc  plane. 

622.  Maintenant  que  nous  savons  que  la  courbe  est  à 
simple  courbure,  et  par  conséquent  peut  être  déterminée 
par  deux  coordonnées  x  et  z ,  dont  Tune  est  verticale, 
remplaçons  cette  coordonnée  verticale  par^y,  l'équation  du 
problème  deviendra 

et  en  mettant  (1  -+-  p*)  àxt  au  lieu  de  àx%  -H  dy*,  on  aura 

(68)  V=^tZ'. 

Dans  le  cas  présent,  l'équation  (41)  (page 455),  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  l'équation  (65) ,  se  réduit  à 

(69)  oyvd*  =  V<î*-t-Pw-h/«da;  (n  —  —  \; 

et  l'on  voit  que  cette  équation  nous  donne  pour  notre  cas 

(70)         p    ou    —  =5    Y       r  =       ; 

aP  âp  s/y         sjy  s/i.-hp2 

623.  Dans  l'hypothèse  où  les  points  extrêmes  sont  fixes, 


MAXIM  A    ET    M1NTMA   DES    FORMULES    INTÉGRALES.       47  S 

la  partie  V  $x  -h  Pg>  ,  indépendante  du  signe  d'intégration , 
s'évanouit  (art.  013),  et  il  ne  reste  que  l'équation  de  con- 
dition 

dP 

ûx 

qui  donne 

Nd*  =  dP; 

et  en  la  multipliant  par  p ,  on  a 

Rpdx  =  pdP , 

ou 

Ndj  =  ^dP; 

mettant  cette  valeur  dans  celle  de  d  V,  qui  est  pour  notre 
cas, 

dV  =  Mdx  4-  N  dy  -f-  Pd/;, 

dV 
et  observant  que,  dans  le  cas  de  l'équation  (68) ,  M=  -p- 

U  X 

se  réduit  à  zéro ,  il  restera 

dV  =  />dP-t-Pd/?; 

intégrant ,  il  vient 

{j  \)  V  =  Vp  -f-  constante. 

P  et  V  étant  déterminés  par  les  équations  (68)  et  (70),  nous 
en  mettrons  les  valeurs  dans  l'équation  (71),  et  nous  ob- 
tiendrons 

\/i-hp2     '  p1 

P^—  =  ■ ,  -~  -h  constante  ; 

multipliant  les  deux  termes  de  la  première  fraction  par 

\j\  -h  p*,  et  rassemblant  les  termes  en  p  dans  le  premier 
membre ,  il  vient 

1    /  i-hp*  p*     \ 

-7=  I     ,  —    .  )  =r  constante; 
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réduisant .  il  reste 

1 

=  constante  ; 


et  en  élevant  au  carré ,  on  a 


=  ■''  constante  % 


y^  +  pr)     y 

d:où  Ton  tire 

1 


et  comme  l'unité  divisée  par  le  carré  dune  constante  est 
encore  une  quantité  constante,  représentons  cette  quantité 
par  J,  notre  équation  devient 

y(*+p')  =  bi 

et,  en  divisant  par  y,  on  a 

b 
i  +  p7  =  -i 

y 

et  par  conséquent 

mettant  ,—  au  lieu  de  p,  et  passant  à  la  racine,  on  obtient 

f73)  ^=v^EZ% 

J   }  àx  y 

ce  qui  donne  enfin 

yày 


d  x  ■=. 


v  *r  —  y- 

En  comparant  cette  équation  à  l'équation  (i4<)  (page  J49)i 
on  la  reconnaît  pour  être  celle  d'une  cycloïde  AMB  à  base 
horizontale  [fig- 122),  dans  laquelle  b  serait  le  diamètre  CD 
du  cercle  générateur.  Soit  a  le  rayon  ÔM  de  ce  cercle,  on 
pourra  mettre  2  a  à  la  place  de  J,  et  l'équation  de  notre 


MAXIMÀ    ET    MINIMA    DES    FORMULES    INTÉGRALES.       4?% 

cycloïde  deviendra 

(74)  j*=r*Z—. 

\}iay—y2 

624.  Pour  intégrer  cette  équation,  faisons 

a  — y  =  z  : 

élevant  au  carré ,  on  obtiendra,  en  transposant  et  réduisant, 

2ay — y2  =  a2 — z2. 

D'un  autre  côté ,  l'équation 

a—  y  =  z 
nous  donne 

dy  =  —  dz  -, 

substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  (74)5  on  a 

y  dy  [a — z)dz 

sji  a  y  —  y2  si  a2  —  z2 

et  en  exécutant  la  multiplication  indiquée  par  les  paren- 
thèses ,  il  vient 

y  dy  zdz  adz 

(  ^5)  si  ia  y  —  y2      si  a2  —  z2       sja2  —  z2  ' 

et  en  intégrant ,  on  aura 

1  dz 


(76)         f-^âL=^(-0=-Ç. 

J  S/zay—y2      J  s/tf—z2      J  1 


625.  Pour  effectuer  l'intégration  indiquée  [équat,  (  76)  ], 


/; 


termes  de  la  fraction ,  et  l'on  reconnaîtra  ensuite  qu'au 
signe  près  le  numérateur  est  la  différentielle  de  l'expression 
qui  est  sous  le  radical.  Par  conséquent  on  aura  (art.  71  ) 


r  zdz    __      r 

J  ^rrj,  ~    J 


r 
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D'une  autre  part ,  pour  déterminer  la  seconde  intégrale  du 
second  membre  de  l'équation  (76),  nous  avons  [équat.  (12), 
art.  275], 

/adz  (  z\ 
,              =  a  arc  I  cos  =  -  J  : 
V^'  —  z'                  \             a) 

les  valeurs  des  intégrales  que  nous  venons  de  déterminer 
étant  substituées  dans  l'équation  (76) ,  nous  aurons 

/  —  =  —  \jà} — z*  -H  a  arc  (  cos  =  -  )  \ 

sf^ay—y7  \  a] 

remettant  dans  cette  équation  la  valeur  a  —  y  de  z,  et 
nommant  C  la  nouvelle  constante  qu'on  doit  y  ajouter,  on 
aura  enfin ,  en  transposant  les  termes  du  second  membre , 

/-.  z  =  aarc  (cos  = )  —  >Jiay — r'  +  C, 

et ,  en  remplaçant  le  premier  membre  par  sa  valeur  x ,  on 
obtiendra 

(77)        x  =  aarc(cos  = j  —  ^2  ay  —  /  +  C     (*). 


(*)  Cette  équation ,  lorsqu'on  fait  C  =  o  (art.  626) ,  étant  mise  sons  cette 
forme 

(78)  x  h-  \J2qy  —y*  —  a  arc  (cos  =  a  ~X  J  , 

exprime  la  condition  que  la  droite  AD  (fg.  122)  est  égale  à  l'arc  WD.  En 
effet,  nommons  AP  =  x,  VM  =  y,  OM  =  «,  on  aura 


\liay—y*  ou   ^(3  a  —  y  )y  =  v^(CD  —  DE)  DE  =  y'CE  x  DE 

=  v/SfF=ME=PD; 

donc 

x  -h  v'air  —  y%  =  AP  -*-  PD  =  AD  ; 

si  l'on  décrit  ensuite  avec  l'unité  pour  rayon  l'arc  nr,  on  a 

arc  nr  =  arc  ( cos  =  O e) , 
et  la  similitude  des  secteurs  OMD,  O  nr  nous  fournit  la  proportion 

a  :  OE  ::  1  :  Oe, 
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Ayant  deux  constantes ,  il  faudra  deux  conditions  pour  les 
déterminer. 

626.  Par  exemple ,  si  les  coordonnées  des  limites  de  l'in- 
tégrale sont,  pour  le  point  A  (fig.  122)  x  =  o  ety  =  o , 
et,  pour  le  point  B,  x  =  m  et  y  =  o,  en  substituant  ces 
valeurs  dans  l'équation  (74)  ?  on  aura  dans  le  premier  cas, 

(79)  o  =  «arc(cos  =  i)  +  C, 

et  dans  le  second , 

m  =a  arc  (  cos  =  1  )  -f-  C  ; 

d'où  Ton  tire 

n         OE       a-y 
a  a 

et  par  conséquent 

arc  nr  =  arc  I  cos  = 1  • 

On  passera  ensuite  de  Tare  nr  à  Tare  MD  par  cette  autre  proportion 

a  :  1  ::  arcMD  :  arc  nr, 
qui  nous  donnera 

a  arc  ( cos J  =  arc  MD; 

cette  valeur  et  celle  de  x  -j-  ^2  a  —  y*,  mises  dans  l'équation  (  78  ) ,  la  rédui- 
ront à 

AD  =  arc  MD  ; 

ce  qui  est  la  propriété  de  la  cycloïde. 

Et  si  Ton  remarque  que  Tare  MD  ayant  pour  cosinus  OD  —  DE ,  c'est- 
à-dire  a  —  y,  a  pour  sinus  ME  >  et  que  ce  sinus  est  déterminé  par  la  pro- 
portion 

DE  :  ME  ::  ME  :  EO 
ou 

y  :  ME  ::  ME:  a/y, 

on  peut  remplacer  arc  cos  =  (a  —  y)  par  arc  sin  =  yV  (  2  «  —  y) »  et  par 
conséquent 

a  —y                                  va  ay  — y* 
arc  cos  = par     arc  sin  =  - ; 

1  r  a 

ce  qui  fait  coïncider  l'équation  (78)  avec  celle  de  la  note  de  la  page  i5o. 
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et  comme  l'arc  qui  a  l'unité  pour  cosinus  est  égal  à  zéro 
ou  à  un  multiple  de  la  circonférence ,  nous  adopterons  pour 
le  point  A  la  première  hypothèse,  parce  que  \*fig.  122 
nous  montre  qu'en  A  les  points  D  et  M  coïncident;  et  l'é- 
quation (79)  se  réduira  à 

o  =  C. 

Nous  voyons  d'une  autre  part  qu'au  point  B ,  l'arc  qui  a 
l'unité  pour  cosinus  est  égal  à  la  circonférence.  Désignant 
donc  par  2  tt  la  circonférence  dont  le  rayon  est  1 ,  nous  rem- 
placerons arc  (cos  =  1)  par  2  7ra,  et  nous  aurons 

m  =  27rfl. 

Ainsi  les  constantes  seront  déterminées  par  les  équations 

C  =  0,      a  = 

627.  Dans  le  cas  où  les  extrémités  de  la  courbe  ne  sont 
pas  des  points  fixes,  on  doit  tenir  compte  des  termes 
Vdjr-f-Po)  de  l'équation  (5o),  qui,  quoique  renfermant 
des  quantités  infiniment  petites  âx  et  <3y,  ne  sont  pas  à  né- 
gliger. En  effet ,  la  somme  de  ces  termes  étant  égale  à  zéro , 
par  suite  de  l'indépendance  de  la  partie  intégrale  de  l'équa- 
tion (45)  (art.  604) ,  il  eu  résulte 

(80)  V<î.r-t-Pw=:o; 

et  l'on  voit  que  cette  équation,  comme  toute  équation  diffé- 
rentielle, doit,  en  thèse  générale,  conduire  à  une  intégrale 
qui  renferme  nécessairement  une  relation  entre  les  va- 
riables. 

628.  Pour  donner  plus  de  développement  à  l'équa- 
tion (80) ,  uous  y  mettrons  les  valeurs  de  V,  de  P  et  de  eo, 
fournies  par  les  équations  (68),  (70)  et  (37),  et  nous  la 
réduirons  à 

vr  vW»  •+-/>' 
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réduisant  au  même  dénominateur,  en  multipliant  et  divi- 
sant la  première  expression  par  v^i  H-p%  nous  obtiendrons 

équation  qui  se  réduit  à 

(8.)  *f==  +  7J£L=  =  of 

et  qu'on  peut  encore  simplifier  si  l'on  désigne  par  ds  l'élé- 
ment d'un  arc  de  courbe;  car  alors  nous  aurons 

\Idx*-+-d4xi=ds; 

d'où  nous  tirerons,  après  avoir  divisé  par  dx*  sous  le  radi- 
cal et  multiplié  par  àx  en  dehors , 


et  en  faisant 


on  obtiendra 


dj?vA^§=d'; 


dZ 

X 


3F  =" 


/ d* 


d 

Au  moyen  de  cette  équation ,  nous  éliminerons  le  radical 
de  F  équation  (81) ,  laquelle  se  réduira,  en  changeant  pdx 
en  dr,  à 

dx     m  dr     « 


ds\j  dxyr 

629-  Remarquons  que  cette  équation  n'aura  lieu  que 
pour  It*  'Jtttfdonnées  x',  y'  et  x",  j'*,  des  points  extrêmes 
AetK^  lorte  qu'on  aura 

(  82  au  poiot  A ,  —  0  jt  A '—— -  $r'  =  o , 

<J  5  v  r  d  *  y? 

/83  !  au  poiot  B ,  —r_  Sx"  -+-  -^^  *r"  =  o  ; 

dsyly"  dtilj"    ' 

3i 
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ces  points  extrêmes  A  et  B  n'étant  pas  fixes,  peuvent  être 
assujettis  à  se  mouvoir  sur  les  courbes  KM,  LN  (fig*  123) 
dont  les  équations  sont 

M  =  o     et     N  =  o  ; 

et  comme  M  et  N  sont  des  fonctions ,  l'une  de  x'  et  de^', 
et  l'autre  de  x"  et  dey",  nous  aurons 

dM .   ,      dM,,  dN  .   „       dN  %  „ 

Ces  équations  nous  serviront  à  éliminer  l'une  des  variations 
contenues  dans  les  équations  (82)  et  (83),  et  alors  l'autre 
de  ces  variations  deviendra  un  facteur  commun  que  nous 
supprimerons. 

Tirant  donc  des  équations  M  =  o  et  N  =  o  les  valeurs 

JL  —  m'      —  —  N" 
Sx*  ~"~  W  '     Sx"  ~~       ' 

et  les  substituant  dans  les  équations  (82)  et  (83) ,  on  ob- 
tiendra 

=  M'  =  o, ==H ^—N^  —  o; 


ds  si  y'    à$  sj y  d  s  yy     a  s  si  y" 

et  l'on  tirera  de  ces  équations 

d/___i^       d f  __        1 
cï?~~~M''     àx"~       JS"' 

630.  Maintenant ,  si ,  au  moyen  de  l'équation  (  77) ,  nous 
éliminons  la  valeur  de  x  contenue  avec  j*  dans  les  fonctions 
M'  et  N",  ces  fonctions  se  changeront  en  des  fonctions  M, 
et  N,  qui  seront  composées  en  j-  de  la  même  manière;  de 
sorte  que  si  l'on  fait  y  =  o  dans  l'une  et  dans  l'autre,  ces 
fonctions  se  réduiront  à  une  même  constante  a ,  qui,  sui- 
vant le  cas ,  pourra  être  zéro  \  nous  aurons  donc  alors 


dy'  dy" 


d*'  '     d,~" 
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Or,  il  est  facile  de  voir  que  ces  valeurs  sont  précisément 
celles  qui  ont  lieu  aux  points  A  et  B  (Jig*  i 23)  ;  car  en  ces 
points  on  a  y  =  o ,  comme  nous  venons  de  le  supposer  5 

et  si  l'on  considère  que  -p-  représente  en  général  l'angle 

que  l'élément  de  la  courbe  fait  au  point  jc,  j,  avec  Taxe 
des  abscisses ,  on  verra  que  ces  éléments  forment  des  angles 
égaux,  et  que  par  conséquent  les  tangentes  en  A  et  en  B 
sont  parallèles. 

631 .  Les  problèmes  que  nous  avons  résolus  jusqu'à  pré- 
sent par  le  Calcul  ries  variations ,  se  rapportent  à  des 
maxïma  ou  à  des  minima  absolus  ;  il  existe  une  autre  classe 
de  problèmes ,  qu'on  peut  comprendre  sous  la  dénomina- 
tion de  maxima  ou  de  minima  relatifs.  Dans  ces  derniers  , 
on  considère  des  courbes  qui  jouissent  d'une  propriété  com- 
mune, et  Fon  demande  quelle  est,  parmi  ces  courbes,  celle 
pour  laquelle  une  certaine  formule  kitégrale  est  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  En  voici  un  exemple  :  entre  toutes 
les  courbes  planes  (le  même  longueur,  déterminer  quelle 
^est  celle  pour  laquelle  la  formule  fYdx  est  un  maximum 
ou  un  minimum. 

L'élément  d'une  courbe  plane  étant 


la  longueur  de  cette  courbe  aura  pour  expression 

et  en  mettant  le  facteur  dx  en  dehors  du  radical ,  deviendra 


"V-s 


or,  on  veut  que  cette  expression  d'un  arc  de  courbe  soit 
une  quantité  constante,  on  aura  donc  ,  par  la  première  con- 

3j. 
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dit  ion  du  problème  , 


/         dr' 

(84)  fdx  i  /  i  -K  p^  =  constante  =  A. 

Cela  posé,  la  variation  d'une  constante  étant  égale  à  zéro, 
on  déduit  de  cette  équation 

(85)  */d*y/,-H^  =  o. 

La  seconde  condition  du  problème  nous  donne 

J*Ydj:  =  maximum  ou  minimum. 

Cette  seconde  condition  sera  remplie  si  Vo  î  a 

(86)  $fYdx  =  o. 

Sous  un  certain  point  de  vue,  on  peut  considérer  fYdx 
comme  l'expression  d'une  surface,  lors  même  que  Y  ne  serait 
pas  d'une  seule  dimension,  ainsi  que  l'exige  la  formule  (8i) 
(art.  318,  page  262).  En  effet,  en  prenant  autant  d'unites 
linéaires  que  Y,  selon  le  cas  (*),  renferme  d'unités,  ou 
carrées,  ou  cubiques,  ou  autres,  on  pourra  toujours  ra- 
mener cette  fonction  à  prendre  la  forme  d'une  quantité 
d'une  seule  dimension. 

Cela  posé,  si  nous  représentons  {fig*  124)  par  AMP  la 
surface  qui  a  fYdx  pour  expression ,  nous  ne  pouvons ,  en 
thèse  générale,  placer  l'origine  au  point  où  f  Y  do:  devient 
nul;  car  ce  serait  trop  se  restreindre  dans  le  choix  que 
nous  pouvons  faire  de  cette  origine.  Ainsi ,  pour  conserver 


(*)  Par  exemple,  si  Y  représentait  la  fonction  ay%t  qui  est  de  trois  di- 
mensions, et  que  le  centimètre  fût  l'unité,  en  prenant  autant  de  centimè- 
tres cubes  qu'il  y  a  d'unités  dans  «r*,  on  aurait  pour  Y  un  parallélipipède 
dont  la  longueur  serait  qrs  et  qui  aurait  l'unité  pour  ses  deux  autres  di- 
mensions. Représentant  donc  par  a*  le  carré  de  l'unité,  on  remplacerait 

ay*  par  — j-,  et  alors  Y  prendrait  la  forme  d'une  expression  linéaire. 
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en  cela  toute  la  latitude  possible ,  au  lieu  de  compter  les  x 
depuis  le  point  A  ,  nous  les  compterons  à  partir  d'un  point 
quelconque  O;  de  sorte  que  si  la  formule^qui  nous  est  don- 
née est  exprimée  par 

/(Ydjr)=/x; 
c'est-à-dire  par 

(87)  AMP=/r, 

et  se  rapporte  à  l'abscisse  x  =  AP  qui  s'évanouit  avec  l'in- 
tégrale, et  qu'on  veuille  compter  les  abscisses  d'une  ori- 
gine O ,  il  faudra  remplacer  x  ==  AP  par 

x  -h  a  =1  OP  -f-  AO , 

et  alors  nous  aurons 

(83)  /(Ydx)  =  «wOBMP  4-  aire  ABO. 

L'aire  ABO  se  déterminera  en  supposant  que  l'espace  AMP 
se  réduise  à  ABO  lorsque  x  =  a ,  ce  qui  changera  l'équa- 
tion (87)  en 

aire  ABO  =Ja  ; 

substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (88) ,  et  rempla- 
çant aire  OBMP  par  f  Ydx,  nous  obtiendrons 

J\Ydx)=fYdx+/a. 

Dans  la  première  intégrale,  indiquée  par  y  (Ydx) ,  nous 
comptons  les  x  depuis  le  point  A ,  tandis  que  dans  la  se- 
conde ,  nous  les  comptons  depuis  le  point  O ,  ce  qui  revient 
à  supposer  que  la  formule  f  Ydx,  renfermée  dans  l'équa- 
tion (86) ,  au  lieu  de  se  rapporter  à  l'origine  A  ,  se  rapporte 
à  une  origine  quelconque  O ,  pourvu  qu'on  y  ajoute  une 
constantes/à,  que  nous  représenterons  par  C 5  dans  cette* 
hypothèse ,  la  formule  (86)  deviendra  donc 

(89)  «î(t/Yd,r-4-C)  =  o. 
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La  constante  C  qui  entre  dans  cette  expression  étaut  arbi- 
traire, ne  diffère  de  la  constante  déterminée  A  qu'en  ce 
qu'elle  peut  devenir  A  par  une  valeur  particulière,  ce  qui 
exige  qu'on  ait 

(90)  C  =  /îA, 

n  étant  un  facteur  indéterminé  qui  se  réduit  à  l'unité  quand 
C  =  A  ;  remplaçant  A  par  sa  valeur  constante , 


J'dxsJ 


que  nous  donne  l'équation  (84),  nous  aurons 


c  =  "JAx  y/ 


(1  V: 


xl 


et  par  conséquent  la  formule  fYdx  -h  C  deviendra 


/Ydx  +  nfAx  \J .  -h  jjfl 


ou,  en  comprenant  toute  l'expression  sous  le  signe  d'inté- 
gration , 


/  \Yàx  +  n<\xv/ 


d-r7 

1  + 


de  sorte  que  l'équation  (89)  peut  être  remplacée  par  celle-ci  ; 

d  y 
équation  qui,  en  faisant  -p-  ==/,j  peut  s'écrire  ainsi 

(91)  àfdx  (Y  -f-  /?  sji-hp7)  =  o. 

632.  Cette  équation  exprime  d'ailleurs  d'une  manière 
implicite  une  conditiou  de  maximum  ou  de  minimum;  car 
la  partie  constante  fAx^i+p*  étaut  commune  à  toutes 
les  courbes  que  comprend  cette  équation,  si  ces  courbes 
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ont  un  maximum  ou  un  minimum ,  cela  ne  pourra  provenir 
que  de  la  partie  fYdx,  si  cette  partie  en  est  susceptible. 

Le  problème  ne  dépend  donc  plus  que  de  la  formule  (91)* 
qui  change  la  question  de  maximum  ou  de  minimum  re- 
latif en  celle  de  maximum  ou  de  minimum  absolu. 

633.    Le  procédé    auquel    nous   sommes   conduit  par 
cette  théorie  revient  évidemment  à  multiplier  la  formule 

d  x  sj\  -+-  p1  par  une  constante  arbitraire  et  à  l'ajoutera 
l'autre. 

C'est  la  règle  qu'Euler  proposa  le  premier  pour  conver- 
tir un  maximum  ou  minimum  relatif  en  maximum  ou  mi- 
nimum absolu.  [Note  XVIII.) 

634.  Il  suit  de  ce  qui  précède  qu'on  peut  maintenant 
appliquer  la  formule  (4i)  à  l'équation  (91).  Ainsi ,  en  adop- 
tant l'hypothèse  que  les  points  extrêmes  de  la  courbe  soient 
fixes,  cette  équation  (4i)  se  réduisant  à  la  partie  qui  est 
sous  le  signe  d'intégration ,  nous  donnera 

M  N-d^-hd^--=°î 

et  si  Ton  compare  la  partie  qui  est  affectée  du  signe  d'iuté-* 
gration,  dans  l'équation  (91) ,  à  cette  formule 

\dx  =Mdx  -+-  Ndj  -hVdp  -f-  Qdq  -h.  .  .r 

on  aura 

V  =  Y  -f-  n  s/t  +  p% 
et  par  conséquent 

dV       dY     n         dV  np 

i\y        dy  dp        y/,  +,p* 

au  moyen  de  ces  valeurs,  la  formule  (92)  donnera 

d      np 


dY  s/1-hp7 

ay  dx 
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effectuant  la  dillérentiation  du  second  terme  par  la  règle 
des  fractions,  et  mettant  le  diviseur  dx  en  dehors,  on 
trouvera 

dY      i     V  yf^+p*)  * 

dy       dx  i+p* 

réduisant  au  même  dénominateur,  et  effaçant  les  termes 
qui  se  détruisent ,  on  trouvera 

dY        m       nàp      _ 
dr        dx  i.—  °; 

dr 
multipliant  par  dy,  et  changeant  -p-  en  p,  on  aura 

observant  que  le  numérateur  npdp  est,  à  un  facteur  con- 
stant près ,  la  différentielle  du  dénominateur,  on  intégrera 
par  Fart.  271 ,  la  fraction  qui  forme  le  second  terme  de 
l'équation  (g3) ,  et  Ton  trouvera 

Y  +  flji+rt*^^; 
on  tire  de  cette  équation 

et  par  conséquent 

ce  qui  donne 

Î^Y  =  (i  +  />'  f  > 
ou,  en  changeant  l'exposant  fractionnaire  en  radical? 
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mettant  -p-  à  la  place  de/?,  et  multipliant  ensuite  pardx 
on  obtient  ce  résultat , 


nà 


—  =  s] dx7  -h  d jr*9 


b—  Y 
d'où  l'on  déduit,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré, 


n* 


dx7  =r  d**-*-  dy7; 


faisant  passer  dx*  dans  le  premier  membre,  et  le  mettant 
en  facteur  commun ,  on  obtiendra 

ou  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

,,  v — „rx    '  dx7  =  dr7'9  ' 

(A— Y)2  J    ' 

tirant  la  valeur  de  d.r%  on  aura  enfin 

équation  qui  donne,  en  passant  à  la  racine, 
(94)  dx=-— =       ;    J  _; 

et  en  intégrant ,  on  trouve  enfin 

Quand  on  aura  donné  la  fonction  Y,  cette  équation  sera 
celle  de  la  courbe  cherchée. 

Les  constantes  b ,  c  et  n  se  déterminent  par  les  conditions 
que  la  courbe  passe  par  les  points  fixes  A  et  B,  et  que  la 
partie  de  la  courbe  comprise  entre  ces  limites  ait  une  lon- 
gueur donnée. 

635.  Supposons  maintenant  que  la  fonction  Y  dejK  soit 
cette  ordonnée  même.  L'intégrale/  Y  do:  représentera  alors 
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(art.  348  et  349)  Taire  d'une  courbe  plane,  et  le  problème 
énoncé  (art.  631)  se  réduira  à  celui-ci  : 

Déterminer,  parmi  toutes  les  courbes  planes  de  même 
longueur,  quelle  est  celle  dont  la  superficie  *  exprimée  par 
Jyàx,  est  un  maximum  ou  un  minimum. 

Dans  ce  cas ,  l'équation  (95)  se  réduit  à 

(g6)  *.=    V-r)*r    8 

v^'-(*-jr)' 

et  comme  le  numérateur  est ,  à  une  constante  près ,  la  diffé- 
rentielle du  dénominateur,  nous  parviendrons  à  intégrer  le 
second  membre  de  l'équation  (96) ,  en  supposant  (art.  271) 

«•-(*-.r)f  =  *, 

ce  qui  nous  donnera 

et  nous  changerons  l'équation  (96)  en 

1  iU        .    -7,, 

ûx  = — -~  =  ±z  *dz, 

2  yz 
et  en  intégrant,  nous  aurons 


,2 


x  =  z   -f-  constante; 

rétablissant  la  valeur  de  z  en  mettant  c  à  la  place  de  la 
constante,  nous  trouverons 


x  —  c  +  s/n7—  '(£—  y)\ 
et  si  l'on  observe  que  le  carré  de  h  — y  est  le  même  que  celui 
dey  —  i,  cette  équation  pourra  se  mettre  sous  cette  forme 

(x  —  ey-h{j>  —  by  =  n*,- 

ce  qui  est  l'équation  d'un  cercle  décrit  avec  le  rayon  w ,  et 
qui  aurait  c  et  b  pour  coordonnées  du  centre. 

636.  Cet  exemple  suffit  pour  montrer  comment,  en  don- 
nant une  forme  particulière  à  la  fonction  Y,  on  peut  obte- 
nir la  solution  d'une  foule  de  problèmes  de  même  genre. 

FIN    DU    CALCUL    DES    VARIATIONS. 
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NOTES. 


NOTE  I  (page  a3). 

Démonstration  de  la  formule  de  Newton,  par  le  calcul  différentiel. 

Procédant  comme  dans  la  méthode  des  coefficients  indé- 
terminés ,  soit 

(i-t-z)m  =  A  +  Bz  +  Cz'+DzH  Ez< 

En  faisant  z  =  o ,  cette  équation  se  réduit  à 

i=rA; 

et  par  conséquent  on  peut  écrire 

(i)  (i  -r-z)"=  i  -f-Bz  +  Cz'-f-Dz'-f-E^-f-.... 

Diflerenliant  les  deux  membres  de  cette  équation,  on  a 
/w(H-z),,,-,  dz  =  Bdz-f-  aCzdz-h  $V>z7dz  +  ^Ez^àz^.  . ., 

Supprimant  le  facteur  commun  àz ,  il  reste 

Cette  équation  ayant  lieu,  quel  que  soit  z ,  je  fais  z  =  o? 
et  elle  se  réduit  à 

m  =■  B. 

DifTérentiant  de  nouveau,  et  divisant  par  àz ,  on  aura 

m  (m  -i)(i  +  z)b-î  =  2C  +  2.3Dz  +  3s4E*aH- 

Faisant  encore  z  =  o,  on  obtiendra 

m  [m  —  i)  =  2C, 
et  par  conséquent 

c=="'('n  — 0. 
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on  déterminera  de  même  tous  les  autres  coefficients ,  et  en 
mettant  leurs  valeurs  dans  l'équation  (i),  cette  équation 

deviendra 

w(m— i)   ,       m(m — 1)(/?# — 2) 


1.2  I .2.3 


Faisant  2  =  -  »  on  aura 


(jA"                jc       m  (m — l)  x7       m  (m — 1)  [m — 2)  x3 
iH —  I  =i-Hw-H -H r ;-*-•••• 
a/                   a            lia1                 12.0             a3 

Réduisant  le  premier  membre  au  même  dénominateur,  on 
le  convertira  en 


a  -4-  jV 


1  ♦*♦  (a  ~*~x) 

ou  plutôt  en     - 


am 


Substituant  cette  valeur  dans  F  équation  précédente  et  chas- 
sant le  dénominateur  du  premier  membre,  on  obtiendra 

a  m  (m  —  1  ) 

fl  +  j>  =  «m+  ma*'*  x  H - *  am~-  x* 

N  '  1.2 

m  (m  —  1)  [m  —  2)        ,    , 

1 .2.3 

ce  qui  est  la  formule  de  Newton. 

NOTE  II  (page  23). 

Moyen  usité  pour  trouver  promptement  la  différentielle  de  a*. 

On  peut  supprimer  tout  le  reste  de  cet  article  et  le  rem- 
placer par  ce  qui  suit ,  où  Ton  prendra  connaissance  d'un 
procédé  en  usage  pour  parvenir  plus  vite  au  même  résultat, 
mais  qui  se  rattache  moins  à  la  théorie  générale  que  nous 
avons  exposée. 

Si  de  l'équation  (19)  (page  23),  on  retranche  l'équation 
primitive  ,  y  =  ax,  on  aura 

y  —  y  =  a*  ah  —  a*. 
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Mettant  a*  en  facteur  commun  ?  dans  le  second  membre  de 
cette  équation,  on  trouvera 

(i)  y'  — y  =  ax(ah—  i). 

Faisant  a  =  i  -f-  h  pour  que  ah  puisse  se  développer  par  la 
formule  du  binôme ,  cette  formule  donne 

**  —  !  +  h-+h{h  —  l)  — +  /*(/<  —  l)(A  —  2)      ^ 


I  1  .2  v  '  2.3 

+  A(A_I)(A_2)(A_3)-|^  +.... 

Multipliant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  ax, 
après  qu'on  aura  fait  passer  l'unité  dans  le  premier,  on 
obtiendra 

a*{ah—  *)=za*(h--{-h{h  —  i)—  +  A(A_i)(A— 2)-^+... 

En  vertu  de  l'équation  (i)  on  peut  remplacer  le  premier 
membre  de  celle-ci  par  y'  —  y,  et  en  divisant  par  /*,  on 
aura  enfin 


Passant  à  la  limite ,  on  fera  h  =  o ,  et  cette  équation  de- 
viendra 

d  r 
d 


r  / ,         b*       b3       b*  \ 


ou  en  remettant  la  valeur  de  y, 

d  ax  /  ,        £J       £3       b* 

dx  \  234 

Représentons  par  A  la  suite  qui  est  entre  les  parenthèses, 
c'est-à-dire  posons 

b1       b"       b* 

2J4 


-> 
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jet  1  équation  précédente  deviendra 

dax 


âx 


=  Aa*. 


NOTE  HI  (page  38). 

Manière  de  trouver  le  développement  du  logarithme  de  x-+-h. 

Voici  un  des  procédés  employés  pour  trouver  le  loga- 
rithme àe  x-\-  h.  On  cherchera  d'abord  le  développement 
de  log  (i+j)cn  opérant  de  la  sorte  :  on  égalera  log  (i-f-  A) 
à  une  suite  de  termes  ordonnés  suivant  les  puissances  de  x, 
en  observant  préliminai rement  que,  dans  cette  suite,  il  ne 
peut  y  avoir  un  terme  indépendant  de  x.  En  effet,  si  l'on 
avait 

log(i  +j?)  =  A  +  Bar-f  Cr2-+-..  ., 

cette  équation  devant  avoir  lieu,  quel  que  soit  .r,  il  eu  ré- 
sulterait qu'en  faisant  x  =  o ,  on  trouverait  A  =  log  1  =  05 
ainsi  nous  écrirons 

(1)  log(i  +j)  =  Aa:  +  Ba?,+  CxJ  +  D^+..  .; 

changeant  x  en  z ,  on  aura  pareillement 

log (1+3)  =  Az-hBz7  -J-Cz3-*-..    ; 

z  étant  arbitraire,  nous  pourrons  supposer  qu'il  y  a  entre  x 
et  z  la  relation 

(i  +  A')*      OU       l+2I  +  j;l-I+3; 

tirant  de  cette  équation  la  valeur  de  s,  et  la  substituant 
dans  l'équation  (1),  nous  trouverons 

loç(i-h*y=  A(zx -h x*) -\-B  (zx  -{- x2)' -h C(2x  +  x*)>+ . . .', 

ou,  en  développant  et  ordonnant  par  rapport  à  .r, 

Iog(n--r),|r=2ÀJr-r-     A  \x-+ fâ  \x>  +       B  j  xf  -h    ... 
[2)\  +41*1      H-8C)      -M2C 

4-i6D 


DÉVELOPPEMENT    d'lN    LOGARITHME.  4q5 

D'une  autrg  part,  la  propriété  des  logarithmes  étant  expri- 
mée par  cette  équation  log  an  =  n  log  a ,  nous  avons 

log(i  -+-*)*  =  2log(i  +.r), 

ou ,  en  mettant  pour  i  -h  x  son  développement  (i), 
log(ï  -h*),  =  a(A*H-Bj7»H-.C«ïH-.  .  .; 

substituant  cette  valeur  de  log  (i-h  x)f  dans  le  premier 
membre  de  l'équation  (2),  nous  aurons  une  équation  qui 
aura  lieu,  quel  que  soit  x  5  par  conséquent,  en  égalant  en- 
tre eux  les  termes  affectés  des  mêmes  puissances  de  x  .t  nous 
obtiendrons 

2A=2A,     A  +  4B  =  2B,     4B-f-8C  =  2C,  etc.; 

d'où  nous  tirerons 

A  2B       A 

B  =  -5,      C  =  -T=:retc.; 

substituant  ces  valeurs ,  nous  trouverons 

/  X1  X*  X*  \ 

log(i  +  ^)  =  A  I  j:—  --+-y  — -y-4-.  .  .  1  -hC. 

La  constante  est  nulle,  car  x  =  0  donne  C  =  log  1=0. 

Faisons  x=  ->  nous  aurons  i  +  j= :  substituant. 

x  x  • 

et  changeant  en  différence  le  logarithme  du  quotient,  il 

vient 

log(*  +  A)-log*  =  A^--  —  +  ___  +  .. .j. 

cette  équation  donne ,  lorsqu'on  passe  à  la  limite, 

(1  \oi*x      A  ,  ,  .  ôx  . 

°     =  -  »      et  par  conséquent     cl  log  jc  =  —  A , 
d  x  x  x 

équation  de  même  forme  que  l'équation  (3o)  (page  28). 


J 
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NOTE  IV  (page  46). 

gwppUment  à  U  dtfférentûttkm  ëes  fraction*  * 

Si,  comme  dans  Fart.  68,  u  est  une  fonction  de  trois 
variables  indépendantes  x,  y,  z,  nous  en  trouverons  la 
différentielle  seconde  en  réunissant  les  différentielles  de 

d«.  du  du  . 

prises  par  rapport  à  chacune  des  variables;  mais  pour  cela 
il  faudra  observer  que  dx  n'ayant  point  de  différentielle 
seconde  à  cause  de  l'indépendance  de  x ,  il  en  sera  de  même 
de  dy  et  de  d  z ,  à  l'égard  de  y  et  de  z.  Ainsi ,  en  différen- 
tiant,  nous  traiterons  les  facteurs  dx,  àj  et  dz  de  l'é- 
quation (1)  comme  des  constantes,  et  nous  aurons,  en 
différcntiant, 

A1  u  d7  u  d1  u 

par  rapport  à  x ,     -r--dx7  -f- ^ =—  d  r  dx  +  1 — =-  d*  dx, 

r  dx2  dy  dx  dzdx 

par  rapport  a  ,,     jjjjàxày  +  —  dr' +  ^^  d  s  d/, 

par  rapport  à  , ,     -^-d*d.+ ^djrd.  +  ^di»; 

ajoutant  ces  résultats,  ou  aura  pour  la  différentielle  totale 
de  l'expression  (1), 

._  d2u  .   „      d7  u  .  d2  u  . 

d'à  =  — tdx*  +  — ;dj'-+-  jT  dz' 
,    t    ,  dx7  dr1  dz3 

v    '   *  id7u  zd7u   _      .  ad'a    ,      _ 

H-  3 — v-  dx  dj  -f-  -5 — r  dx  dz  +  -3 — ;-  d  r  dz. 
dxd/"  dxdz  dy  dz 

Si  (m)  n'était  fonction  que  de  deux  variables  x  et  y,  ce 
résultat  se  réduirait  à 

(3)  d'//  z=-—dx7-\-  -—Ay*  +  - — dxdr; 

7  d  xJ  drl    ;         d  x  dy  J  ' 
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en  continuant  de  différentier  de  la  même  manière  les-équa- 
tions  (2)  et  (3),  on  trouverait  les  différentielles  troisièmes, 
quatrièmes,  etc. ,  de  u  5  et,  dans  ces  différentielles  succes- 
sives ,  on  remarquerait  aisément  l'analogie  qu'elles  ont  avec 
les  puissances  d'un  binôme,  d'un  trinôme,  etc. ,  selon  que 
la  fonction  se  composerait  de  deux ,  de  trois ,  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  variables. 

Dans  l'hypothèse  de  l'art.  71  ,  où  parmi  les  trois  va- 
riables x ,  y,  z  que  renferme  u ,  il  n'y  a  que  les  deux 
premières  qui  soient  indépendantes,  il  faut  regarder  z 
comme  une  fonction  de  x  et  de  y  dont  on  tiendra  compte 
dans  la  différentielle.  Par  conséquent,  en  remplaçant  àz 

par  -r—  d x  H-  -7—  dy,  la  formule  (1)  pourra  s'écrire  ainsi  : 

.,    .        (du       dadz\  ,  (du       dtf  dr\  , 

et  u  contenant  z  implicitement,  sera  ramené  à  une  fonction 
de  deux  variables.  La  différentielle  seconde  de  u  se  détermi- 
nera donc  par  la  formule  (3),  pourvu  que  nous  traitions  z 
comme  une  fonction  de  x  et  de  y  •,  et  la  question  se  réduira 

à  obtenir  les  valeurs  que  prendront  alors  -^ — >  -= — ,  -% — — , 

1       *  dx2    djr*   do?d^ 

et  à  les  substituer  dans  la  formule  (3).  Pour  cet  effet ,  les 

équations  (46)  et  (47)  (art.  69,  page  45)  nous  donneront 

d'abord  pour  les  coefficients  différentiels  du  premier  ordre 

de  u,  par  rapport  à  x,  à  y  et  à  la  variable  z  considérée 

comme  fonction  des  deux  autres , 

* 

.        d[u) du      du    dz        à(u) du       du    dz 

dx         dx      dz    dx         dy        dy       dz     dy  ' 

différentiant  la  première  de  ces  équations  par  rapport  à  x 
seul ,  d'après  Fart.  14 ,  on  aura  ce  coefficient  différentiel , 

,-N        rp         ..     ,    dUu)       d7u         d2«     dz       d'u  d}z 

(5)       iTe  partie  de      /    '  = \-  - — ; ; \-  — —  - — : 

v    '  r  dx2         dx7  ^dzdxdx        dz   dx2' 

32 
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diffère» liant  ensuite  la  première  des  équations  (4)  par  rap- 
port à  z ,  fonction  de  x ,  on  aura  cet  autre  coefficient  diffé- 
rentiel , 

//?x         m         .     ,   d7  (u)         d'à       dz        d7'u    dz     dz 

(6)      a.^rrwA_r  =  .î_Ts.  _  +  __._. _; 

,  .  ,  /     i       i  du    d2 z 

nous  n  ajoutons  point  a  ce  résultat  le  terme  -r—  -= — —  >  que 

€12   €1  X  Cl  Z 

devrait  amener  la  règle  de  Fart.  14,  parce  qu'en  mettant 
ce  terme  sous  cette  forme 

a  (àA 

du     d7z  du       \dzj        dudi       du  d. constante 

dz  dzdx       dz       dx  dz  dx       dz  dx 

on  voit  qu'il  s'évanouit,  par  la  raison  qu'une  constante  n'a 
point  de  différentielle.  Ajoutant  donc  les  résultats  (5)  et  (6), 
nous  aurons  pour  le  coefficient  différentiel  par  rapport  à  x , 

,    %      d7(u)       d*  u        zd*u     dz       du     d7z        d7  u  dz7 
w;        dx7         dx7       dxdz    dx       dz    dx*        dz*  dx*' 

opérant  de  même  pour  y,  on  trouvera 

,«.       d7(u)       d7  u        zd7u  dz       dud7z       d7  u  dz7 
dy7         dy7       dydzdy       dz  djr7       dz7  dy7 

Il  ne  s'agit  plus  que  de  trouver  ,      ,    •  On  y  peut  parvenir 

u  x  dy 

de  deux  manières  différentes ,  soit  que  l'on  différentîe  la 
première  des  équations  (4),  par  rapport  à  y  et  à  z  traité 
comme  fonction  de  y,  soit  qu'on  différence  la  seconde  des 
équations  par  rapport  à  x  et  à  z  traité  comme  fonction  dex. 
Opérant  dans  la  première  hypothèse,  nous  obtiendrons, 
en  différentiant  la  première  des  équations  (4)  par  rapport 

,      d7(u)  d7u  d7u      dz        du       d7z 

iTe partœ  de    -. — j~  =  j i H  t— ï j h  -y—  •  -j r-i 

£  dxdy       dx dy       dzay    ax       dz     dx dy 
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et  en  la  différentiant  par  rapport  à  z ,  fonction  dey, 

cl? (a)  d'à    dz       d1»  dz     àz 

2e  parue  de      -= — -j—  =  -7—  -+-  -r-r  X"  '  j—  î 

^  d^rd^       dx  az  dy       dz2  dj    dx 

ajoutant  ces  deux  parties ,  on  trouvera 

d*(u)  d*a  d9  u      dz        du       d* z 

v L  =  -| . 1 .  

.  dxdy        dxdy        dz  dy    dx        dz     dxdy 
®'     *  d2u     dz         d'u  dz  dz 


dx  d  z  dy         d  z*  dy  dx 

Pour  obtenir  la  différentielle  de  u ,  dans  l'hypothèse  où  les 
deux  premières  des  variables  x,  y,  z  sont  seules  indépen- 
dantes, il  faudra  donc,  comme  le  prescrit  l'équation  (3), 
multiplier  l'équation  (7)  par  da:*,  l'équation  (8)  par  djp% 
et  l'équation  (9)  par  2  do:  dy,  et  former  la  somme  de  ces 
produits  ;  mais  en  prenant  cette  somme ,  on  aura  soin  d'o- 
pérer quelques  réductions ,  en  observant  que 

dz   .  dz 

— -  dar-h-r-  dy  =  dz; 

dx  dy 

et  que  cette  équation  étant  différentiée ,  nous  donne 

d'*   ,    ,  d7z     .     ,  d'z   . 

-t— dx7-h  2  j — t—  dxdy  +  7-,  d  r'  =  d's. 

dx7  dxdy  dy7    J 

NOTE  V  (page  47). 

Aooord  de  la  notation  de  Fontaine  avec  le  signe  de  la  différentlatlon. 

Voici  de  quelle  manière  on  pourrait  démontrer  directe- 
ment que  dans  la  nouvelle  acception  que  donne  le  signe  de. 

la  différcntiation  à  l'équation  -r-^  =  A,  on  a  le  droit  d'en 

Cl  «4* 

déduire  celle-ci  : 

dx         1 

dy  ~~  Â 
Soit 

* f~~r  =  A  4-B//4-C//2-4-D//>  +  .  ..; 
x  —  x 

3a. 
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HOTE    VI. 

donc 

X* X 

I 

y'  — y      A-f-BAH-CA'-hDA3-*-..  .  ' 

effectuant  la  division  ou  développant  cette  fraction  à  l'aide 
du  théorème  de  Maclaurin ,  on  obtient 

aS  —  x       i       B  . 

y  —  y      A     a 

passant  à  la  limite,  on  a 

dx i 

ce  qui  montre  qu'en  regardant  x  comme  une  fonction  dey, 
le  coefficient  différentiel  se  trouve  en  divisant  l'unité  par  le 
coefficient  différentiel  A,  qu'on  obtiendrait  en  regardant  y 
comme  une  fonction  de  x. 

NOTE  VI  (pages  172  et  176). 

Principe  de  la  méthode  des  coefficient*  indéterminés. 

On  peut  démontrer  de  la  manière  suivante  que,  lors- 
qu'une équation,  telle  que 

(1)  Ax"  +  Baf-'  -t-Cx**-*  ...  -f-  Dx-f  E=  o, 

a  lieu  quel  que  soit  x ,  il  faut  nécessairement  que  chacun 
des  coefficients  A ,  B,  C ,  D,  E ,  soit  nul.  En  effet,  puisque  x 
peut  avoir  une  valeur  quelconque ,  faisons  x  =  o ,  l'équa- 
tion (1)  se  réduira  à  E  =  o;  et  comme  E  est  indépendant 
de  a:,  ce  terme  sera  donc  encore  nul  lorsque  x  n'égalera 
pas  zéro*,  d'où  il  suit  que  l'équation  (1)  se  réduira  à 

KaT  -+-  B*"*-1  -f-  Cx»— a  .  . .  -f-  Dx  =  o; 

supprimant  le  facteur  commun  x ,  il  restera 

Aj?""1  -H  BaT-7  H-  C^-3  . . .  +  D  =  o. 
Appliquant  à  cette  équation  le  même  raisonnement  que 
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nous  avons  employé  à  l'égard  de  l'équation  (i) ,  nous  prou- 
verons que  D  est  nul  ;  et  en  continuant  ainsi ,  nous  trouve- 
rons successivement  que  les  autres  coefficients  le  sont  aussi . 

Dans  mes  remarques  sur  l'algèbre ,  j'ai  donné  la  démons- 
tration suivante  de  ce  théorème  :  soit  l'équation 

dans  laquelle  x  reste  indéterminée.  Il  s'agit  de  prouver 
qu'on  ne  peut  satisfaire  à  cette  équation  qu'en  égalant  sé- 
parément chaque  coefficient  à  zéro.  En  effet,  ou  les  termes 
de  cette  équation  sont  nuls  par  eux-mêmes ,  ou  ces  termes 
n'étant  pas  nuls  séparément,  composent  plusieurs  équa- 
tions qui ,  étant  ajoutées  ensemble  ,  forment  la  proposée  ; 
ou  enfin  la  proposée  ne  résulte  pas  de  la  somme  de  plu- 
sieurs équations,  et  ne  peut  être  satisfaite  que  par  la  des- 
truction mutuelle  de  leurs  termes. 

Dans  ce  dernier  cas  on  sait,  par  la  théorie  générale 'des 
équations,  que  la  proposée  ne  comporte  pour  x  que  m 
valeurs. 

Dans  le  second  cas  où  elle  est  formée  de  la  somme  de 
plusieurs  équations  égales  à  zéro ,  pour  que  la  valeur  de  x 
soit  convenable ,  il  faut  qu'elle  satisfasse  en  même  temps  à 
toutes  les  équations  composantes*,  ce  qui  exige  qu'elles 
aient  un  facteur  commun.  Par  exemple,  si  les  nombres  a, 
6,  y,  etc.,  satisfont  à  l'équation  somme,  il  faudra  que  les 
équations  composantes  admettent  les  mêmes  racines ,  et 
soient  divisibles  par  x  —  a ,  par  x  —  6 ,  par  x  —  y,  etc. , 
ou  plutôt  par  (x — oc)  (x — S)  (x — 7),  etc.  Or,  ce  facteur 
commun  ne  pouvant  être  d'un  degré  supérieur  à  celui  de  la 
moins  élevée  des  équations  composantes,  est  nécessaire- 
ment d'un  degré  inférieur  à  celui  delà  proposée,  ce  qui 
limite  encore  plus  les  valeurs  de  x. 

Enfin,  si  les  termes  sont  chacun  nuls ,  on  aura  les  équa- 
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tions 

A^  =  o,     Baf*~l  =  o,     Cr"1-1  ==  o, ,  .  .,     Mj?  =  o,     N  =  o, 

dans  lesquelles  x  devant  conserver  sa  valeur  indéterminée , 
ne  pourra  être  égalé  à  zéro  ;  mais  si  Ton  fait 

A  =  o,     B  =  o,     C=o,     M  =  o,     N  =  o, 
la  proposée  sera  satisfaite,  quel  que  soit  a\ 

NOTE  VU  (page  228). 

Intégration  des  fractions  rationnelles  qui ,  dans  leurs  dénominateurs 
égalés  à  zéro ,  contiennent  des  racines  imaginaires  et  égales. 

L'intégration  des  fractions  rationnelles  de  cette  espèce  se 

réduisant  à  celle  de  la  formule  ^yp,  comme  la  manière 

dont  nous  avons  intégré  cette  expression  (page  228)  est  un 
peu  compliquée,  nous  allons  indiquer  un  procédé  moins 
direct ,  mais  qui  est  en  usage  pour  parvenir  promptement  à 
ce  but. 

On  supposera 


(0 


r    àz      __      Hz  r     àz 

J  (&  +  z*)p  ~"  (6' -+-*')*-»  "*"     J  (6'  +  *')'- 


ou ,  ce  qui  revient  au  même , 

/'      àz  ,„  „    P        àz 

différentiant ,  cm  a 

dz 

rr; -r-  =  Hda(6'-f-  *»)!-'  +  H(ï  —  p)(fr  +  z7)-P2ziàz 

(  0  -f~  z  j  p 

"*"  ^  (g» +.*')/>-' 


ou 


dz  Hàz(&-hz>)       2H(i~/?)zîdz  (&  +  z*)àz 


$»+»»)*  —     (6» -|-8*)j»     ^        (g»  +  s»)/»       ^        (6»4.»«)ii 
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supprimant  les  facteurs  communs ,  on  trouve 

i  =  H  (6»  +  **)  +  a  H  (i  —  p)  z>  H-  K(62-f-  z2) ; 

égalant  entre  eux  les  coefficients  de  z*,  et,  d'une  autre  part, 
ceux  qui  en  sont  indépendants ,  on  obtiendra 

i  =  H62  +  K62,     H  +  2(1— />)H-+-K  =  o; 

ces  valeurs  donnent 

I  2/>  —  3 

H==  %{p  — i)62'     K==i(/9  —  i)62' 

H  et  K  étant  connus ,  on  en  substituera  les  valeurs  dans 
l'équation  (1),  et  l'on  aura 

dz  1  z 


j  (*■ 


y         1  ./    v-  +z*)P~~z(p—  i)62    (6'-f.*>)r- 

(2'       <  (2/?  — 3)    r__dz___ 

"*a(/i  — i)fr  J  (62  +  z2)p-' 

dz 
ainsi  l'intégrale  de  77; jy-  dépendra  d'une  autre ,  dans 

laquelle  l'exposant  de  la  parenthèse  sera  moindre  d'une 
unité.  Si  dans  la  formule  (  2  )  on  suppose  ensuite  p  =  p  —  1 , 

dz 
on  fera  dépendre  l'intégrale  de  .  t.         de  celle  de 

*,  et  en  diminuant  ainsi  successivement  l'expo- 


(62-f-z2)P-* 

dz 


dont  l'intégrale  est  [art.  276  (page  195)] , 

Iarc(tang|). 

NOTE  -VHI  (page  237). 

Démonstration  directe  de  cette  proposition ,  que  lorsque  l'équation 
i^+P/'V  Q*"1"2. . .  -f-  Rr-h  S  =  o ,  est  satisfaite  par  une  valeur  a 
mise  à  la  place  de  x ,  cette  équation  est  divisible  par  x —  a. 

Pour  commencer  par  le  cas  le  plus  simple  et  le  plus  fié- 
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quent,  prenons  l'équation  du  second  degré 

(i)  x1 — bx —  a  =  o, 

et  supposons  que  a  et  et!  satisfassent  à  cette  équation ,  nous 
aurons 

(2)  a2  —  ba  —  #  =  o, 

(3)  a"  —  6a'—  a  =  0. 

L'équation  (1)  nous  fournit  cette  identité  : 

(4)  &*  —  bx  —  a  =  x7  —  bx  —  a  ; 

tirant  la  valeur  de  a  de  l'équation  (2),  et  la  substituant 
dans  le  second  membre  de  l'équation  (4),  on  obtient 

x*  —  bx  —  a  =  x7  —  bx  —  a1  H-  ba, 

et ,  par  conséquent , 

(5)  x1 — bx  —  a=(x  —  a)(a?-{-a)  —  b  (x  —  a), 

x —  a  étant  facteur  commun  du  second  membre. 
L'équation  (5)  peut  se  mettre  sous  cette  forme, 

(6)  x2  —  bx  —  a  =  (x  —  a)(x-\-a —  b). 

Maintenant,  si  l'on  retranche  l'équation  (3)  de   l'équa- 
tion (2),  on  obtiendra 

oï  —  oL't—b  (a  —  a')  =  o, 
OU 

(a  — a')  (a  H- a')—  £(a  —  a')  =r  o, 

et  comme  a  —  al  est  facteur  commun ,  cette  équation  peut 
s'écrire  ainsi  : 

(a  —  a')(a-|-a'  —  b)  =  o, 

et,  par  conséquent, 

a  -f-  a'  —  6  =  0, 

d'où  l'on  tire 

a  —  b  z=z  —  a'; 
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substituant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équa- 
tion (6),  on  obtient  enfin 

x*  —  bx —  a  =  (x  —  ol)[x  —  a'). 

Ceci  n'est  qu'un  cas  particulier  d'une  proposition  plus 
générale  qu'on  démontre  dans  les  éléments  d'algèbre,  et 
qu'il  est  facile  de  déduire  de  la  manière  suivante  de  la 
note  XVII  (page  536). 

En  effet,  soit 

(7)  *»*  +  A^-,  +  B*m-a...-*-Ra:H-S  =  o 
une  équation  à  laquelle  a  satisfait  ;  nous  avons  donc 

(8)  a^-hAa"1-1  -hBa*-s...H-Ra  +  S  =  o. 

La  valeur  de  S  tirée  de  l'équation  (8)  étant  mise  dans  l'é- 
quation (7),  on  obtient 

(9)  n*—  am+A(^~t--am-|)+B(^-î--aB,-a)...H-R(^--a)==o; 

tous  les  binômes  qui  composent  l'équation  (9)  étant  di- 
visibles par  (x  —  a) ,  en  vertu  du  théorème  démontré 
(Note  XVII) ,  il  en  résulte  que  cette  équation  est  divisible 
par  (x  —  a) ,  et  que  cela  a  lieu  également  pour  l'équation 
(7)  qui  est  la  même,  quoique  sous  une  forme  différente. 

Par  conséquent ,  si  l'équation  (  7  )  est  satisfaite  par  un 
nombre  m  de  valeurs,  a,  6,  y,  etc.,  cette  équation  renfer- 
mant les  facteurs  (x  —  a),  (x — 6),  (x  —  y),  etc.,  qui  sont 
en  nombre  m ,  elle  sera  exprimée  par  le  produit 

(x  —  a)  (x  —  6)  (x  —  7)  etc.  =  o. 
NOTE  IX  (page  a5i). 

Développement  des  puissances  des  cosinus  et  des  sinus  en  fonction 
des  arcs  multiples,  ou  théorie  des  fonctions  angulaires. 

Il  existe  une  formule  très-élégante ,  qui  donne  la  valeur 
d'une  puissance  d'un  cosinus  en  fonction  des   quantités 


5û6  HOTE    IX.  "^ 

cos  or,  cos  2X,  cos  3a:,  etc.,  et  une  formule  analogue  a  lieu 
aussi  pour  les  sinus  :  il  importe  de  les  faire  connaître  ;  mais, 
avant  que  de  nous  occuper  de  cet  objet,  nous  commence- 
rons par  donner  la  démonstration  d'une  formule  imagi- 
naire remarquable ,  que  nous  allons  bientôt  employer. 
Soit  donc  l'expression  cos*  y  -f-  sin*  <f ,  qui  est  le  produit 

des  deux  facteurs  cos  <p  -h  sin  <f  ^ — i,  et  cos  <f  —  sin  <f  ^ — i  ; 

si  nous  faisons  cos  <p  ■+-  sin  <p  y — i  =  F<p ,  nous  aurons,  en 

différent!  ant, 

dF»  z 

-j- l  =  — sin«j>  -h  cos?  y7 — i; 

do 

cette  équation  étant  multipliée  par  —  y7 — i ,  devient 

dFtf  i ; 

—•  y  — i  =  sin?  y  —  i  -+-cos<p; 


et  puisque  par  hypothèse  son  second  membre  est  égal  à  F<p , 
nous  avons 

d'où  Ton  tire 

dF<p  dtf  d?  wV7— f  —  j    j — r 

et,  en  intégrant ,  on  trouve 

log  F?  =  y  y7— 1  =  (<p  y/—  1  )  log  e  =  log  e9  V^~~I . 
Passant  aux  nombres ,  on  a 

F<p  =  e 
et,  en  mettant  pour  F  y  sa  valeur,  on  obtient 

(1)  cos«j>  -+-  sin?  y^ — l  =  c?>         • 

Cette  équation  ayant  lieu ,  quel  que  soit  9 ,  on  pourra  chan- 


?J=rî 
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ger  <p  en  m  <p ,  et  l'on  aura  encore 

cos /w  <p  +  sin /w  <p  y —  i=e    T 

Il  existe  une  autre  expression  de  cette  puissance  imaginaire 
de  e  ;  car  l'équation  (i),  étant  élevée  à  la  puissance  m ,  nous 
donne 

lcos<p  -+-sm«j>  y — i)m  =  e xrT      '    =e    rf 

Les  seconds  membres  de  ces  dernières  équations  étant  les 
mêmes ,  ona,  en  égalant  les  premiers , 

(2)  (cos?  -4-sin<p  y7 — *  )OT  =  cos/w«j>  -h  sinmysj — 1; 

si  l'on  fait  <p  =  —  9  dans  les  équations  (1)  et  (2),  ces  équa- 
tions deviendront 

(3)  cos—  <p-h  sin  —  <p  y7"— *  =  e~~      ~"\ 

(4)  (cos  —  y  -H  sin  —  y  ^ — i)w  =  cos  —  //t  ?  -4-  sin  —  /wy  y7 — * 

Or ,  si  <p  est  représenté  par  l'arc  AD  {fig*  83),  —  <f  le  sera 
par  AD7  5  et  comme  ces  arcs  ont  les  mêmes  cosinus  et  des 
sinus  de  signes  contraires ,  on  aura 

cos  —  ç  =  cos?,     sin  —  ?=  —  sin«p; 

on  prouverait  de  même  que 

cos  —  m  tf  =  cos  m  y ,     et  que     sin  —  m  <p  =  —  sin  01  y  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (4),  on  ob- 
tiendra 

(5)  cos? — sin«j>y^ — 1  rrc"^"1, 

(6)  (cos?  —  sin  (f  y7 —  *  )m=:  cos  m  y  —  sin  w  y  y7 —  1 . 

Cherchons  maintenant  le  développement  de  cos,n#  en 
fonction  des  arcs  multiples  de  x,  et  sans  employer  les  puis- 
sances des  sinus  et  des  cosinus.  Pour  cet  effet,  soient 

( 7  )  cos  x  4-  sin  x  y—T  =  u , 

(Ç)  cos  x  —  sin  x  y  — 1  r=  v\ 
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ces  équations  étant  ajoutées ,  donnent 


1    /  X 

cos*  =  -  (  u  -f-  P]  y 

2  : 


et,  par  conséquent, 


cos" 


cos" 


cosPx  =  —  (u  -+-  p)",     cos*x=  —  (•»-+-  m  Y"; 

développant  ces  binômes  par  la  formule  usitée,  on  obtient 

•  j?  =  —  I  ur  -+-  /ww"-1  p  -+-  m -  tf"~7  v7  + .  .  .  I , 

2-L  *  J 

*x  =  —  I  p"  H-  m?"-1  a  -h  m  * '  p*-* a*  -h . . .  I  : 

ajoutant  ces  équations ,  on  trouve 

!2""H  COSm  X  =«"4-^  +  JUIO»  (  tt*~a  -f-  p"— a  ) 
4-  m  (m~1'  U7Ç7  fum-4  _|_  pW-4  )  + 
2                    X                              ' 

On  tire  des  formules  (7)  et  (8) , 

k"1  =  (cos  x  H-  sin  4:  ^ —  i)"1,     p*  =  (cosj:  —  sinx  ^ —  1)*; 

mettant  dans  les  seconds  membres  de  ces  équations  leurs 
valeurs  données  par  les  formules  (2)  et  (6) ,  on  a 

fum=  cos  mx  -+-  sin  mx  \l —  i, 
v_- 
p"  =  cos  mx  —  sin  mx  y —  1 , 

donc 

«"  +  p"=  2  cos  iw  j:  ,     et     um  p"1  =  1 , 

et,  par  conséquent, 


«p=  1 , 


mhi-î  4.  pm-î  =:  2  COS  (  /71  —  2  )  X,        «"■^p"-*  =  i  , 

w«-«  -h  v™-*  =  2  cos  ( m  —  4)  ^ >      am~4 c;W~4  =  1 9 
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En  substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (9) ,  on  trouvera 

r     2cos  mx-hzm  cos  (m —  2)0? 

(n)     cosmx  =  — —  I  [m  —  1)        ,  ,. 

v     ;  aw+l  I  -\-imK- 'cos(/w  —  4)^4-.  •• 


1.2 


Ce  développement  provenant  de  celui  de  (a-t-f)"1,  con- 
tient /n-t-i  termes  5  si  l'on  fait  successivement  #1=2, 
m  =  3 ,  m  =  4  »  etc. ,  et  que  Ton  change  les  cosinus  d'arcs 
négatifs  en  positifs ,  en  vertu  de  l'équation  cos  —  <p  =  cos  <p, 
on  formera  le  tableau  suivant  : 

cos2  x  =  \  cos  2-r  -f- 1, 

cos  3  x      3cos.r 
cos3  x  =  — t 1 7 —  » 

4  4 

cos  4^        .  . 

COS4  X  = tt2- h  I  COS  2  X  -+-  f . 

On  peut  abréger  ces  calculs ,  car  les  termes  également 
distants  des  extrémités  de  la  série  sont  égaux.  Pour  le  dé- 
montrer ,  nous  remarquerons  que  les  cosinus  qui  entrent 
dans  l'équation  (11)  étant 

cosmx,  cos  (m  —  7.)xy  cos  (m  —  ^)x9  cos  (m  —  2X3)x,   ..., 

ou  plutôt 

cosmxy     cos  (m  —  2X1)^,     cos(iw  —  2X2)^, 

cos  (m  —  2X3)ar,      ..., 

en  considérant  les  nombres  qui  suivent  le  signe  X  dans 
chaque  terme  de  la  série ,  on  voit  que  l'un  de  ces  nombres 
indique  celui  des  termes  précédents.  Ainsi ,  le  terme  qui  en 
a  n  avant  lui ,  sera  affecté  de  cos  (m  —  in)x.  A  l'égard  du 
terme  qui  en  a  n  après  lui ,  comme  le  nombre  total  des 
termes  de  la  série  est  m  -h  1 5  celui  qui  en  a  n,  après  lui 
tiendra  le  rang  m  -f-  1  —  n ,  et ,  par  conséquent ,  aura  m  —  n 
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termes  avant  lui  ;  donc  il  renfermera  F  expression 

cas  [m  —  2  (ni  —  «)]x=rcos( —  m-f-  2/*}x; 

et  comme  nous  ayons  vu  qu'on  avait  le  droit  de  changer  le 
signe  de  Tare  dont  on  a  le  cosinus ,  on  aura 

cos( —  m  -+-  2/1)  x  =  cos(/it  —  2*)x; 

donc  les  termes  également  distants  des  extrémités  de  la  série 
ont  les  mêmes  cosinus ,  et  comme  ils  ont  aussi  les  mêmes 
coefficients  (*) ,  puisque  ces  coefficients  sont  ceux  de  la  for- 
mule du  binôme ,  il  en  résulte  que  ces  termes  sont  égaux. 
Ainsi ,  lorsque  m  est  impair,  le  nombre  m  -h  1  des  termes 

de  la  série  sera  pair,  et  il  suffira  de  doubler  les pre- 
miers termes,  pour  avoir  la  totalité  des  termes  de  la  série; 
si  m  est  pair,  m  -h  1  sera  impair,  alors  on  ajoutera  au  terme 
du  milieu  le  double  de  ceux  qui  le  précéderont.  Ce  terme 

tiendra  le  rang h  1  dans  la  série,  et,  par  conséquent,  il 

sera  affecté  de  cos  (m  —  m)  =  cos  0=1;  donc  il  ne  con- 
tiendra pas  de  cosinus. 

Par  un  procédé  analogue ,  on  peut  trouver  le  développe- 
ment de  sinmx.  Pour  cet  effet ,  en  retranchant  l'équation  (8) 
de  l'équation  (7) ,  on  trouve 

2  sin  x  y7 —  1  =  a  —  p;     donc     sin x  =  —        -  ; 

2  y— 1 

élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la  puissance/», 


on  aura 


1  ,  y 

smm  x  = ,  (  «  —  i>r; 


(*)  On  peut  le  reconnaître  en  comparant  le  développement  de  (a  -h*)* 
à  celui  de  (  b  -+-  a  Y",  écrit  a  rebours. 


( 
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si  m  est  égal  à  un  nombre  pair  2/;,  on  a 

(u  —  i>y  =  [(u  —  i>yy  =  [  [v  —  u  yy  =  (p  —  uyp; 

donc 

[u  —  rf  =  (p  —  ")'"• 

On  développera  les  équations 

sinm*  =  r — 7=7- (a  —  p)m     et     sinmj:  =  - — (M —  ^)^y 

et ,  opérant  comme  nous  l'avons  fait  ci-dessus,  on  trouvera 

[cosmx  —  mcos(m  —  2)  a:         "1 
(m  —  1)        ,  /x  1', 

-+-01- îcosfm— 4)J:  +  - •  •   I 

la  quantité  imaginaire  (2  y7 —  i)m  disparaîtra  du  résultat, 
puisqu'elle  est  élevée  à  une  puissance  paire. 

Si  m  est  égal  à  un  nombre  impair  ip  H-  1 ,  on  aura 

(u  —  p)V+l  =  ( u  —  v yp X  («  —  ")  =  ("  —  tt)v  X  —  {v  —  «) 

par  conséquent 

(a  —  v)m  =  —  (p  —  «  )*, 

et 

,     x                           (m — o)m          .                   (t>  —  u)m 
(12)  smma:=/  y     ?      Sia**  = -—  v     1    ; 

(2  y — 1/*  (2y— ir 

développant  (u  —  v)m  et  (y — a)m,  par  la  formule  du  bi- 
nôme, et  substituant  ces  développements  dans  les  équa- 
tions (12) ,  qu\m  ajoutera ,  on  aura 

(i3)     2sinmx  =  ; — 7=7-1  ww— -«/»  —  —  ap(aw-J  —  Pm-2) -+-...    : 

(2V7— i>L  «  J 

retranchant  les  équations  (10)  l'une  de  l'autre,  multipliant 
ensuite  entre  elles  ces  mêmes  équations ,  et  observant  que  la 
seconde  opération  nous  donne  la  somme  des  carrés  de  sinmx 
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et  de  cos  mx,  qui  équivaut  à  l'unité ,  on  trouvera 

um  —  (/«  =  2  sin  mx  ^ — i,     um  p"  =  i . 

En  opérant  de  la  même  manière  que  ci-dessus ,  on  changera 
donc  l'équation  (i3)  en 


[sinm.r sin(w  —  a)x  I 

+  ^zii)8in(m_4)x+..J 


sin™  x  = 

a(2V 


Gomme  dans  cette  hypothèse  m  est  impair,  la  puissance 
m  —  i,  à  laquelle  la  quantité  2  V — 1  est  élevée,  est  paire, 
ce  qui  fait  évanouir  l'imaginaire  ^—î . 

NOTE  X  (page  a8a). 

Moyeu  de  déterminer  les  volumes  des  corps  dont  la  surface  peut  être 
exprimée  par  une  fonction  d'une  même  variable. 

Lorsque  les  solides  ne  sont  pas  de  révolution ,  on  peut 
quelquefois  en  déterminer  le  volume  à  l'aide  d'une  simple 
intégration,  sans  faire  usage  delà  formule  (96)  (page  280). 
C'est  ce  que  nous  allons  exécuter  à  l'usage  de  la  pyramide 
ABCD  (fig.  ia5).  Pour  cet  effet,  concevons  une  section 
GFE ,  parallèle  à  la  base  DBC ,  et  du  sommet  Â  abaissons 
une  perpendiculaire  AH  sur  la  base  DBC  ;  nommons  x  et  h 
les  parties  AI  et  IH  de  cette  perpendiculaire,  comprises 
entre  le  point  A  et  les  plans  DCB,  GFE  5  Faire  du  triangle 
GFE  diminuant  ou  augmentant ,  selon  la  valeur  que  Ton 
donne  à  a:,  est  une  fonction  de  X;  on  a  donc 

GEF  =/x,     DBC  =/(*  -f-  h). 

Le  volume  de  la  pyramide  AGFE  étant  aussi  une  fonction 
de  x ,  nous  pourrons  supposer 

vol.  AGEF  =  <p.r,     vol.  ADBC  =  <p  (x  -+-  h). 
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Or,  il  est  évident  que  la  pyramide  tronquée  GB,  qui  est  la 
différence  de  ces  volumes ,  sera  moindre  que  le  volume  du 
prisme,  qui  a  BCD  pour  base  et  h  pour  hauteur,  et  sur- 
passera le  volume  du  prisme,  qui  a  EFG  pour  base  et  h 
pour  hauteur.  Le  rapport  de  ces  prismes  est 

f[x  +  h)h  __  f(x  +  h)  m 

fx   fi  ~~         fx         ' 

dans  le  cas  de  la  limite,  ce  rapport  devenant  égal  à  l'unité, 
à  plus  forte  raison  le  rapport  qui  existe  entre  le  tronc  de 
pyramide  GB  et  l'un  de  ces  prismes ,  sera  alors  éga.1  à  l'u- 
nité. Le  volume  du  tronc  de  pyramide  étant  représenté  par 
ç  (x  -h  h)  —  <fx,  le  rapport  de  ce  volume  à  celui  du  prisme 
dont  GFE  €st  la  base  et  h  la  hauteur,  sera 

ûxox      d*  ox  h 

y(x-\-h)  —  yx        dx         ur   2 

Jx~h       :—  fa  * 

passant  à  la  limite ,  nous  aurons 

.   A  Û9X  ,  *•       i 

(i)  >  ■■'  .     =  i ,     ou     dyx=zfx.dx, 

'  fx.dx 

Par  la  méthode  des  infiniment  petits ,  on  serait  parvenu 
au  même  résultat  ;  car,  en  concevant  la  pyramide  comme 
composée  d'une  infinité  de  tranches  parallèles  à  sa  base, 
chaque  tranche  pourrait  être  considérée  comme  un  prisme 
dont /à:  serait  la  base  et  dx  la  hauteur 5  donc  Jx. dx  est 
l'élément  de  la  pyramide. 

Pour  déterminer  maintenant  le  volume  de  la  pyramide  > 
soient  B  Taire  de  sa  base  DBC,  et  A  sa  hauteur;  nous 
aurons 

B  \fx  ::  A*  :.rJ; 
donc 


r         B.r2 
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substituant  cette  valeur  dans  l'équation  (i),  on  trouvera 


A  BX'  A 

o>  x=z  —  dx, 


et,  en  intégrant, 


VX  =  TT> 


Bjt3 

TA} 

Le  volume  AGEF,  représenté  par  çx,  s'évanouissant  lors- 
que x  =  o,  il  n'y  a  point  de  constante  à  ajouter;  si  Ton  fait 
ensuite  .r= A,  on  aura,  pour  l'intégrale  définie,  l'expres- 
sion -^-  »  qui  est  celle  du  volume  de  la  pyramide  ACBD. 

En  général ,  si  la  section  GFE ,  au  lieu  d'être  un  triangle , 
est  une  surface  quelconque ,  pourvu  que  cette  surface  soit 
une  fonction  de  .r ,  on  démontrera,  comme  nous  l'avons  fait 
pour  la  pyramide ,  que  l'élément  du  solide  a  pour  expres- 
sion fx.dx. 

NOTE  XI  (page  283). 

Expression  de  la  projection  sur  une  surface  plane. 

Pour  démontrer  que  la  projection  d'une  surface  plane  sur 
un  plan ,  est  égale  au  produit  de  cette  surface  par  le  cosinus 
de  son  inclinaison ,  nommons  y  l'angle  de  projection  qu'une 
surface  A  fait  avec  une  surface  B  *,  la  surface  A  étant  in- 
clinée sur  l'autre,  la  rencontrera  nécessairement  -,  plaçons 
l'axe  des  x  à  leur  commune  section,  et  supposons  que  les 
ordonnées  y  de  la  surface  B  soient  perpendiculaires  à  cet 
axe  ]  il  est  certain  que  toute  ordonnée  y  de  cette  surface 
aura  y  cos  a  pour  projection  sur  l'autre-,  par  conséquent, 
l'élément  de  la  surface  A  étant  représenté  par  y  dx 
(art.  348) ,  celui  de  la  surface  B  le  sera  par  y  cos  y  dx$ 
prenant  les  intégrales,  nous  aurons 

A  =  J'y  d x  ,     B  =  Jy  cos  y  dx  =  cos  7  fy  dx\ 

éliminant  Jydx  entre  ces  équations,  nous  trouverons 

B  =  A  cos  7 . 
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NOTE  XII  (page  a83). 

Expression  du  cosinus  de  l'angle  formé  par  deux  plans,  déterminée 
directement  par  un  procédé  nouveau. 

Proposons-nous  directement  de  résoudre  ce  problème  : 
Trouver  le  cosinus  de  l'inclinaison  de  deux  plans.  Soient 
DB,  DC,  CB  (fig.  126)  les  traces  d'un  plan  DBC  sur  les 
plans  coordonnés,  dont  les  axes  rectangulaires  sont  dirigés 
suivant  les  droites  AB,  AC  et  AD  5  nommons  AB ,  a  ;  AC ,  b  ; 
AD,  c\  et  représentons  par  a ,  |3,  y,  les  angles  que  le  plan 
DBC  forme ,  avec  les  plans  des  y,  z ,  des  a:,  z  et  des  #,  y, 

les  projections  de  la  surface  BCD  sur  ces  plans  étant  — , 
—5  — 5  nous  aurons  d'après  la  note  précédente, 

(i)    DBCcos7  =  —  >      DBCcosa  =  —  ,      DBCcos6=—  : 

élevant  au  carré  chacune  de  ces  équations ,  si  Ton  en  prend 
la  somme,  et  qu'on  remplace  par  l'unité  celle  des  carrés  des 
cosinus,  on  obtiendra,  après  avoir  tiré  la  racine  carrée* 

DBG  =  |  ^«1*,-f-é,<r,-f-«,ca; 

substituant  cette  valeur  dans  la  première  des  équations  (1), 

on  en  déduira 

t 
(2)  cos7  = 


Soit  maintenant  kx  -r-  Bj  +  Cz  +  D  =  o  l'équation  du 
plan  DBC;  si  l'on  fait  y  =  0,  on  aura  A#-|-C2-f-D=:  ov 
pour  l'équation  de  la  trace  DB.  On  tire  de  cette  équation 

__        Ax        D 
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Comme  on  *-%it  que  dans  l'équation  de  la  ligne  droite  mise 
*ons  cette  forme,  le  coefficient  de  x  représente  la  tangente 
tri^onométrique  de  I  angle  formé  par  la  droite  arec  l'axe 

des  x .  nou.?  aurons  donc 

~~  A 

ung  DBA  =  —  -  ; 

mais  le  triangle  rectangle  DBA  nous  don  m* 

tang  DBA  =  - 

en  comparant  ces  deux  valeurs,  on  a 

c   __  A* 

faisant  «ensuite  x  =  o  ?  dans  l'équation  du  plan ,  pour 
avoir  celle  de  sa  trace  sur  le  plan  des  x.  >*,  on  trouve  de 
même 

6*  ~~  C' 
substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a)  •  on  obtient 

i 
cos7  = 


/        A*      B* 

V,  +  c»  +  ê 


Si  Ton  divise  maintenant  l'équation  du  plan  par  C ,  et  qu'on 
la  différence  successivement  par  rapport  aux  variables  x 
cl  y.  on  trouvera 

Az  __       A      àz  __       B 
dx~  ""£'     d7""""c; 

substituant  ces  valeurs  dans  celle  de  cos  7,  on  aura  enfin 


cosy  = 


V7,  +  (£)'  +  (af)" 


/ 
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NOTE  XIII  (page  3a4). 

Comment  une  courbe  à  double  courbure  peut  être  construite  au 
moyen  de  deux  équations  entre  trois  variables. 

Il  est  facile  de  prouver  que  les  équations  (i54)9  page  323, 
appartiennent  à  une  courbe  à  double  courbure.  Pour  cet 
effet ,  changeons  les  y  en  z  et  les  z  en  y,  afin  de  placer  les 
axes  coordonnés  d'une  manière  plus  commode  pour  notre 
démonstration-,  nous  aurons  les  équations 

(i)  a5  4-  2JP/H-  Js  =  o, 

(2)  2.X  +  3  J2  —  2=0. 

Si  la  première  existait  seule,  on  pourrait,  par  son  moyen, 
construire  une  surface  courbe.  En  effet,  si  par  tous  les 
points  du  plan  des  x ,  jr,  que  nous  supposerons ,  comme  à 
l'ordinaire,  horizontal ,  nous  élevons  des  perpendiculaires, 
les  valeurs  en  seront  déterminées  au  moyen  de  l'équa- 
tion (1)  ;  et  Ton  sent  que  les  extrémités  de  ces  ordonnées  z 
constitueront  une  surface  courbe.  Lorsque  quelques-unes 
de  ces  ordonnées  sont  imaginaires,  c'est  un  indice  que  la 
surface  ne  s'étend  pas  dans  les  endroits  où  subsistent  ces 
ordonnées  imaginaires. 

Si  maintenant  nous  avons  égard  à  l'équation  (2) ,  nous 
établissons  par  cela  même ,  entre  x  et  y,  une  relation  qui 
assujettit  les  pieds  des  ordonnées  z  à  être  sur  la  courbe  qui 
appartient  à  l'équation  (2) ,  et  l'on  voit  que,  dans  ce  cas, 
les  extrémités  des  ordonnées  z  ne  forment  plus  une  surface, 
mais  une  courbe.  Le  système  de  ces  ordonnées  z  constitue 
alors  une  surface  cylindrique ,  dont  l'intersection  avec  le 
plan  des  r,  y  est  donnée  par  l'équation  (2).  C'est  l'inter- 
section de  cette  surface  avec  celle  que  détermine  l'équa- 
tion (2),  qui  forme  la  courbe  dont  nous  venons  déparier; 
et  il  est  évident  que* cette  courbe  est  à  double  courbure, 
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puisqu'on  sait  que  l'intersection  de  deux  surfaces  courbes 
forme  une  courbe  a  double  courbure. 

NOTE  XIV  (page  333). 

Valeur  indéterminée  que,  dans  l'hypothèse  d'une  solution  particu- 
lière ,  prend  quelquefois  la  constante  éliminée ,  lorsque  l'équation  de 
condition  ne  renferme  que  des  variables. 

La  recherche  des  solutions  particulières  dune  équation 
différentielle  du  premier  ordre  nous  a  conduit  (art.  439) 
au  cas  où  l'équation  de  condition  y=o  ne  renferme  que 
des  variables ,  et  ou  la  combinaison  de  cette  équation  avec 

l'intégrale  complète  amène  ce  résultat  c  =  —  C'est  ce  qui 

arrive  lorsque  c  n'entre  qu'au  premier  degré  dans  l'inté- 
grale complète  u  =  o. 

En  effet,  cellte  intégrale  est  alors  de  cette  forme , 

(0  P  +  cQ=o; 

et  par  P  et  Q  nous  désignons  des  fonctions  de  x  et  de  y. 
Si  nous  différen lions  de  cette  équation  par  rapport  à  a:,  ky 
et  à  c,  nous  aurons 

(?)  dP-hcdQ-+-Qdc  =  o; 

et  puisque  les  variables  renfermées  dans  P  et  dans  Q  sont 
x  et  /,  nous  pourrons  représenter 

d  P     par     M  d  x  -f-  N  d  y , 
et 

dQ     par     màx  +  này . 

Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (a) ,  elle  nous  don- 
nera 

.                (M -h  cm)                  Q 
d  j ■  =  —  ~- '-dx  — de  =r  o. 

N+r/j  N  -*-  en 

Dans  l'hypothèse  d'une  solution  particulière,  le  terme  affecté 
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de  de  s'évanouit  el  nous  donne 


N  -h  en 


=  o. 


Cette  équation ,  qui  ne  peut  se  réduire ,  parce  que  Q  ne  ren- 
ferme pas  c ,  n'est  satisfaite  qu'en  faisant  N  - 1-  crc  =  oo  ,  ce 
qui  donne  c  =  oo  ,  ou  en  faisant  Q  =  o.  Le  premier  cas 
nous  fait  retomber  sur  une  intégrale  particulière,  puisque 
toutes  les  intégrales  de  cette  nature  sont  comprises  dans  les 
valeurs  que  Ton  donne  à  c  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini .  Nous 
n'avons  donc,  pour  déterminer  notre  solution  particulière, 
si  elle  existe ,  que  l'équation  Q  =  o  5  mais ,  lorsque  Q  =  o, 
l'équation  (2)  se  réduit  à 

dP  +  cdQ  =  o; 

si  Ton  en  lire  la  valeur  de  c ,  et  qu'on  la  substitue  dans  l'é- 
quation (1) ,  on  obtiendra 

P-dQQ  =  °> 
ou,  en  chassant  les  dénominateurs  , 

(3)  PdQ  — QdP=ro; 

ainsi,  dans  le  cas  présent,  l'intégrale  complète  u  =  o  et  la 
proposée  U  =  o  ne  seront  donc  autre  chose  que  les  équa- 
tions (1)  et  (3).  On  tire  de  la  première 

_P 

cette  valeur  3e  c  se  réduit  à  -  lorsque  P  et  Q  ont  un  facteur 

commun  que  fait  évanouir  une  valeur  donnée  aux  varia- 
bles ,  et  que  nous  mettrons  en  évidence  en  faisant  P  =  X  P' 
et  Q  =  XQ'.  Alors  les  équations  (1)  et  (3)  deviendront 

(4)  >(P'  +  rQ')=ro,      X(P'dQ-Q'dP):=  o. 
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La  seconde ,  qui  représente  la  proposée ,  renferme ,  par  hy- 
pothèse, des  termes  en  dx  et  en  dy,  qui  ne  peuvent  se 
trouver  qu'entre  les  parenthèses ,  puisque  i ,  sous  le  rap- 
port de  facteur  de  la  première  des  équations  (4),  ne  sau- 
rait renfermer  que  des  x  et  des  y  \  et  comme  l'opération 
de  la  différeutiation  tend  à  diminuer  les  exposants  des  va- 
riables, il  faut  que  les  variables  soient  plus  élevées  dans 
la  première  équation  que  dans  la  seconde,  qui  en  dérive, 
et  que,  par  conséquent,  P'-+-cQ'j  qui  ne  leur  est  pas 
commun,  soit  une  fonction  de  x  et  de  y;  et  comme  d'ail- 
leurs P'  -f-  cQ'  contient  une  constante  arbitraire  c  qui  ne 
se  trouve  pas  dans  X ,  on  voit  que  P'  -+-  cQ'  a  tous  les  ca- 
ractères de  l'intégrale  complète ,  et  que  A ,  au  contraire , 
ne  peut  être  qu'un  facteur  étranger  à  l'équation  différen- 
tielle. 

NOTE  XV  (page  337). 

Suite  de  la  théorie  de  Laçrange  sur  les  solutions  particulières ,  pré- 
sentée avec  quelques  modifications.  —  Moyen  d'obtenir  la  solution 
particulière  d'une  équation  différentielle  du  premier  ordre ,  sans  re- 
courir à  l'intégrale  complète;  démonstration  de  la  propriété  des 
solutions  particulières  de  faire  devenir  infini  le  facteur  qui  rend 
intégrante  une  équation  différentielle  du  premier  ordre. 

Nous  avons  vu  qu'une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  Md:r  4-  Nd/  =  o  étant  donnée,  on  pouvait  la 
considérer  comme  le  résultat  de  l'élimination  d'une  con- 
stante c  entre  l'intégrale  complète  et  sa  différentielle 
y  =  paix,  et  que  le  résultat  était  le  même  que  si ,  en  sup- 
posant cette  constante  variable,  l'élimination  s'effectuait 
entre  l'intégrale  complète  F  (r,j,  c)=o  et  dy=pdx-hqdcj 
mais  sous  la  condition  qu'on  eût  q  =  o.  De  même ,  si  Ton 
Admet  que  l'équation  différentielle  du  second  ordre, 

d7r       dy 
d  x1        d  x 
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soit  le  résultat  de  l'élimination  d'une  constante  que  Ton 
aurait  fait  varier,  comme  on  a,  dans  ce  cas,  les  deux  équa- 
tions 

ày 
(i)  àjr  =pàx+  qàc,     d.  -j^-  =  f/àx  -f- ?'dc, 

cl  x 

on  voit  que,  pour  qu'elles  se  réduisent  à 

dr 
djr  =  pàxj     et  à     d.  -p-  =  //dur, 

il  faut  qu'on  ait  ces  deux  équations  de  condition 

<7  =  o,     q'  =  o\ 

et  que,  pour  les  réaliser,  il  ne  suffirait  pas  de  disposer  seu- 
lement de  c ,  car  cela  ne  remplirait  qu'une  condition  ;  mais 
comme  l'intégration  de  l'équation  du  second  ordre  a  intro- 
duit deux  constantes  arbitraires  dans  l'intégrale  complète , 
on  disposera  de  ces  deux  constantes  pour  que  les  équations 
q  =  o,  q'=o  aient  lieu;  et  il  n'est  pas  besoin  de  dire  que  c 
sera  Tune  de  ces  constantes. 

Pareillement ,  la  détermination  des  solutions  particu- 
lières d'une  équation  différentielle  du  troisième  ordre ,  dé- 
pend des  équations  q  =  o ,  q1  =  o ,  q"  =  o  \  et ,  en  géné- 
ral ,  pour  obtenir  une  solution  particulière  de  l'équation 
différentielle  de  l'ordre  n ,  il  faut  le  nombre  n  d'équations 
de  condition  : 

(2)  7  =  0,     <7'  =  o,     q"=oy     qw=oy     etc. 

Mettons-les  sous  une  autre  forme.  Pour  cela,  les  équa- 
tions (1)  nous  montrent  que  q  et  q'  ne  sont  autre  chose 
que  ce  qui  multiplie  de  dans  les  différentielles  de  y  et  de 

y-  prises  par  rapport  à  c.  On  a  donc 

CI  X 

dj       ,      (t?r 

de  durcie 
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et,  en  général,  on  voit  que  les  équations  (2)  reviennent  à 

djr  d*y  d*y  d*jr 

(3)  -^-  =  0,  -7—^=0,  -= — £—  =  0,  ,  ,,  =  0,  etc. 
v    '  de  '      dedx  '      dcd2x  *      dcd3x  ' 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  ces  équations  ne  peuvent 

àr 
avoir  lieu  jusqu'à  l'inâni.  En  effet,  -p-  étant  successive- 

d  y 
ment  différentié  par  rapport  à  x  daus  les  expressions  -=—> 

dar         d3r  ,      d  y 

,    ,    y  -: — r— ;»  etc.,  on  peut  regarder  -7—  comme  une  cer- 
dedx     dedx7  '         r  ©  je 

taine  fonction  de  .r,  que  nous  nommerons  Y  ;  et ,  en  sup- 
posant que  x  devienne  ir-t-A,  le  théorème  de  Taylor  nous, 
fera  obtenir  ce  développement 

,/x    '       ~       àY  K       d'Y    h*       d'Y    A3 

ou,  en  restituant  la  valeur  de  Y, 

djr  1     Ay    Ai     dljr    A>  |  . . .  . 
de        dedx  dcdx?  2 

Or,  tous  les  coefficients  des  puissances  de  A  étant  nuls  en 
vertu  des  équations  (3),  qui,  par  hypothèse,  auraient  lieu 
jusqu'à  l'infini ,  il  en  résulterait  que ,  quand  x  deviendrait 
x-r-h)  l'équation  (4)  se  réduirait  à  son  premier  terme  Y 5 

ce  qui  montre  que  dans  ce  cas  Y,  c'est-à-dire  -p-»   serait 

d  y 
constant.  Mais  quand—  est  constant,  c  u'élant  combiné 

qu'avec  des  constantes,   l'équation  -p-  =  o  devrait   nous 

conduire  à  c=  constante.  On  voit  donc  qu'alors  la  solu- 
tion particulière  se  changerait  en  une  intégrale  particu- 
lière, ce  que  nous  ne  supposons  pas. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  équations  (3)  ne 
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peuvent  avoir  lieu  jusqu'à  l'infini  -,  c'est  sur  cette  considé- 
ration que  repose  la  solution  de  ce  problème  important 
résolu  par  Lagrange ,  et  à  laquelle  nous  ferons  subir  quel- 
ques modifications  :  Une  équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre  étant  donnée,  trouver,  sans  recourir  à  F  inté- 
grale complète,  la  solution  particulière  quelle  peut  avoir. 
Soit  u  l'intégrale  complète  qui  sera  une  fonction  de  a:,  de  ^ 
et  d'une  constante  arbitraire  c\  la  différentielle  de  u  sera 
représentée  par 

(5)  màx  -h  này  =  o, 
et  nous  la  mettrons  sous  cette  forme  : 

(6)  djr  =  —  ^àx. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  cette  équation  est  censée  avoir 
conservé  la  constante  arbitraire  (*)  5  par  conséquent,  nous 

pourrons  éliminer  cette  constante  entre  dy  = àx  et 

u  =  o.  Tirant  donc  de  l'équation  (5)  la  valeur  de  c  en  fonc- 

cl  y 
tion  de  x,  de  y  et  de  ~- ,  nous  obtiendrons 

équation  que ,  par  abréviation ,  nous  écrirons  ainsi  : 

(7)  c  =  ?. 

Cette  valeur  étant  mise  dans  l'équation  u  =  o ,  nous  aurons 
une  équation  du  premier  ordre  .  que  nous  désignerons  par 


(  *  )  Si  l'intégrale  complète  ne  renfermait  la  constante  arbitraire  qu'au 
premier  degré,  et  dans  un  terme  de  cette  forme  ac ,  elle  s'évanouirait  par 
la  différentiation,  et  l'élimination  de  c  serait  impossible;  mais  alors  q  étant 
constant ,  la  proposée  ne  comporterait  pas  de  solutions  particulières. 
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U  =  o ,  ou  plutôt  par 

Mdx-f-Ndj^=  o; 

cela  posé ,  si  nous  différentions  U  =  o ,  par  rapport  aux  trois 
variables  a: ,  y  et  <p,  nous  obtiendrons 

dU,  dU,  dUj 

-j—d-r-f-  -T- -djr-f-  — d<p=o; 
dx  d/  dy 

et  parce  que  y  ne  varie  qu'à  cause  de  la  valeur  arbitraire 
que  nous  donnons  à  x ,  nous  pouvons  écrire  ainsi  cette  équa- 
tion, 
,ox  /du       dUdj\   .  dU  , 

Or,  si  Ton  fait  attention  que ,  dans  une  fonction  de  deux 
variables,  le  premier  terme  de  la  différentielle  s'obtient  en 
regardant  l'une  de  ces  variables  comme  constante,  et  en 
faisant  varier  l'autre ,  on  reconnaîtra  que  dans  l'équa- 
tion (8),  qui,  sous  un  certain  point  de  vue,  ne  renferme 
que  deux  variables,  x  et  <p  (*),  <p  est  constant  dans  le 
terme 


( 


dU       dU^Ti, 
dx        dy  dx 


Ce  terme  n'est  autre  chose  que  la  différentielle  de  u  prise 
par  rapport  aux  variables  x  et  y,  et  dans  laquelle  le 
signe  <p  serait  substitué  à  c.  Or,  cette  différentielle  nous  est 
donnée  par  l'équation  (5);  et,  comme  le  second  membre 
de  cette  équation  nous  indique  que  la  destruction  de  tous 
les  termes  doit  s'opérer  dans  le  premier,  indépendamment 
de  c ,  on  seul  qu'il  en  sera  de  même  lorsque  <j>  tiendra  la 
place  de  la  constante  arbitraire  c.  11  suit  de  là  que  la  partie 
qui  est  renfermée  entre  les  parenthèses  dans  l'équation  (8) 
doit  être  identiquement  nulle ,  et  que,  par  conséquent,  cette 

(*)  Cela  provient  de  ce  quej  est  traité  comme  une  fonction  de  x. 
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équation  se  réduit  à 

(9)  d7ll?  =  0- 

On  y  satisfait  en  faisant 

(10)  dç  =  o     ou     i — =  o; 

Q<J> 

et  puisque  ce  n'est  que  par  abréviation  que  nous  avons 
remplacé  <p  (x ,  y,  -y-  J  par  <p,  on  voit  que  la  première  des 
équations  (io)  revient  à 

(ii)  df\xtJr,£}  =  o, 

et  par  conséquent  est  une  équation  différentielle  du  second 
ordre.  Cette  équation  étant  intégrée,  nous  donne 

(12)  y  ix>  jr,  -r—  j  —constante. 

D'un  autre  côté ,  la  proposée  U  =  o  subsiste  entre  les  mêmes 

d  y 
variables  x ,  y  et  -p-  Voilà  donc  deux  équations  du  premier 

O  X 

ordre  d'une  même  équation  (1 1)  du  second  ;  par  conséquent, 

ày 
en  éliminant  entre  elles  -r— ?  on  obtiendra  une  fonction  de  x 

ax 

et  de  y  et  de  la  constante  arbitraire  c  renfermée  dans  l'équa- 
tion (12).  Le  résultat  de  cette  opération  sera  donc  l'inté- 
grale complète  (art.  429,  page  3a4)«  Pour  effectuer  l'éli- 
mination dont  il  s'agit ,  il  suffit  de  chasser  seulement  y  de 
l'équation  U  =  o  à  l'aide  de  celle-ci  <p  =  constante;  car 

dr 
alors  tous  les  termes  en  -=—  contenus  dans  <p,  et  qui  n'exis- 
tent pas  ailleurs,  disparaîtront  du  résultat.  Cela  se  réduit 
évidemment  à  changer  <p  en  c  dans  l'équation  U  =  o,  ce  qui 
nous  fait  retomber  sur  u  =  o. 
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Si  l'élimination  de  -r^- entre  l'intégrale  du  second  facteur 

ax  ° 

de  l'équation  (9)  et  la  proposée  U  =  o  nous  ramène  à  F  in- 
tégrale complète ,  nous  allons  reconnaître  que  l'élimination 

ày 
àe~  entre  U  =  o  et  l'autre  facteur  de  F  équation  (9)  va 

U  X 

nous  conduire  à  la  solution  particulière. 

En  effet ,  si  l'on  élimine  -7—  entre  U  =  o  et  -=—  =  o ,  011 

ax  d<f 

voit  d'abord  que  nous  n'introduisons  pas  de  constante  ar- 
bitraire dans  le  résultat,  comme  par  l'opération  précé- 
dente ,  attendu  qu'ici  l'élimination  s'effectue  sans  qu'on  in- 
tègre préli  minai  rement  j— •  Il  suit  de  là  que  l'élimination 

ày 
de  -p-  entre  ces  deux  équations  différentielles  du  premier 

U  X 

ordre  ne  peut  nous  conduire  à  l'intégrale  complète,  qui  con- 
tient nécessairement  une  constante  arbitraire.  Pour  procé- 
der à  cette  élimination ,  remarquons  qu'elle  se  réduit  à  celle 

de  <p ,  puisque  -p-  ne  se  trouvant  nulle  autre  part  que  dans  q>, 

disparaîtra  du  résultat  avec  <p ,  et  comme  ce  résultat  ne  con- 
serve aucune  trace  de  q>,  qui  entre  partout  où  entrait  c,  on 

sent  que  cela  se  réduit  à  éliminer  c  entre  u  =  o ,  et  -r—  =  o , 

de 

qui  sont  ce  que  deviennent  U  =  o  et  y-  =  o ,  lorsqu'on  y 

Y 

change  <f  en  c.  Or,  —  étant  le  coefficient  différentiel  de  de, 

on  voit  que  l'élimination  de  c  entre  u  et  y-  =  o  est  préci- 
sément l'opération  qu'on  exécute  pour  parvenir  à  une  solu- 
tion particulière. 

Cherchons  maintenant  à  satisfaire  à  la  condition  expri- 
mée par  la  seconde  des  équations  (10).  Pour  cela ,  si  nous  y 
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remplaçons  <p  par  sa  valeur  donnée  par  l'équation  (7),  nous 
obtiendrons 

(l3)  =r  O. 

de 

On  ne  voit  pas  d'abord  comment  on  peut  exécuter  cette 
différend ation  par  rapport  à  c ,  qui ,  ayant  été  éliminé  de  U, 
ne  doit  pas  se  trouver  dans  dU  \  cette  élimination  de  c  nous 
a  seulement  appris  que  U  est  une  fonction  de  x ,  de  y  et  de 

-p->  et  que  par  conséquent  dU  ne  peut  être  que  de  cette 

forme  : 

(i4)  Pdx-hQdj  +Rd.-p  =  o; 

U  X 

mais  si  c  n'est  pas  en  évidence  dans  cette  valeur  de  dU ,  il 

y  existe  du  moins  d'une  manière  implicite;  car  nous  savons 

que  y  est  une  fonction  de  x  et  de  c,  et  que,  par  consé- 

dr 
quent,  à  y  et  d.-p^  doivent  tenir  lieu  des  valeurs  sui- 

U  X 


vantes  : 


d y  .  ày  . 

a/  =  T-d.r-f-  — de, 
<Lx  de 


.    d  y        d2y  ,  d2/    , 

ax       ax7  dxdc 

Par  l'hypothèse  de  c  constant,  ces  valeurs  se  réduisent  à 

d  y  =  -7—  dx 
J         dx 

et  à 

dy       d}y 
dx       dx2       ' 

équations  dont  les  seconds  membres  expriment  la  condi- 
tion expresse  que  la  diiïérentiation  soit  prise  par  rapport 
à  x  seul ,  condition  que  nous  admettons  tacitement  dans 
l'équation  (i4)?  lorsque  nous  y  supposons  c  constant  5  mais 


> 


/ 


S' 
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lorsque  c  est  variable,  il  faut  mettre  dans  l'équation  (14) 

les  valeurs  de  dy  et  de  d  ~  ?  données  par  les  équations  (  1 5) , 

et  nous  aurons 

<*)w.+«(H<~&.)+»(g*+£5>)-- 

Voilà  ce  que  devient  dll  lorsqu'on  regarde  c  comme  va- 
riable, et  Ton  voit  qu'on  a 

/     x  dU      *&?      „    d'r 

('7)  Tr:  =  QTr-+-R     J 


de  de  dxdc 

Présentement,  si  Ton  passe  à  l'hypothèse  d'une  solution 

dtJ 
de 


particulière,  on  a,  en  vertu  de  l'équation  (i3),  -— =  o, 


ce  qui  réduit  l'équation  précédente  à 


(18)  Q^--f-R-^4-  =  o. 

x     '  de  dxdc 


Si  l'on  suppose  maintenant  que  cette  équation  ne  renferme 

point  de  quantités  transcendantes,  et  qu'on  ait  eu  soin, 

dans  les  opérations  subséquentes,  de  se  débarrasser  des 

radicaux  par  des  élévations  à  diverses  puissances,  et  même 

des  fractions,  les  quantités  P  et  Q  que  contient  l'équa- 

dr 
tion.  (i4)î  nc  pourront  devenir  infinies.  Cela  posé,  -=— 

étant  nul  en  vertu  de  l'équation  (170),  page  33a,  qui  ex- 
prime la  condition  de  la  possibilité  de  l'existence  d'une 
solution  particulière;  on  voit  que  l'équation  (18)  se  ré- 
duit à 

d2r 

(•9)  Rdé  =  0' 

or,  il  peut  arriver  ces  deux  cas  :  ou  -r— ^  est  aussi  nul ,  ou  il 
ne  Test  pas;  dans  cette  seconde  hypothèse,  c'est  donc  le 
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y* 

facteur  R  qui,  devenant  nul,  satisfait  à  l'équation  (19); 

5        •  .        d2r 

mais  si,  au  contraire,  -p^-  est  nul,  l'équation  (18)  est  sa- 

\1X 

tisfaite  indépendamment  de  Q  et  de  R,  et  par  conséquent 
Q  et  R  peuvent  conserver  des  valeurs  finies.  Gardons-nous 
cependant  de  conclure  que  R  n'est  pas  nul  ;  car  si ,  en  trai- 
tant y  comme  une  fonction  de  x,  on  différentie  l'équa-r 
tion  (18)  par  rapport  à  cette  variable  indépendante  a:,  on 
'  trouve 

d*  y  d  y 

Les  quantités  .     .     et  -r-  étant  nulles,  et  leurs  coefficients 
1  axdc         dx 

ne  pouvant  devenir  infinis  d'après  la  remarque  faite  au 

sujet  de  l'équation  (18),  il  en  résulte  que  l'équation  (ao) 

d3r 
se  réduit  à  R  ,7    .    =  o,  et,  par  conséquent , donne  R=o, 

U   X  Ut 

i  d*^  y  c*  y 

lorsque  n'est  pas  nul.  Si,  au  contraire,  -^ — p  était 

Cl  X  Qu  Cl  X  Cl  C 

nul,  on  prouverait  de  même  qu'on  aurait  R  ,3     .    =  o, 

d4  y 
et  <Iue  A*Â~  devrait  être  nul  pour  que  R  ne  le  fût  pas.  En 

U  X  Cl  c 

continuant  ce  même  raisonnement ,  on  tombe  à  la  fin  sur 

dn  y 
un  coefficient  différentiel  .      ,    qui  ne  sera  pas  nul,  parce 

qu  il  a  été  démontré  que  les  équations  (3)  ne  pouvaient 
avoir  lieu  jusqu'à  l'infini.  Il  résulte  de  cette  démonstration 
que  R ,  qui  conserve  toujours  la  même  valeur,  étant  nul  ' 


(  *)  Observons  que  ce  que  nous  représentons  d'une  manière  abrépée  par 
dRJ  dQ  r 

jj  dx  et  par  ^  a*,  revient  à 

/lî     .     dR  dr\  ,  /dQ       dQ  dr\  J 

id*H"ajdî)d'  eta  (d7+d7d^)d'- 


0/ 


(„)  p  +  qLZ+r^=0, 
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dans  un  cas,  l'est  pour  tous.  Mais  puisque  R  est  nul,  l'équa- 
tion (i4)>  mise  sous  cette  forme, 

d  y   .  «  d^T 

la?5 
se  réduit  à 

(aa)  F+Q^=°- 

D'un  autre  côté,  la  même  équation  (21)  nous  donnant 


à1  y  __        1_r^dj; 
cû*"*~  R        * 

on  voit  que ,  dans  notre  hypothèse  d'une  solution  particu- 
lière, l'équation  (22)  et  la  valeur  de  R  qui  est  nulle,  ré- 
duisent celle  de  t-4-  à  — 

dx3       o 

Il  résulte  de  cette  théorie  que ,  dans  le  cas  où  une  solu- 
tion particulière  peut  exister,  on  a  l'équation  -r — =  o  (*), 
et  que  cette  équation  entraîne  la  nécessité  que  la  valeur  de 

-r-i  se  réduise  à  —  Les  deux  termes  de  cette  fraction,  c'est- 

ax7  o  1 

à-dire  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  celle  qui  est  la 

à2  y 
valeur  de  -r-^p  égalés  à  zéro,  nous  fourniront  deux  équa- 

u  oc 

tions  qui ,  si  elles  s'accordent  avec  U  =  o ,  donneront  la 
solution  particulière. 

Prenons  pour  exemple  l'équation 

(23)  x  +  xA£  =  ^x*+y>-c,., 


(  *  )  Nous  avons  vu  que  l'équation  U  =  o  n'était  autre  chose  que  la  pro- 
posée ,  considérée  comme  résultat  de  l'élimination  de  c  ;  quant  à  celle-ci 

- —  =  0,  elle  nous  dit  seulement  que  les  termes jqui ,  dans  cette  proposée , 

proviennent  de  la  variation  de  la  constante  arbitraire,  sont  nuls. 
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élevant  au  carré  et  réduisant ,  nous  ferons  disparaître  le 
radical ,  et  nous  aurons 

(]  y         dy1 

x7  -f-  2 xy  ~-  •+- -r-r {c7 —  x*)  =  o; 
d.r       d«za  x 

différentions  en  regardant  dx  comme  constant,  on  obtient 

da^*  xdx  ■+-  ydy 

d  x*       (x*  —  c7 )  dy  —  xy  d x  ' 

égalant  les  deux  termes  de  cette  fraction  à  zéro,  et  divisant 
par  dar,  nous  aurons 

(24)      0  x+  y-^==o,     (*'  —  c7)~—  xy=zo-9 

dy 
éliminant  -p-  entre  ces  équations,  et  supprimant  ensuite  le 

facteur  commun ,  on  trouvera 

y*  -f-  x7  —  c7  z=:  o  ; 

et  comme  cette  équation  satisfait  à  la  proposée ,    on  voit 
qu'elle  est  une  intégrale  particulière. 

Cherchons  encore  à  reconnaître  si  l'équation 


xd^  =  V 


dr' 


comporte  une  solution  singulière*  Pour  cet  effet,  nous  fe- 
rons d'abord  disparaître  le  radical,  en  élevant  les  deux 
membres  au  carré,  et  réduisant,  nous  trouverons 

dy 

UX 

et .  en  diffère  ntiant ,  il  viendra 


.2 


d2 y \  d  x7 

d  x'1  xy 


34. 
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Cette  équation  se  réduit  à  -  quand  x  =  o  j  mais  cette  hypo- 
thèse ne  satisfaisant  pas  à  la  proposée ,  ne  peut  nous  con- 
duire à  une  solution  particulière. 

Conformément  à  l'observation  qui  nous  a  été  fournie 
par  les  équations  (177),  page  335,  il  ne  faudra  pas  se 
borner  à  l'hypothèse  dej-  fonction  de  a:-,  mais  en  supposant 
ensuite  x  fonction  dey,  on  cherchera  les  solutions  particu- 
lières qui  peuvent  être  données  en  égalant  à  zéro  la  valeur 

,    d7x 
de  t—  • 
dy* 

Une  solution  particulière  opérant  la  destruction  mu- 
tuelle des  termes  de  l'équation  différentielle  à  laquelle  elle 
appartient,  n'en  est  qu'un  facteur  qu'on  peut  mettre  en 
évidence  à  l'aide  d'une  transformation.  Nous  avons  vu,  par 
exemple ,  que  x%  -+-  y1  —  a*  =  o  était  la  solution  particu- 
lière de  l'équation 

(25)  (xdx  4-<yd/)a  =  d/5(x2  -f- y*  —  a*)\ 

si  nous  faisons  x*  -\-y%  —  a*  =  s*,  nous  aurons 

xà x  -H  yày  =  zd  z  ; 

substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (25),  elle  deviendra 

z7(dz*  —  d/2)  =  o; 

ce  qui  montre  qu'effectivement  la  solution  particulière  re- 
présentée par  z*  est  un  facteur  commun  de  la  proposée. 

Une  autre  propriété  des  solutions  particulières  est  de  faire 
devenir  infini  le  facteur  qui  rend  la  proposée  une  différen- 
tielle exacte.  Pour  le  démontrer,  nous  mettrons  l'intégrale 
complète  sous  cette  forme  u  =  constante.  Une  valeur  qui 
satisferait  à  cette  équation  devrait  donc  donner  di/  =  o, 
parce  que  la  différentielle  d'une  constante  est  nulle.  Réci- 
proquement toute  valeur  qui  ne  satisfait  pas  à  u  =  constante 
ne  peut  donner  du  =  05  or,  ce  dernier  cas  est  précisément 
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celui  d'une  solution  particulière  qui ,  parce  qu'elle  ne  s*- 
tisfait  pas  à  PintégTale  complète ,  ne  saurait  opérer  la  des- 
truction mutuelle  des  termes  dont  se  compose  sa  différen- 
tielle immédiate;  or,  cette  différentielle  immédiate  n'est 
autre  chose  que  X(Mda:-t-Ndiy).  11  faut  donc  que  la  solu- 
tion particulière  ne  puisse  rendre  égal  à  zéro  le  second 
membre  de  cette  équation  : 

'>(Md.r-t-Ndj)  =  d«; 
ou ,  ce  qui  revient  au  même ,  de  celle-ci  : 

>(m+bk)=^«-)- 

On  tire  de  cette  équation 

.(26)  \  = ~* 


dr' 

(XjC 


mais ,  par  sa  nature ,  la  solution  particulière ,  quoique  ne 
satisfaisant  pas  à  l'équation  X  (  M  -+-  N  -p  1  =0,  satisfait 

d  y 
pourtant  à  celle-ci,  M  +  Nt-  =  o,  c'est-à-dire  en  rend  nul 

le  premier  membre.  Cela  réduit  donc  l'équation  (26)  à 

à(«) 

dx 

>  = =  00  . 

o 

Par  exemple ,  l'équation 

(27)  xdx  -\-jrdy=z  Ay  \Jx*-+-  y*  —  a7 

(  *)  Nous  désignons  ainsi  la  différentielle  totale  de  w  prise  en  regardant  * 
comme  variable  indépendante ,  pour  ne  pas  confondre  -.  —  avec  le  coeffi- 
cient différentiel  —  >  qui  suppose  que  toutes  les  autres  variables ,  hors  * , 
sont  regardées  comme  constantes  dans  ce  terme. 
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devient  une  différentielle  exacte  lorsqu'on  la  multiplie  par 

9  et  donne 

xdx-hjrdy 
—=     J    J    =d.r; 

V^'  -+-  7*'  —  «a 
aussi  voit-on  que  la  solution  particulière  x*-\-y% —  a!=:o 

rend  le  facteur  ■  :  infini. 

v  &  •+•  y7  —  ûa 

NOTE  XVI  (page  362). 

XVouvelle  démonstration  concernant  l'intégration  des  équations 

différentielles  partielles. 

On  a  vu  (art.  484)  que  si  en  intégrant  l'équation 

(1)  r--f-M-i-+N  =  o, 

v  dx  ay 

dans  laquelle  M  et  N  sont  des  fonctions  de  a:,  de  y  et  de  z^ 
on  obtient  deux  intégrales  U  =  a  et  V  =  £,  on  avait  néces- 
.  sairementa  =  <p h.  La  démonstration  de  ce  théorème  étant 
très-importante ,  nous  avons  cherché  à  lui  donner  le  der- 
nier degré  de  rigueur  de  la  manière  suivante  : 

U  et  V  étant  des  fonctions  de  .r,  de  y  et  de  z,  les  con- 
stantes a  et  b  peuvent  être  aussi  considérées  comme  des 
fonctions  de  ces  mêmes  variables,  en  vertu  des  équations 
U  =  a  et  V  =  b  \  par  conséquent ,  si  l'on  différentie  succes- 
sivement ces  équations ,  on  aura 

(  da  =  Xdx-h  Yd/-f-  Zdz, 
(  db  =  X'dx  +  Y'dy-hZ'dz; 

ces  différentielles  doivent  être  nulles,  par  la  raison  que  a  et  b 
sont  constants;  ainsi,  les  équations  da  =  o,  di  =  o,  néces- 
sitent celles-ci  : 

(  Xdx  4-Ydr  4-Zdz  =0, 

(3) 

X'd*H-Y'd.r-4-Z'dz=o. 
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Si  dans  ces  équations ,  divisées  par  dx,  on  substitue  les 
valeurs  de  dz  et  de  dy,  tirées  des  équations  (221) 

(4)  dz +  Nd.r  =  o,     dj  —  Mdx  =  o, 

données  page  356 ,  on  aura 

X  -h  YM  —  ZN  =  o,      X'  +  Y'M  —  Z'N  =  o; 
on  tirera  de  ces  équations 

M  —  ZX' -  XZ'       N  _  X'Y  — Y'X 
Z'Y  —  ZY''         """   Z'Y  — ZY'  ' 

substituant  ces  valeurs  de  M  et  de  N  dans  l'équation  (  i  ) ,  on 
obtiendra 

Ëi      zxf  — xz'  dz       X'Y  — Y'X  _ 
1   '  d*  "^  Z' Y  —  ZY'  dy  +  Z'Y  —  ZY'  ~~  ° ; 

les  coefficients  -=—  et  -=—  se  déduisent  des  équations  (4),  qui 

donnent 

.£.        dz  dy dz dz  dx N 

[b)       dï~~*'     d^~M'      dJ""d^d^*"~M; 

mettant  ces  valeurs  de  -y—  et  de  -=—  dans  l'équation  (5),  et 
faisant  évanouir  le  dénominateur,  on  trouvera 

(7)    —  (Z'Y—  ZY')N  —  (ZX'— XZ')^-f-X'Y  —  Y'X=o. 

Les  quantités  X  ,  Y,  Z ,  qui  entrent  dans  cette  équation  , 
ne  sont  pas  toujours  connues,  puisqu'elles  ne  doivent  être 
données  qu'en  différentiant  les  équations  U  =  a  et  V=  b. 
Cherchons  donc  à  éliminer  X ,  Y  et  Z  de  notre  résultat. 
Pour  cet  effet ,  en  regardant  z  comme  une  fonction  de  x  et 
de  y,  nous  tirerons  des  équations  (2) 

da       v  „  dz        db       „,  „,  dz 
— .^X-t-Z-r-,     =x'  +  Z/T-, 
iïx  dx       dx  dx 

da  dz        db  dz 

dy  dy       dy  d/' 
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mettant  dans  ces  expressions  les  valeurs  de  -r—  et  de  -7—» 

*  dx  dy 

données  par  les  équations  (6),  et  tirant  les  valeurs  de  X  , 
de  Y,  de  X'  et  de  Y',  nous  trouverons 

da  db 

X  =  — -hZN,      X/  =  -r-4-Z'N, 
dx  dx 

d«       ZN  _d_£      Z'N 


dy        M  d;        M    ' 

substituant  ces  valeurs  de  X,  de  Y,  de  X'  et  de  Y\  dans 
l'équation  (  7  ) ,  et  réduisant ,  nous  obtiendrons 

/QN  da  d  b       dad^ 

.     .     dx  dy       dy  dx 

Cette  équation  nous  apprend  que  a  est  fonction  de  b  ;  et  en 
effet,  si  nous  avons  a  =  Fi,  en  différentiant  cette  équation , 
nous  trouverons 

da  =  ybdb, 
d'où  nous  tirerons 

da db        da  L^b^ 

dx       ^     dx        dy  ~~  *     dy  ' 

éliminant  <p£,  nous  trouverons  l'équation  (8). 

NOTE  XVII  (page  418). 

Démonstration  qui  tend  à  prouver  que  la  différence  de  deux  quantités 
élevées  chacune  a  une  puissance  d'un  nombre  entier  est  divisible 
exactement  par  la  différence  de  ces  quantités  non  élevées  à  cette 
puissance. 

Voici  de  quelle  manière  ,  dans  mes  remarques  sur  l'Al- 
gèbre, j?ai  démontré  que  um  —  \S"  était  divisible  exactement 
par  u  —  v  \  on  trouve  par  la  division 

l —   7*-l    +    l , 

r— 1  r  — « 
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les  termes  extrêmes  de  cette  équation  étant  de  même  forme  y 
on  doit  avoir  encore 

y  01—  I    __    |  y  W— 2    _ _     | 

L —  j— .  +  Z . 

substituant  cette  valeur  à  la  place  du  dernier  terme  de  l'é- 
quation précédente ,  on  aura 

£ —  y-i  +  y»~*  +  J 

Cette  transformation  pouvant  se  continuer  indéfiniment , 
parce  que  la  fraction  qui  termine  le  développement  est  tou- 
jours de  même  forme ,  nous  voyons  que 

•i ==  y*»— •  -f-  - =  rmr~i  -f-  y""^  -h 

7—i  jr  —  i  x  —  1 


■m— 3 


et  qu'en  général,  en  écrivant  une  suite  dont  le  premier 
terme  est^m,  et  les  autres  les  puissances  immédiatement 
inférieures,  on  peut  s'arrêter  à  un  terme  quelconque  , 
pourvu  qu'on  ajoute  une  fraction  qui  ait  pour  numérateur 
ce  terme  diminué  d'une  unité,  et  j" —  i  pour  dénomina- 
teur; si  l'on  s'arrête  donc  sur  y,  là  fraction  à  ajouter  sera 

7*  — *  I 

?  et  par  conséquent  vaudra  l'unité.  On  aura  donc 

alors 


et  en  multipliant  le  premier  membre  de  cette  équation 
par  —  >  et  le  second  par  v"l~\  qui  a  la  même  valeur,  on 
obtiendra 

(/"  y"1 p"1 

...  4-  ^-,  x  ■+■  (;,n~,  > 
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faisant  \*y  =  m,  celte  équation  deviendra 


U  —  V 


=  rim-1  -fc-  um-'1  v  -+-  am-se\  . .  -H  ae"1"-1  -+-  e"1-' 


NOTE  XVIII  (page  487). 

Démonstration  par  le  Calcul  des  différences  de  la  règle  d'Suler,  pour 
ramener  un  problème  de  maxima  ou  de  minima  relatifs ,  à  un 
problème  de  maxima  ou  de  minima  absolus. 

Lorsqu'un  problème  de  maxima  ou  de  minima  relatifs  a 
été  réduit  à  ces  conditions 

(1)  $f\]da:  =  o,      8f\dx=:o, 

et  que  dans  l'hypothèse  où  les  variations  se  trouvant  per- 
pendiculaires à  Taxe  des  .r ,  les  intégrales  sont  prises  entre 
deux  limites ,  on  peut  regarder  les  premiers  membres  de 
ces  équations  comme  provenant  de  ces  deux  fonctions  aux 
différences  finies  , 

(2)  AïUAi,     ÀSVAa:, 

qui,  dans  le  cas  de  la  limite,  se  réduisent  aux  premiers 
membres  des  équations  (1),  en  changeant  A  en  <?,  et  S  enf. 
Si,  en  vertu  du  théorème  démontré  dans  la  note  de 
l'art.  597  (page  446)  5  on  transpose  les  signes,  les  expres- 
sions comprises  sons  le  n°  2  deviendront 

(3)  ï(AU^),      2(AVAx); 

faisons,  pour  simplifier, 

àV=zu    et     AV  =  c, 

les  fonctions  (3)  deviendront 

et  en  regardant  uAx  comme  un  rectangle  dont  //  serait 
la  hauteur  et  Ax  la  base,  l'expression  %uAx  représen- 
tera (Jîg-  127)  la  suite  de  rectangles,  m/)'.  mfp'\  rn"p'f\ 


1 
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mn/pxr)  etc,;  de  sorte  que,  si  nous  faisons 

pp'  =  bx9  p'p"=  Aa:,,  p"pw=zàxt9  pmp'r=:  Axt-K  .  ,, 
pm  =  u9     p'm'=  a, ,     p"m"=z  us ,     pmmm  =  u%   -H  •  • . , 

nous  aurons 

(4)  ZaAar=tfAx-f-  tt,Ax,  -f-  «,Ax, -f-  «jAar, -+-. . .  $ 

l'autre  intégrale  représentée  par  la  somme  des  rectangles 
n//,  n'pl,i  nffpf/\  nwpxr,  nous  donnera  pareillement 

(5)  2pAa?  =  eAa:-+-i>,A#,  -f-^iAx,  +  f8Ax,-f . . ., 
Cela  posé ,  si  Ton  nomme 

au     la  différence    ux  —  «, 
A  a,     la  différence     u3  —  i/, , 
A  u7    la  différence     u%  —  u3 , 
•  •  •  •  • 

Ac       la  différence     ?i  —  p, 

A^i     la  différence     p3 —  Pi, 

Ap,     la  différence     c3  —  pa, 

• » 

on  trouvera 

ut  =  u  -j-  A  a, 

m2=:  h, -h  A  Mi  =  a  +  Af*  4-  A  (a  -h  A«)  =  «4-  2A«4-  A*a? 

m3  =  u2  4-  A  a2  =  u  4-  3  A  m  +  3  à?u  4-  A3  u , 
•  • •• •  •  » 

p,  =  p  -f-  Ap, 

p3=c4-  3Ae-f-3.A2P-t-A3e, 

m 

••••••• • 9 

en  substituant  ces  valeurs  dans  les  équations  (3)  et  (4)  >  on 
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obtiendra 

I«Ax  =  «Ax  -f-(«-f-A«)AXg  4-(«  +  2Ai  -+-A2«)Ax2 
-+-(«-f-3A«-h  3  A'n-t-A^jAXi -+-..., 

ZpAx  =  pAx-f-(p  -h  Ap)  Axt  -fr-  (»-f-  îAp  +  A'pJAJ; 
-+-  (p-+-  3Ap  +  3A*P-f-AVj  Axj-f-. . .  ; 

rassemblant  les  termes  analogues ,  on  trouvera 

InAx=:(Ax-f-  Ax,  -f-  Ax2  +  -••}* 

(5)  {  -4-(Ax,-f.2Ax,-H3Ax,+...)A« 

-f-  termes  en  A*  « ,  m  A*  «, .  - . , 

lpAx=(Ax-f-  Ax,   -h  Axa  -H    ..}p 

(6)  {  -+-(Axf-h2Ax,-+-3Ax,-f-.  ..)Ap 

-|-  termes  en  A*p,  <■*?  Asp,  ...  ; 

désignant  par  X  et  par  X7  les  termes  entre  les  parenthèses, 
qui  multiplient  u  et  f,  les  équations  (5)  et  (6)  deviendront 

(7)  2uAx  =  Xtt+X;A«+  termes  en  A*n,  en  à*u,  ..., 

(8)  2  p  Ax  =  X  p  -h  X'ap  -h  termes  en  à**,  en  A*p,  .... 

On  peut  éliminer  le  terme  en  X  entre  ces  équations ,  en 
multipliant  la  première  par  v  et  la  seconde  par  m,  et  pre- 
nant la  différence ,  on  aura 

/<ZpAx —  p2aAx  =  X'(aAp —  pAw)-f-  termes  en  *l*p9  en  b7 u, ...  ; 

passant  aux  limites ,  on  supprimera  les  termes  qui  con- 
tiennent les  différences  des  ordres  supérieurs  au  premier, 
et  cette  équation  se  réduira  à 

ufv&x —  vjuàxz=z  X'  (adp  —  pda); 

et  comme  par  hypothèse  les  intégrales  qui  composent  le 
premier  membre  sont  nulles,  en  vertu  des  équations  (1) 
dans  lesquelles  on  transposerait  les  signes  3  et  jf,  il  restera 

X'(adp  —  pdf*)  =  o, 
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supprimant  le  facteur  commun  X',  on  aura 

uàv  —  vàu  =  o, 
équation  qui  donne 


àv      au 

V  u 


intégrant,  il  vient 

logo  —  log  u  -+-  constante  =  o  ; 
et ,  en  représentant  la  constante  par  log  n ,  on  a 

log  v  —  log  u  H-  log  n  =  o  ; 
et,  par  la  propriété  des  logarithmes,  cette  équation  se  ré- 


duit à 


log  — h  log  n  z=z  o  ; 


passant  aux  nombres ,  on  obtient 


v 

— h  n  z=z  o 
u 


d'où  Ton  tire 

v  H-  nu  =  o; 

remettant  à  la  place  de  v  et  de  u  les  variations  A  V  et  AU, 
qui  seront  devenues  â\  et  dU,  on  aura 

$V  -hn§\J  =  o; 
multipliant  par  dx  et  intégrant,  on  aura 

f$\àx  +fn§Udx  =  o; 
et ,  en  transposant  les  signes ,  on  obtiendra 

.  5/Vdx-f-/i^/Udx  =  o, 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

*/(V  +  «U)d*  =  o, 
ce  qui  est  l'équation  91  (art.  631 ,  page  486). 

FIN. 
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